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摘  要 

复合算子在泛函分析与算子理论当中有丰富的应用与深厚的研究背景，在泛函分析中，人们关注各种函

数空间的性质与结构，如 pL 空间和连续函数空间 ( )C X 等。复合函数作为一种将函数空间进行变换的工

具，有助于深入理解函数空间之间的关系与结构，例如通过研究复合算子在不同函数空间上的作用，可

以揭示函数空间的嵌入性、紧性以及有界性等等。不仅如此，复合算子在动力系统与遍历理论、量子力

学、算子代数等数学分支当中也作为算子论的工具，推动其他数学分支的发展。而超复合算子是指以整

函数作为复合子的特殊复合算子，推动着算子论的发展：超复合算子的有界性是研究复合算子当中比较

重要的部分。近年来，有许多学者研究了超复合算子作用在一些经典的解析函数空间上的有界性。本文

通过利用 pZ 空间的定义与性质，讨论了超复合算子上Bloch-type空间 Bα 到 pZ 空间的有界性问题以及

Bloch-type空间 Bα 到Morrey空间上的有界性问题。 
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Abstract 
Composite operators have extensive applications and a profound research background in functional 
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analysis and operator theory. In functional analysis, researchers focus on the properties and struc-
tures of various function spaces, such as pL  spaces and the continuous function space ( )C X . As a 
tool for transforming function spaces, composite operators contribute to a deeper understanding of 
the relationships and structures among function spaces. For instance, by studying the actions of com-
posite operators on different function spaces, one can reveal properties like the embedding, com-
pactness, and boundedness of function spaces. Moreover, composite operators as tools in operator 
theory, also play a role in promoting the development of other mathematical branches, such as dy-
namical systems and ergodic theory, quantum mechanics, and operator algebras. Superposite oper-
ators are special composite operators with entire functions as the composition elements, and they 
also drive the development of operator theory. The boundedness of Superposite operators is a cru-
cial part of the study of composite operators. In recent years, many scholars have investigated the 
boundedness of Superposite operators acting on some classical analytic function spaces. This paper, 
by making use of the definitions and properties of pZ  spaces, derives the boundedness problem of 
Superposite operators from the Bloch-type space Bα  to the pZ  space and Bloch-type space Bα  to 
Morrey space. 

 
Keywords 
Operator Theory, Superposition Operator, Bloch-Type Space, pZ  Space, Möbius Transform 

 
 

Copyright © 2025 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

超复合算子在泛函分析与算子理论中占据重要的地位，并且对研究算子理论有着很重要的作用，它

是算子理论的研究对象。而超复合算子的有界性也被广泛学者研究，从而可以具体应用到泛函分析和解

析函数空间等分析学分支当中。 
令Δ是复平面上的单位圆盘， ( )ΔH 表示为Δ上全体解析函数的集合，定义 

( ) , .
1a
a zz a

az
σ −

= ∈∆
−

 

我们称 aσ 为莫比乌斯变换。 
对于 0 p≤ < ∞且 ( )Δf H∈ ，若 f 满足下述范数 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 22 0 sup 1 d ,
p

p

a aQf f f z z A zσ∈∆ ∆
′= + − < ∞∫  

我们称 pf Q∈ ，其中 ( )d 1 d dA z r θ= π 为单位圆盘上的正则面积测度。且在上述范数意义下， pQ 是一

个完备的赋范线性空间，即巴拿赫空间。近年来，有许多学者对 pQ 空间进行了许多研究，例如在 pQ 空间上

研究卷积奇异积分算子和分数次积分算子的有界性问题是重要的研究方向，通过建立 pQ 空间的相关理论和

方法，可以为这些算子的有界性提供新的判定条件和估计方法。并且，在广义 Navier-Stokes 方程等流体方

程的研究中， pQ 空间可以用于研究方程解的整体存在性、唯一性和适定性等问题，如解决具有小初值的临

界状态下 Navier-Stokes 方程的解的整体存在性和唯一性问题等。文献[1]中对 pQ 空间有详细的描述。 
而 pZ 空间作为 pQ 当中一类特殊的解析函数空间，也有着丰富的探讨价值与理论意义。设 0 p≤ < ∞，
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f 是Δ上全体解析函数空间的元素，则 pZ 空间的范数表示如下 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 220 sup 1 1 d .

p

p

a aZf f f z z z A zσ
−

∈∆ ∆
= + ′ − − < ∞∫  

在上述范数意义下， pZ 是一个巴拿赫空间。 
Bloch-type 空间是一类在复分析中研究的函数空间，尤其在单复变和多复变函数论中占据着重要地

位，通常称为 Bloch-type 空间或者加权 Bloch 空间。Bloch-type 空间作为一类重要的函数空间，为泛函分

析中研究一般的函数空间理论提供了具体的例子和研究对象。其具有的巴拿赫空间结构，使得在研究泛

函分析中如算子理论、对偶空间、弱收敛等概念和理论时，可以以 Bloch-type 空间为载体进行深入分析。

不仅如此，在调和分析中，Bloch-type 空间可以用于对函数进行分解和刻画。例如，某些函数可以分解为

Bloch-type 空间中的函数与其他函数空间中的函数的组合，从而利用 Bloch-type 空间的性质来研究函数

的整体性质，这种分解方法在研究调和函数的边界值问题、积分表示等方面有重要应用。若 0 1α< < ，

Bloch-type 空间 Bα 表示为单位圆盘上的满足所有满足以下条件 

( ) ( )2sup 1 ,zBf z f z
α

α

∈∆ ′= − < ∞  

的解析函数全体组成的空间。在自然范数 ( ) ( ) ( )20 sup 1zBf f z f z
α

α

∈∆= + − ′ 下，Bloch-type 空间构成

巴拿赫空间。特别的，若 1α = ，则 B Bα = 为经典 Bloch 空间，并且当 0 1α< < 时，Bloch-type 空间里的

解析函数是有界的。[2]对 Bloch 空间有许多的介绍。 
Morrey 空间最初由 Morrey 在 1938 年撰写文献[3]时引入。时至今日，Morrey 空间已经是研究调和分

析与偏微分方程的重要工具之一。许多调和分析中的算子，如 Hardy-Littlewood 极大算子、奇异积分算

子、分数次积分算子等在 Morrey 空间上的有界性是重要研究内容。研究这些算子在 Morrey 空间上的有

界性，可以为进一步研究函数在这些算子作用下的性质提供基础，也有助于建立调和分析中的各种估计

和不等式。而在几何分析中，许多问题可以归结为求解偏微分方程，Morrey 空间为这些方程的解提供了

合适的函数空间框架。比如在研究极小曲面方程、Yamabe 方程等与几何密切相关的偏微分方程时，Morrey
空间的方法可以用于分析解的存在性、唯一性和正则性，从而得到几何对象的相关性质。设 0 1λ< < 且

( )f H∈ ∆ 。我们定义满足下述范数的全体解析函数空间： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2 22sup 1 1 da aa f z z A z
λ

σ
−

∈∆ ∆
′− −∫  

为 Morrey 空间，其中 z∈∆。一般我们记 Morrey 空间为 2,λ 。对于 Morrey 空间，具体贡献可以参考[4]-
[7]。 

假设ϕ 是复平面上的解析函数(即ϕ 在上解析)，我们称ϕ 是整函数，并且 ( ), ΔX Y H⊂ 是巴拿赫

空间。如果对于 f X∈ ，有 f Yϕ ∈ ，那么我们称ϕ 诱导了一个从 X Y→ 的超复合算子 Sϕ 。容易发现，

超复合算子 Sϕ 是一个线性算子当且仅当 ( )z czϕ = ，其中 c 为常数。对于复平面上的一个集合 A，其凸包

指的是包含 A 的最小凸集，凸集指的是对于集合中的任意两点，连接这两点的线段完全包含在该集合内。 
近年来，有许多关于超复合算子 Sϕ 在哈代空间 PH ，Bloch 空间 B，Dirichlet 空间和 Bergman 空间

pA 的相关结论，参考如下[8] [9]。 
在本文中，我们基于[10]当中 pQ 与 Bloch-type 空间 Bα 上的超复合算子 Sϕ 的有界性问题，进一步考虑

pZ 与 Bloch-type 空间以及 Morrey 空间上的超复合算子 Sϕ 。问题如下：什么情况下ϕ 诱导了一个从

pB Zα → 或者从 pZ Bα→ 的超复合算子 Sϕ ？什么时候 Sϕ 是一个有界算子？ 
接下来的章节中，所以的ϕ 都为整函数，用 C 表示非负常数且不同处的 C 值可以取值不同。对于两
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个非负常数 X 和 Y，我们用 X Y 表示存在常数 0C > 使得 X CY≤ ，用 X Y 表示存在常数 0C > 使得

X CY≥ 。 

2. 从 pZ 空间到 Bloch-Type 空间 Bα 的超复合算子 Sϕ   

引理 2.1. p pZ Q⊆ ，其中 p0 ≤ < ∞。 

证明：令 0 p≤ < ∞，且 pf Z∈ 。只需证明 ( ) 2
1

1
f z

z
′ ≤

−
即可，由施瓦兹-皮卡定理我们可以从下式

得到 

( ) ( ) 2

2 2

1 1 , Δ.
1 1

f z
f z z

z z

−
≤ ≤ ∈

−
′

−
 

证明完毕。 
引理 2.2. 若 f Bα∈ ，其中 0 1α< < 。那么 f 有界。 
引理 2.2 的具体细节参考文献[2]。 
假设 0 p≤ < ∞并且 0 1α< < 。那么由引理 2.1 可知，存在一个无界函数 p pf Z Q∈ ⊆ ，但在 Bloch-type

空间 Bα 中的解析函数都是有界的，其中 0 1α< < 。由此，我们希望当ϕ 诱导一个从 pZ 空间到 Bloch-type
空间 Bα 的超复合算子 Sϕ 时，ϕ 是一个常值函数。实际上，我们发现： 

定理 2.3. 如果ϕ 诱导一个从 pZ 空间到 Bloch-type 空间 Bα 的超复合算子 Sϕ ，那么ϕ 是一个常值函

数。 
证明：假设ϕ 不是一个常值函数，由刘维尔定理我们可得ϕ 是一个无界函数。由此，我们令 nZ 为 ∆

上的复数列，使得 ( )nz nϕ ≥ 并且 ( ) ( )1 2n nz zϕ ϕ+ ≥ 。令 ( ){ }3
1: 1/n n nc z z z zϕ += − ≤ ，而 nG 是由 nc 与 1nc +

所组成的凸包，那么我们发现 nz G∈ 都有 

( ) ( )2 2 2
1

2 1 1 .
2n n

z
nz zϕ ϕ+

≤ ≤ <  

因此 1 nn
G G∞

=
=


为一个单连通区域，从而由黎曼映射定理可以得到，存在一个共形映射 :f G∆→  
(即 f 在∆上解析)，由引理 2.1，令 p pf Z Q∈ ⊂ ，而 G 是一个有限区域(单连通区域)。由引理 2.2，且ϕ 是

无界的，所以有 f Bαϕ ∉ ，故得到矛盾。 

3. 从 Bloch-Type 空间 Bα 到 pZ 空间的超复合算子 Sϕ  

为了讨论从 Bloch-type 空间 Bα 到 pZ 空间的超复合算子 Sϕ ，我们需要用到文献[11]]当中的一个引理： 
引理 3.1. 令 0 α< < ∞。那么存在 f f B1 2, α∈ 和 0> ，我们有 

( ) ( )f z f z1 2 .′ ′+ >   

如果ϕ 是一个常值整函数，那么显然 Sϕ 是 Bα 空间到 pZ 空间上的超复合算子。如果ϕ 是一个非常值

的整函数，我们有下述发现： 
定理 3.2. 令 p0 ≤ < ∞和 0 1α< < 。若α 是一个非常值的整函数，那么ϕ 诱导了从 Bloch-type 空间

Bα 到 pZ 空间的超复合算子 Sϕ 且 Sϕ 是有界的当且仅当 

( )( )
( )

p

a

a

z

z

2

12

1
sup .

1
α

σ
∈∆ +∆

−
< ∞

−
∫  
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证明：对于任意 f Bα∈ ，其中 0 1α< < ，由引理 2.2 有 ( )f z 有界并且 ( )( )f z Cϕ′ < (这是因为整函

数复合一个解析函数还是解析的)，其中 C 是依赖于ϕ 和
Bf
α
的常数。从而有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )
( )

( )

1 22

1 22

2

12

sup 1 1 d

sup 1 1 d

1
sup d

1

p

p

a aZ

p

a a

p

a

a

S f f z f z z z A z

C f z z z A z

z
A z

z

α

α

ϕ σ

σ

σ

∆ ∆

∆ ∆

∆

−

∈

−

∈

+∆∈

− −

≤ − −

<

′

−

′

∞

′

−

∫

∫

∫





 

其中 C 是依赖于 a 的常数，因此，我们有 pf Zϕ ∈ 。另一方面，由 ( )( ) 10f Cϕ < ，其中 1C 是依赖于ϕ 和

Bf
α
的常数，根据 pZ 的范数定义，从而 Sϕ 在 pZ 上有界。 
反之，假设ϕ 是非常值的整函数，并且ϕ 诱导了从 Bloch-type 空间 Bα 到 pZ 空间的超复合算子 Sϕ 。

由引理 3.1，存在 1 2,f f Bα∈ 和 1 0> ，使得 

( ) ( ) ( )( )2
1 2 11 0z f z f z

α
′ ′− + > >  

不失一般地，根据引理 2.2，我们假定 ( )1f z M< ， ( )2f z M< ，即 1 2  ,f f 有界，M 为常数。由于ϕ 是

非常值的整函数，由皮卡小定理可得，给定 2 0> ，存在一个圆盘{ }0:z z z r∈∆ − < 使得 ( ) 2 0zϕ′ > > 。令 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 0 2 0,

rf z rf z
F z z F z z

M M
= + = +  

显然 1 2,F F Bα∈ ，从而我们有 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )

( )( )
( )

( )

( )( )
( )

( )

1 2

1 22
1 1 2 2

1 222
1 2

2

1 2
12

2

12

1 1 d

1 1 d

1
d

1

1
d

1

p pZ Z

p

a

p

a

p

a

p

a

S F S F

F z F z F z F z z z A z

r f z f z z z A z
M

zr A z
M z

z
A z

z

ϕ ϕ

α

α

ϕ ϕ σ

σ

σ

σ

∆

∆

∆

−

+

∆

−

+

∞ > +

′ ′ ′ ′= + − −

′ ′≥ + − −

−
≥

−

−

−

∫

∫

∫

∫







 

故 

( )( )
( )

2

12

1
sup .

1

p

a

a

z

z
α

σ
∆ ∆∈ +

−
< ∞

−
∫  

证明完毕。 

4. 从 Bloch-Type 空间 Bα 到 Morrey 空间的超复合算子 Sϕ  

接下来，我们讨论从 Bloch-type 空间 Bα 到 Morrey 空间的超复合算子 Sϕ 的有界性： 
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定理 4.1. 令 0 1λ< < 和 0 1α< < 。若α 是一个非常值的整函数，那么ϕ 诱导了从 Bloch-type 空间 Bα

到 Morrey 空间的超复合算子 Sϕ 且 Sϕ 是有界的当且仅当 

( ) ( )

( )
a

a

z
a

z

2
12

22

1
sup 1 .

1

λ

α

σ
∆ ∆

−

∈

−
− < ∞

−
∫  

证明：对于任意 f Bα∈ ，其中 0 1α< < ，类似的，由引理 2.2 有 ( )f z 有界并且 ( )( )f z Cϕ′ < ，其中

C 是依赖于ϕ 和
Bf
α
的常数。从而有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

2

1 2 2 22

1 2 22

2
12

22

sup 1 1 d

sup 1 1 d

1
sup 1 d

1

a a

a a

a
a

S f a f z f z z A z

C a f z z A z

z
a A z

z

λ

λ

α

λ

λ

α

ϕ σ

σ

σ

−

∈∆

−

∈∆

−

∆

∈∆

∆

∆

− −

≤ − −

−
− < ∞

−

′ ′

′

∫

∫

∫

， 





 

其中 C 是依赖于 a 的常数，因此，我们有 pf Zϕ ∈ 。另一方面，由 ( )( ) 10f Cϕ < ，其中 1C 是依赖于ϕ 和

Bf
α
的常数，根据 Morrey 空间的范数定义，从而有 Sϕ 在 Morrey 空间上有界。 
反之，假设ϕ 是非常值的整函数，并且ϕ 诱导了从 Bloch-type 空间 Bα 到 pZ 空间的超复合算子 Sϕ 且

Sϕ 有界。由引理 3.1，存在 1 2,f f Bα∈ 和 1 0> ，使得 

( ) ( ) ( )( )2
1 2 11 0z f z f z

α
′ ′− + > >  

不失一般地，根据引理 2.2，我们假定 ( )1f z M< ， ( )2f z M< ，即 1 2  ,f f 有界，M 为常数。由于ϕ
是非常值的整函数，由皮卡小定理可得，给定 2 0> ，存在一个圆盘{ }0:z z z r∈∆ − < 使得 ( ) 2 0zϕ′ > > 。

令 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 0 2 0,

rf z rf z
F z z F z z

M M
= + = +  

显然 1 2,F F Bα∈ ，从而我们有 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

2, 2,1 2

1 2 22
1 1 2 2

1 2 22
1 2

2
12

22

sup 1 1 d

sup 1 1 d

1
sup 1 d

1

a a

a a

a
a

S F S F

a F z F z F z F z z A z

a f z f z z A z

z
a A z

z

λ λϕ ϕ

λ

λ

λ

α

ϕ ϕ σ

σ

σ

−

∈∆

−

∈

∆

∆

∆

∆

−

∈∆

∞ > +

′ ′ ′ ′= − + −

′ ′− + −

−
−

−

∫

∫

∫




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5. 结语 

由定理 3.2 与定理 4.1，我们可以发现：通过整函数的性质，我们可以对一类特殊的复合算子进行估
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计，得出一些经典的解析函数空间有界性的充分必要条件，从而有助于建立算子论与调和分析以及泛函

分析里面的不等式理论和估计理论。 
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