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摘  要 

本文研究有关Picard例外值和微分多项式有关的亚纯函数族的正规性，将陈玮和王琼等人的一些结论推

广到微分多项式，得到了两个新的定理。 
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Abstract 
This paper studies on Picard exceptional value and differential polynomial related normality of 
meromorphic function family, some conclusion of Chen Wei and Wang Qiong are extended to differ-
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1. 引言及主要结果 

陈玮等人研究了徐炎在文[1]提出一个有关亚纯函数的正规族猜想(见[2]-[4])，我们在此基础上推广到

微分多项式，得到两个新的定理。Picard 例外值是复分析中的一个概念，在复变函数理论中做出了重要贡

献，特别是在全纯函数的值分布方面。设 ( )f z 和 ( )g z 为区域 D ⊂ 内的两个非常数亚纯函数，a 是一个

有穷复数， 是定义在 D 内的一族亚纯函数，根据 Montel 定义，如果对于任意序列{ }nf ⊂  ，都存在

一个子列{ }nf 在 D 按球面距离内闭一致收敛到一个亚纯函数或趋于∞，称 在 D 内正规。其中 f 的微

分多项式为 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 0

k k
kL f z f z a z f z a z f z a z f z−
− ′= + + + + ； ( ) ( ) ( )0 1 1, , , ka z a z a z− 为

区域 D 内的全纯函数。Picard 例外值揭示了亚纯函数值分布的局限性，微分多项式的亚纯函数正规性是

研究微分方程解和函数紧性的重要工具。二者结合可以深入理解亚纯函数的性质，微分方程的解以及函

数族的分类与紧性。对复分析，值分布理论研究中具有重要意义，为数学研究提供强有力的工具。 
定义 设 为区域 D 内的一族亚纯函数。如果从 中任一函数序列 ( ){ }nf z 均可选出一个子序列

( ){ }knf z 在区域 D 上按球距内闭一致收敛，则称 在区域 D 内正规。 
1994 年，叶[5]证明了下面的结果。 
定理 1.1 [5] 设 f 为复域上的一个超越亚纯函数，a 为非零有穷复数，n 为正整数。若 3n ≥ ，则

( )nf a f ′+ 可以取任意复数 b 无穷次。 
2008 年，方和 Zalcman [6]证明了当 2n = 时定理 1.1 成立，同时给出特例说明了当 1n = 定理 1.1 不成

立。 
定理 1.2 [6] 设 为 D 内的一族亚纯函数， ( )2n ≥ 为正整数且 ( )0 ,a b≠ 为两个有穷复数。若对于任

意 f ∈ ，f 的零点均为重级零点且在 D 内有 ( )( )nkf a f b+ ≠ ，则 在 D 内正规。 
后来，徐等人[1]考虑用 ( )kf 代替 f ′，获得了下面的结果。 
定理 1.3 [1] 设 为 D 内的一族亚纯函数， ( )0 ,a b≠ 为两个复数，n 和 k 是两个满足 1n k≥ + 的正整

数。若对于任意 f ∈ ，f 仅有重数至少为 1k + 的零点且在 D 内有 ( )( )nkf a f b+ ≠ ，则 在 D 内正规。 
在文[1]中，徐等人猜测将定理 1.3 的条件 1n k≥ + 替换为 2n ≥ 时仍然成立。2013 年，雷等人对这一

问题进行了解答并证明了该猜想。 
定理 1.4 设 ,n k 为两个正整数且 2n ≥ ， , ,a b c 为 3 个有穷复数且 0, 0, na c ac b≠ ≠ ≠ 。设 为 D 内的

一族亚纯函数，若对于任意 f ∈ ，f 仅有重数至少为 1k + 的零点且在 D 内有 

( )( ) ( )nk kf a f b f c+ = ⇒ =  

则 在 D 内正规。 
定理 1.5 设 ,n k 为两个正整数且 2n ≥ ， , ,a b c 为 3 个有穷复数且 0, 0a c≠ ≠ 。设 为 D 内的一族亚

纯函数，若对于任意 f ∈ ，f 仅有重数至少为 1k + 的零点且在 D 内有 
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( )( )nkf a f b f c+ = ⇒ =  

则 在 D 内正规。 
一个很自然的问题，我们能否将定理中的条件 ( )kf 替换为 ( )L f ？得到以下定理并证明。 
定理 A 设 , , 2n k N n+∈ ≥ ， , ,a b c 为 3 个有穷复数且 0, 0, na c ac b≠ ≠ ≠ 。设 为 D 内的一族亚纯函

数，若对 f∀ ∈  ，f 仅有重数至少为 1k + 的零点且在 D 内满足 

( )( ) ( )n kf a L f b f c+ = ⇒ =  

则 在 D 内正规。 
定理 B 设 , , 2n k N n+∈ ≥ ， , ,a b c 为 3 个有穷复数且 0, 0a c≠ ≠ 。设 为 D 内的一族亚纯函数，若对

f∀ ∈  ，f 仅有重数至少为 1k + 的零点且在 D 内满足 

( )( )n
f a L f b f c+ = ⇒ =  

则 在 D 内正规。 

2. 引理 

引理 2.1 [7]设 为单位圆盘上的亚纯函数族且满足 中任意函数的零点重数至少为 p 以及极点重

数至少为 q。设α 为满足 q pα− < < 的实数，则 在 0z = 处不正规的充要条件是存在： 
(a) 一个实数 γ 满足 0 1γ< < ； 
(b) 点列 nz 满足 nz γ< ； 
(c) 函数列 nf ∈ ； 
(d) 正数序列 0nρ

+→ ， 
使得 ( ) ( )( )n n n n ng f zαξ ρ ρ ξ−= + 在复平面上的任意紧子集按球面距离一致收敛到一个非常数的亚

纯函数 ( )g ξ ，其零点重数至少为 p，极点重数至少为 q，并且它的级至多为 2。 
引理 2.2 [8] 设 f 为复平面上的一个全纯函数。如果 f 的球面导数 #f 在上有界，则 f 的级至多

为 1。 
引理 2.3 [8] 设 f 为复平面上的一个超越亚纯函数， { }\ 0 , ,a C k n N +∈ ∈ 满足 2n ≥ 。如果 f 的零点

重数至少为 1k + ，则 ( )( )nkf a f+ 有无穷多个零点。 
引理 2.4 设 ( )f z 为非常数有理函数， { }\ 0 , ,a C k n N +∈ ∈ 满足 2n ≥ 。如果 f 的零点重数至少为 1k + ，

则 ( )( )nkf a f+ 至少存在一个零点。 

引理 2.5 [9] 设 ( ) ( )
( )

1
1 0

n n
n n

q z
f z a z a z a

p z
−

−= + + + + ，其中 0 1, , , na a a 为常数且 0na ≠ ，q 和 p 是两个 

互素的非零多项式，且满足 deg degq p< 。设 k 为正整数，b 为非零复数。如果 ( )kf b≠ ，且 f 的零点重数

至少为 1k + ，则 

( ) ( )
( )

1

,
!

kb z d
f z

k z c

+−
=

−
 

其中 c 和 d 为两个不同的复常数。 
引理 2.6 [8] 设 g 为非常数亚纯函数， ( )2n ≥ 为正整数， 0b ≠ 为有限复常数。如果 g 的零点重数至

少为 1k + ，则 ( ) ( )( )nkg bξ − 至少含有两个不同的零点。 
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3. 定理 A 的证明 

不失一般性，假设 { }: 1D z z= ∆ = < 。用反证法，不妨设 在 0z 处不正规。 
情形 1 当 0b = 。显然， 0f ≠ 。否则 ( )0 0f z = ，因为 f 的所有零点的重数至少为 1k + 则有 ( )( )0 0L f z = 。

因此 

( ) ( )( ) ( )0 0 0
n

f z a L f z+ =  

结合定理 A 的假设可推断出 ( ) ( )0
kf z c= ，得到矛盾。因此 0f ≠ 。利用引理 2.1，可得存在复数列

{ }jz 满足 0jz z→ ，以及正数列{ }jρ 满足 0jρ
+→ ，使得 

( ) ( ) ( )1
nk
n

j j j j jg f z gξ ρ ρ ξ ξ
−

−= + →  

在内局部一致收敛，其中 ( )g ξ 为中的非常数亚纯函数，并且对于任意ξ ∈ ， ( )#g Mξ ≤ 。由 
Hurwitz 定理可知 0g ≠ 。 

( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1
11 1 1 1 1

1 0

nk n
n

j j j j j j j

nnk nk k n k nk
k kn n n n n

j j j j j j k j j j j j j j

f z a L f z

g a g a z g a z g

ρ ρ ξ ρ ξ

ρ ρ ξ ρ ξ ρ ρ ξ ρ ρ ξ ξ

−
−

+ −
− −− − − − −

−

 + + + 

   = + + + + ⋅⋅⋅+ +  
   

 

所以 

( ) ( )( ){ } ( ) ( )( ) ( )1lim
nk nn kn

j j j j j jj jf z a L f z g a gρ ρ ξ ρ ξ ξ ξ
−

→∞
−  + + + = +   

下面我们断言 

( ) ( )( ) ( ) 0
nkg a gξ ξ+ ≠  

否则，假设存在 0ξ ，使得 

( ) ( )( ) ( )0 0 0
nkg a gξ ξ+ =  

如果 ( )( ) 0
nkg a g+ ≡ ，那么 g 不存在极点，由此可知 g 为全纯函数。由于 ( )#g Mξ ≤ ，根据引理 2.2

可知 g 的级至多是 1。注意到 0g ≠ ，可计算出 ec dg ξ += ，其中 0,c d≠ 为常数，那么 
( )( ) ( ) ( )( )1e e e 1 e 0

n nk n c dc d k c d c d nkg a g a c ac ξξ ξ ξ − ++ + +  + = + = + ≡   

因此 

( )( )1 1e n c d
nkac

ξ− + ≡ −  

注意到 2n ≥ ，所以上式是不可能成立的，因此 ( )( ) 0
nkg a g+ ≡/ 。注意到在中任意一个不包含 g 的

极点的紧集中，有 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
nk nn kn

j j j j j j jf z a L f z g a gρ ρ ξ ρ ξ ξ ξ
−

−  + + + → +  

 利用 Hurwitz 定理，在中存在收敛于 0ξ 的序列{ }jξ ，使得对任意足够大的 j，有 

( ) ( )( )( ) 0
n

j j j j j j j jf z a L f zρ ξ ρ ξ+ + + =  
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根据定理 A 的条件 ( )( ) ( )n kf a L f b f c+ = ⇒ = ，可得 ( ) ( )k
j j j jf z cρ ξ+ =  

因而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 lim lim

k
k k kn

j j j j j j jj j
g g f zξ ξ ρ ρ ξ

→∞ →
−

∞

−
= = + = ∞  

所以， 0ξ 为 g 的一个极点。这与 ( ) ( )( ) ( )0 0 0
nkg a gξ ξ+ = 矛盾。因此 ( )( ) 0

nkg a g+ ≠ 。这与引理 2.3 和

引理 2.4 的结论矛盾。 
情形 2 当 0b ≠ 。由引理 2.1 可知，存在一个复数序列{ }jz ，满足 0jz z→ ，和一个正数序列{ }jρ ，

满足 0jρ
+→ ，使得 ( ) ( ) ( )k

j j j j jg f z gξ ρ ρ ξ ξ−= + → 。在的紧子集内局部一致收敛，其中 ( )g ξ 是中

的一个非常数亚纯函数并且 ( )g ξ 的所有零点的重数至少为 1k + ， ( )g ξ 的级至多为 2。 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 0

n

j j j j j j

nk kk k
j j j j k j j j j j j j

f z aL f z

g a g a z g a z g

ρ ξ ρ ξ

ρ ξ ξ ρ ρ ξ ξ ρ ρ ξ ξ−
−

+ + +

= + + + + ⋅⋅⋅ + +
 

所以 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )lim
nn k

j j j jj j jf z aL f z a gρ ξ ρ ξ ξ
→∞

+ + + =  

我们断言 

( )( ) ( )
nka g bξ ≠  

否则，假设存在序列 0ξ ，使得 ( )( ) ( )0

nka g bξ = 。若 ( )( ) ( )0

nka g bξ ≡ ，则 g 是级为 k 的多项式。但这

与 f 的所有零点重数至少为 1k + 矛盾，因此 ( )( ) ( )
nka g bξ ≡/ 。注意到在中任意一个不包含 g 的极点的紧

集中，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )n nkk
j j j j j j j j jg a g b f z a L f z bρ ξ ξ ρ ξ ρ ξ+ − = + + + −  

( )( )nka g b→ −  

因此，通过 Hurwitz 定理，在中存在收敛于 0ξ 的序列{ }jξ ，使得对于足够大的 j，有 

( ) ( )( )( )n

j j j j j j j jf z a L f z bρ ξ ρ ξ+ + + =  

按照定理 A 中的条件可知 ( )( ) ( )n kf a L f b f c+ = ⇒ = ，得到 ( ) ( )k
j j j jf z cρ ξ+ =  

因此 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 lim lim

j j

k k k
j j j j jg g f z cξ ξ ρ ξ

→∞ →∞
= = + =  

由此意味着 nac b= ，这与 nac b≠ 矛盾。因此 ( )( )nka g b≠ 。然而这与引理 2.6 的结论矛盾。 

4. 定理 B 的证明 

不失一般性，我们假设 { }: 1D z z= ∆ = < 。假设定理结论不成立，不妨设 在 0z 处不正规。 
情形 1 当 0b = 。显然， 0f ≠ 。否则，若 ( )0 0f z = ，因为 f 的所有零点的重数至少为 1k + 。则有

( )( )0 0L f z = 。因此 ( ) ( )( ) ( )0 0 0
n

f z a L f z+ = 。 
结合定理 B 的条件可推断出 ( )0f z c= ，注意到 0c ≠ ，矛盾。因此 0f ≠ 利用引理 2.1，可得存在复数

列{ }jz 满足 0jz z→ ，以及正数列{ }jρ 满足 0jρ
+→ ，使得 
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( ) ( ) ( )1
nk
n

j j j j jg f z gξ ρ ρ ξ ξ
−

−= + →  

在内局部一致收敛，其中 ( )g ξ 为中的非常数亚纯函数，并且对于任意ξ ∈ ， ( )#g Mξ ≤ 。由

Hurwitz 定理可知 0g ≠ 。 

( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1
11 1 1 1 1

1 0

nk n
n

j j j j j j j

nnk nk k n k nk
k kn n n n n

j j j j j j k j j j j j j j

f z a L f z

g a g a z g a z g

ρ ρ ξ ρ ξ

ρ ρ ξ ρ ξ ρ ρ ξ ρ ρ ξ ξ

−
−

+ −
− −− − − − −

−

 + + + 

   = + + + + ⋅⋅⋅+ +  
   

 

所以 

( ) ( )( ){ } ( ) ( )( ) ( )1lim
nk nn kn

j j j j j jj jf z a L f z g a gρ ρ ξ ρ ξ ξ ξ
−

→∞
−  + + + = +   

我们断言 

( ) ( )( ) ( ) 0
nkg a gξ ξ+ ≠  

否则，假设存在 0ξ ，使得 ( ) ( )( ) ( )0 0 0
nkg a gξ ξ+ = 。如果 ( )( ) 0

nkg a g+ ≡ ，那么 g 不存在极点，由此

可知 g 为全纯函数。由于 ( )#g Mξ ≤ ，根据引理 2.2 可知 g 的级至多是 1。注意到 0g ≠ ，可计算出 ec dg ξ += ，

其中 0c ≠ ，d 为常数，那么 
( )( ) ( ) ( )( )1e e e 1 e 0

n nk n c dc d k c d c d nkg a g a c ac ξξ ξ ξ − ++ + +  + = + = + ≡   

因此 

( )( )1 1e n c d
nkac

ξ− + ≡ −  

注意到 2n ≥ ，所以上式是不可能成立的，因此 ( )( ) 0
nkg a g+ ≡/ 注意到在中任意一个不包含 g 的极

点的紧集中，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )1
nkn nk n

j j j j j j j j jg a g f z a L f zξ ξ ρ ρ ξ ρ ξ
−

−  + = + + +  
 

( ) ( )( ) ( )
nkg a gξ ξ→ +  

利用 Hurwitz 定理，在中存在收敛于 0ξ 的序列{ }jξ ，使得对任意足够大的 j，有 

( ) ( )( )( ) 0
n

j j j j j j jf z a L f zρ ξ ρ ξ+ + + =  

根据定理 B 的条件 ( )( )n
f a L f b f c+ = ⇒ = ，可得 ( )j j j jf z cρ ξ+ =  

因此 

( ) ( ) ( )1
0 lim lim

j

nk
n

j j j j j j jj
g g f zξ ξ ρ ρ ξ

→∞ →∞

−
−= = + = ∞  

由此可知 0ξ 是 g 的一个极点，这与我们的假设条件 ( ) ( )( ) ( )0 0 0
nkg a gξ ξ+ = 矛盾。因此， 

( )( ) 0
nkg a g+ ≠ 。然而这与引理 2.3 和引理 2.4 的结论矛盾。 

情形 2 当 0b ≠ 。由引理 2.1 可知，存在一个复数序列{ }jz ，满足 0jz z→ ，和一个正数序列{ }jρ ，

满足 0jρ
+→ ，使得 ( ) ( ) ( )k

j j j j jg f z gξ ρ ρ ξ ξ−= + → ，在的紧子集内局部一致收敛，其中 ( )g ξ 是中
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的一个非常数亚纯函数并且 ( )g ξ 的所有零点的重数至少为 1k + 。此外， ( )g ξ 的级至多为 2。 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 0

n

j j j j j j

nk kk k
j j j j k j j j j j j j

f z aL f z

g a g a z g a z g

ρ ξ ρ ξ

ρ ξ ξ ρ ρ ξ ξ ρ ρ ξ ξ−
−

+ + +

= + + + + + +

 

因此 

( ) ( )( ) ( )( )lim
nn k

j j j jj j jf z aL f z a gρ ξ ρ ξ
→∞

+ + + =  

我们断言 

( )( ) ( )
nka g bξ ≠  

否则，假设存在序列 0ξ ，使得 ( )( ) ( )0

nka g bξ = 。若 ( )( ) ( )
nka g bξ ≡ ，则 g 是级为 k 的多项式。但这与

f 的所有零点重数至少为 1k + 矛盾，因此 ( )( ) ( )
nka g bξ ≡/ 。注意到在中任意一个不包含 g 的极点的紧集

中，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )n nnk kk
j j j j j j j j jg a g b f z a L f z b a g bρ ξ ξ ρ ξ ρ ξ+ − = + + + − → −  

因此，通过 Hurwitz 定理，在中存在收敛于 0ξ 的序列{ }jξ ，使得对于足够大的 j，有 

( ) ( )( )( )n

j j j j j j j jf z a L f z bρ ξ ρ ξ+ + + =  

按照定理 B 中的条件可知 ( )( )n
f a L f b f c+ = ⇒ = ，得到 ( )j j j jf z cρ ξ+ =  

因此 

( ) ( ) ( )0 lim lim
j j

k
j j j j j j jg g f zξ ξ ρ ρ ξ

→∞ →∞

−= = + = ∞  

这意味着 0ξ 是 g 的一个极点。这与 ( )( ) ( )0

nka g bξ = 矛盾。所以， ( )( )nka g b≠ 。然而这又与引理 2.6
矛盾。 
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