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摘  要 

本文主要研究拓扑空间中同伦的相关性质，进而讨论道路的逆及乘法运算，由此得到基本群，通过证明

知基本群为拓扑不变量，最后利用基本群证明二维球面S2不同胚于环面T2。 
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Abstract 
This article mainly studies the relevant properties of homotopy in topological spaces, and then dis-
cusses the inverse and multiplication operations of roads, thereby obtaining the fundamental group. 
By proving that the known fundamental group is a topological invariant, the fundamental group is 
finally used to prove that the two-dimensional sphere S2 is different from the torus T2. 
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1. 引言 

道路本身就是一种映射，由映射经过多次连续形变后得到同伦，在拓扑学中一般会用道路替代曲线，

基本群便由此而来[1]。其中，在闭曲面分类定理第二部分结论的证明中基本群起了很大的作用，即要说

明不同类型的闭曲面不同胚，故只要说明它们的基本群不同构即可。本文给出同伦的定义及两个性质，

进而探讨了道路的逆和乘积两种运算，得知道路的乘积运算具有连续性。通过对比发现道路乘法运算不

满足结合律，但对道路类乘法而言，它可以满足结合律，基本群便是在道路及其逆和乘法运算的基础上

构建得到，然后由定理 4.4 说明基本群为拓扑不变量，最后利用乘积空间基本群的一个结论得出 2T 的基

本群同构于 Z Z× ，从而证明 2S 与 2T 不同胚。 

2. 同伦的定义与性质 

已知 X 和Y 分别为两个拓扑空间，若把 X 到Y 的全部集合记为 ( )0 ,C X Y ( ) ( ){ }: , ,x Yf f X Yτ τ= → ，

其中 f 满足连续，若要说 f 与 g 具有同伦关系，即说明映射 f 能够连续的形变为映射 g 。 
定义 2.1 [1] 假定 ( )0, ,f g C X Y∀ ∈ ，且 , :f g X Y→ 为连续的映射，假定有 

( ) ( ) ( ): , , .tH X I Y x t H x t H x× → ⇒ =  

其中为 H 一个连续映射， [ ]: , 0,1tH X Y t I→ ∀ ∈ = 或者 ( ),tH C X Y∈ 使得 

      
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1,0 , ,1 .H x H x f x H x H x g x= = = =  

则 f 同伦于 g ，可符号化为 f g ，这时映射 H 便为连接 f 与 g 的一个同伦(或称为伦移)，简记为

:H f g 或写为
H

f g 。 
命题 2.2 同伦为连续集 ( )0 ,C X Y 上的一种等价关系。 
证明 (1) 先证自反性。假定 ( )0 ,f C X Y∀ ∈ ，且 :f X Y→ ，若 ( ) ( ), ,H x t f x≡ [ ]0,1t∀ ∈ ，因此 

( ) ( )
( ) ( )

0, ,0 ,

1, ,0 .

t H x f x

t H x f x

= =

= =

.
H

f f⇒


 

这样的同伦称为常同伦。 
(2) 再证对称性。设

H
f g ，则可得 

( ) ( )
( ) ( )

0, ,0 ,

1, ,0 .

t H x f x

t H x g x

= =

= =

 

若假定 ( ) ( ), ,1H x t H x t= − ，则 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0, ,0 ,1 ,

1, ,1 ,0 ,

t H x H x g x

t H x H x f x

 = = =

= = =

 

.
H

g f⇒


 

这里记 H 为 H 的逆。 
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(3) 最后证传递性。设
1 2H H

f g k  ，要得
1 2H H

f k 。从
1 2H H

f g k  得， , , : ,f g k X Y→  

又或者
, ,f g k

X Y → 
 

，
( ) ( )
( ) ( )

1 1

1

,0 ,

,1 .

H H x f x
f g

H x g x

=⇒ 
=



( ) ( )
( ) ( )

2 2

2

,0 ,

,1 .

H H x g x
g k

H x k x

=⇒ 
=



 

其中 3 1 2 :H H H X I Y= × → 且 

( ) ( )
( )
( )

1
3 1 2

2

,2 ,
, ,

,2 1 .

H x t
H x t H H x t

H x t

= = 
−

 

当 t 为 1
2
时， ( ) ( ) ( )1 2,2 ,2 1H x t g x H x t= = − ，因此 3 1 2H H H= 的假设成立。  

由粘合引理可知[1]，它满足连续。由于 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 1

3 2

0, ,0 ,0 ,

1, ,1 ,1 .

t H x H x f x

t H x H x k x

= = =

= = =

 

3 1 2H H H
f k f k⇒ = 



. 

因此，命题 2.2 得证。 
命题 2.3 若 0 :f f X Y→ ， 0 1 :g g Y Z→ ，则 0 0 1 1 :g f g f X Z→   。 
证明 设 :F X I Y× → ， :G Y I Z× → ，则 0 1:F f f ， 0 1: g ,G g  

( ) ( )
( ) ( )

0
0 1

1

,0 ,

,1 .

F F x f x
f f

F x f x

=⇒ 
=



 

( ) ( )
( ) ( )

0
0 1

1

,0 ,

,1 .

G G y g y
g g

G y g y

=⇒ 
=



 

假定映射满足 

( ) ( ) ( )( ): , , , , ,H X I Y I x t H x t F x t t× → × =，  

: .G H X I Z⇒ × →  

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

0

1

0, ,0 ,0 ,0 ,0 ,

1, ,1 ,1 ,1 ,1 .

t H x F x f x

t H x F x f x

 = = =

= = =

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

0,G ,0 ,0 ,0 ,0 ,

1,G ,1 ,1 ,1 ,1 .

t H x G F x G f x g f x g f x

t H x G F x G f x g f x g f x

 = = = = =

= = = = =

 

 

 

0 0 1 1.
G H

g f g f⇒


 



 

3. 道路与道路类的相关知识 

3.1. 道路的定义与性质 

定义 3.1.1 [1] [2] 假定 X 为一个拓扑空间， [ ]0,1I = 为一个单位闭区间，此时将 I 到 X 的一个连续映

射 :a I X→ 称为 X 上的一条道路。其中，道路 a 的起点与终点分别记为 ( )0a 和 ( )1a ，它们统称道路端点。

(注意，这里的道路并不是映射的像集，而是用道路代替映射) 
例 3.1.2 假定拓扑空间 X 满足道路连通， ( )0, ,C I Xσ τ ∈ 为 X 中的两条道路，则有σ τ 。 
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证明 设 ( ) 00σ σ= ， ( ) 00τ τ= ， ( ) 11σ σ= ， ( ) 11τ τ= ，其中， 0 0 1 1, , , , Xσ τ σ τ ∈ ，由于 X 道路连通，因

此存在一条道路 ( )0 ,C I Xα ∈ 使得 ( ) ( )0 10 , 1α σ α σ= = ，下面假定 

1 :F I I X× → ( ) ( ) ( )( )1, , 1 .s t F s t s tσ⇒ = −  

( )1 ,0 ,F s σ= ( )
0 01 1,1 : .F s C F Cσ σσ= ⇒   

同理可假设 

2 :F I I X× → ( ) ( ) ( )2, , .s t F s t tα⇒ =  

( )
02 ,0 ,F s Cσ= ( )

0 0 02 2,1 : .F s C F C Cτ σ τ= ⇒   

3 :F I I X× → ( ) ( ) ( )3, , .s t F s t stτ⇒ =  

( )
03 ,0 ,F s Cτ= ( )

03 3,1 : .F s F Cστ τ= ⇒   

综上可知， 0 0
.C Cσ τσ τ    

定义 3.1.3 [1] 已知 :a I X→ 为一条道路，则它的逆也是 X 上的道路，将其记为 a ，这时假定 

( ) ( )1 ,a t a t t I= − ∀ ∈ . 

若 X 上的两条道路 a 与b 如果满足 ( ) ( )1 0a b= ，可以规定它们的乘积 ab ，它也是上 X 的道路， 
假定为 

( )
( ) [ ]
( ) [ ]
2 , 0,1 2 ,

2 1 , 1 2,1 .

a t t
ab t

b t t

 ∈= 
− ∈

 

这是因为 ( ) ( )1 0a b= ，当 1 2t = 时，有 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 0 2 1a t a b b t= = = − 。 
定理 3.1.4 乘积 ab 具有连续性。 
证明 假设 1 2, , , nA A A 是拓扑空间 X 的一个有限闭覆盖，则 X 可表示为 1 2 nX A A A=    ( iA 为

闭集)，如果 :f X Y→ 在每个 iA 上的限制都满足连续，即 :
iA if A Y→ 连续，则 :f X Y→ 连续[2]。 

已知 :ab I X→ ，由于 [ ]0,1 2 与 [ ]1 2,1 是 I 的相对闭集，因为 

[ ] [ )( ) ( )( ) ( ]( ){ }0,1 , , 0, 0 1 , , 0 , 1 , ,1 0 ,1 .I d d c d c d c cτ φ= < < < < <  

所以，[ )0,1 2 ，( ]1 2,1 Iτ∈ ，则有 [ ) [ ) [ ]0,1 2 0,1 2 1 2,1c I= − = 是 I 的闭集；( ] ( ] [ ]1 2,1 1 2,1 0,1 2c I= − =

是 I 的闭集，若取 [ ]1 0,1 2A = ， [ ]2 1 2,1A = ，则 [ ]1 2 0,1A A I= = ， [ ] [ ]1 0,1 2 0,1:Af ab a= 连续， 

[ ] [ ]2 1 2,1 0,1:Af ab b= 连续，故 

[ ]1 2: 0,1f A A X= → ， [ ]0,1 .ab X→  

连续。因此 :ab I X→ 是连续的。 

 
定义 3.1.5 [1] 假定 ( ), , ,A X f g C X Y⊂ ∈ 。已知 H 为 f 到 g 的一个同伦，当 a A∈ 时如果满足 

( ) ( ) ( ), ,H a t f a g a t I= = ∀ ∈ ，则称 f 相对于 A 与 g 同伦，将其记作 f g relA ；这时 H 为到 g 相对于 A
一个同伦，符号化

H
f g relA 。 

定义 3.1.6 [1] 假定 X 的两条道路分别为 a 与b ，若 a 与b 满足 { }0,1a b rel ，则 a 与 b 为定端同伦，

符号化为 a b
•
 。 

例 3.1.7 nIR 中 0x 到 1x 的任意 2 条道路σ 与τ 均有σ τ
•
 。 

证明 假定 : nF X I IR× → ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1 .x t F x t t x t xσ τ⇒ = − + 则有 
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( ),0 ,F x σ= ( ),1 .F x τ=  

( ) 00, ,F t x= ( ) 11, .F t x=  

因此， :F σ τ
•
 。如下图 1 所示。 

 

 
Figure 1. Homotopy diagram of fixed ends of roads σ  and τ  
图 1. 道路σ 与τ 定端同伦图 
 

此时 F 的几何意义是随着时间 t I∈ 变化， ( )xσ 匀速直线运动到 ( )xτ 。 

3.2. 道路类的定义与性质 

拓扑空间 X 的道路类定义为 X 的所有道路在定端同伦
•
 下划分的等价类，且将其可表示为

[ ] { }X a Xα α= = 是 的一条道路 。其中，α 为一条道路，将α 所属的道路类简记为 a ，此时道路α 的

起点与终点便是道路类 a 的起点与终点。特别地，如果一条道路类的起点与终点满足重合，则此类道路

类称为闭路类，即 ( ) ( ) 00 1 xα α= = ，此时把 0x 点称为它的基本点，其中为 0x 起点或终点。 

基本群是在道路及道路的逆和乘积运算上得到的。由于道路的乘法没有结合律，因此需要用道路类

代替道路，下面给出道路类的逆及乘积运算及其性质。 
命题 3.2.1 (1) 如果 ,a b

•
 则 a b

•
 。 

(2) 如果 , a b c d
• •
  且 ac 有意义，则 ac b d

•
 。 

证明 (1) 因为 ,a b
•
 即 , :a b I X→ ，则存在连续伦移 

( ) ( ) ( ): , , , .tH I I X s t H s t H s× → =  

使得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

1

,0 ,

,1 ,

H s H s a s

H s H s b s

= =

= =
⇒

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
0, 0 0 .

1, 1 1 .

H t a b

H t a b

= =

= =
 

记 

( ) ( ) ( ): , , , 1 , .H I I X s t H s t H s t′ ′× → = −  

则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

1

,0 1 ,0 1 ,

,1 1 ,1 1 ,

H s H s H s a s a s

H s H s H s b s b s

′ ′= = − = − =

′ ′= = − = − =
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, 0 0 , 1, 1 1H t a b H t a b′ ′= = = = ⇒ .a b
•
  

(2) 因为 a b
•
 ，则存在连续伦移 
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( ) ( )1 1: , , , .H I I X s t H s t× →   

使得 

( ) ( )
( ) ( )

1

1

,0 ,

,1 ,

H s a s

H s b s

=

=
⇒

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1

0, 0 0 .

1, 1 1 .

H t a b

H t a b

= =

= =
 

又因为 ,c d
•
 ，则存在连续伦移 

( ) ( )2 2: , , , .H I I X s t H s t× →   

使得 

( ) ( )
( ) ( )

2

2

,0 ,

,1 ,

H s c s

H s d s

=

=
⇒

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2

0, t 0 0 .

1, t 1 1 .

H c d

H c d

= =

= =
 

ac 有意义的意思为 ac 是可乘的，即 ( ) ( )1 0a c= ，因为 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,c 0 0a b d= = ，所以 ( ) ( )1 0b d= ，则

ac 也是可乘的。 
由乘积道路的定义有 

( )
( ) [ ]
( ) [ ]
2 , 0,1 2 ,

2 1 , 1 2,1 .

a s s
ac s

c s s

 ∈= 
− ∈

 

( )
( ) [ ]
( ) [ ]
2 , 0,1 2 ,

2 1 , 1 2,1 .

b s s
bd s

d s s

 ∈= 
− ∈

 

假定 1 2 :H H H I I X= × → ，则 

( ) ( )
( ) [ ]
( ) [ ]

1
1 2

2

2 , , 0,1 2 ,
, ,

2 1, , 1 2,1 .

H s t s
H s t H H s t

H s t s

 ∈= = 
− ∈

 

因为 ( ) ( )1 0a c= ，当 1 2s = 时， 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 12 , 1, 1 0 2 1, 0, .
2 2

H t H t a c H t H t   × = = = = × − =   
   

 

所以 1 2H H H= 是连续的。则 

( )
( ) [ ]
( ) [ ]

( ) [ ]
( ) [ ]

( )1

2

2 ,0 , 0,1 2 , 2 , 0,1 2 ,
,0 2 .

2 1,0 , 1 2,1 , 2 1 , 1 2,1 ,

H s s a s s
H s ac s

H s s c s s

 ∈ ∈ = = = 
− ∈ − ∈  

 

( )
( ) [ ]
( ) [ ]

( ) [ ]
( ) [ ]

( )1

2

2 ,1 , 0,1 2 , 2 , 0,1 2 ,
,1 2 .

2 1,1 , 1 2,1 , 2 1 , 1 2,1 ,

H s s b s s
H s bd s

H s s d s s

 ∈ ∈ = = = 
− ∈ − ∈  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
0, t 0 0 ,

1, t 1 1 .

H ac bd

H ac bd

= =

= =
.ac b d

•
⇒   

定义 3.2.2 [1] (1) 规定道路类α 的逆 1 1aα− −= ，其中 a α∈ 。 
(2) 如果道路α 的终点重合于道路 β 的起点，则由此假设α 和 β 的乘积为 , ,ab a bαβ α β= ∈ ∈ 。此

时 1a− 与 a 的起点和终点相同；而道路α 的起点和道路 β 的终点则是乘积αβ 的起点和终点，因此我们可

得两个结论：
___

1 1;a a ab b a− −= = ，则 ( ) ( )
1 11 1 1;α α αβ β α
− −− − −= = 。 

命题 3.2.3 假定 :f X Y→ 是一个满足连续的映射，已知在 X 上存在两条道路为 ,a b。 
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(1) 若 ,a b
•
 则得 f a f b

•
   。 

(2) 如果 a 和 b 可乘，则 f a 与 f b 也可乘，且 ( )( ) ( )f a f b f ab=   ； 
(3) f a f b=  。 
证明 (1) 因为 ,a b

•
 即 , :a b I X→ ，则存在连续伦移 

( ) ( ) ( ): , , , .tH I I X s t H s t H s× → =  

使得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

1

,0 ,

,1 ,

H s H s a s

H s H s b s

= =

= =
⇒

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
0, t 0 0 ,

1, t 1 1 .

H a b

H a b

= =

= =
 

作 

( ) ( ) ( ): , , , , .H I I Y s t H s t f H s t× → = 

   

由复合映射连续可得 ( ),f H s t 满足连续，则
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

,0 ,0 ,0 ,

,1 ,1 ,1 .

H s f H s f H s f a s f a s

H s f H s f H s f b s f b s

= = = =

= = = =



 



 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, t 0 0 , 1, t 1 1 .H f a f b H f a f b f a f b
•

= = = = ⇒ 

        

(2) 因为 ab 可乘， ( ) ( )1 0a b= ，所以 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )0 0 1 1 .f b f b f a f a= = =   

所以 f a 与 f b 也可乘，则 [ ]0,1t I∀ ∈ = ，有 

( )( ) ( )( )
( )( ) [ ]
( )( ) [ ]
2 , 0,1 2 ,

2 1 , 1 2,1 ,

f a t t
f ab t f ab t

f b t t

 ∈= = 
− ∈



( ) [ ]
( ) [ ]

( )( )( )
2 , 0,1 2 ,

.
2 1 , 1 2,1 ,

f a t t
f a f b t

f b t t

 ∈= =
− ∈



 



 

(3) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1f a t f a t f a t f a t f a t= − = − = =   。 
命题 3.2.4 道路乘法没有结合律。 
证明 设 , ,a b c是 X 上的三条道， , , :a b c I X→ 这是因为 

( ) ( )
( ) [ ]

( ) [ ]

( ) [ ]
( ) [ ]
( ) [ ]

4 , 0,1 4 ,
2 , 0,1 2

4 1 , 1 4,1 2 ,
2 1 , 1 2,1

2 1 , 1 2,1 .

a t t
ab t t

ab c t b t t
c t t

c t t

 ∈
 ∈ = = − ∈ 

− ∈  − ∈

 

( )( )
( ) [ ]
( ) [ ]

( ) [ ]
( ) [ ]
( ) [ ]

2 , 0,1 2 ,
2 , 0,1 2

4 2 , 1 2,3 4 ,
2 1 , 1 2,1

4 3 , 3 4,1 .

a t t
a t t

a bc t b t t
bc t t

c t t

 ∈
 ∈ = = − ∈ 

− ∈  − ∈

 

( ) ( ) ( )( ).ab c t a bc t⇒ ≠  

所以道路乘法没有结合律。 
命题 3.2.5 道路类乘法有结合律。 
证明 即证明当 ( ) ( ) ( ) ( )1 0 , 1 0a b b c= = 时， ( ) ( )ab c a bc

•
 。其中， , ,a b c分别是 X 的三条道路，则 

[ ]: 0,1a X→ ， [ ]: 0,1b X→ ， [ ]: 0,1c X→ 规定 [ ]: 0,3f X→ 为 
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( )
( ) [ ]
( ) [ ]
( ) [ ]

, 0,1 ,

1 , 1,2 ,

2 , 2,3 .

a t t

f t b t t

c t t

 ∈


= − ∈
 − ∈

 

记 , ,a b c 是 [ ]0,3 上的道路， [ ] [ ]: 0,1 0,3a → ， [ ] [ ]: 0,1 0,3b → ， [ ] [ ]: 0,1 0,3c → ，假定 ( )a t t= ， ( ) 1b t t= + ，

( ) 2c t t= + ，则有 

, ,f a a f b b f c c= = =

 
   . 

假定 ( ) ( )  a b c a b c= 

    是在凸集 [ ] 10,3 E⊂ 上从 0 到 3 的两条道路，由于 

( ) ( ) ( )( ) [ ], 0,3ab c t a bc t ∈ 

    , 

作 

[ ] ( ) ( ): , 0,3 , , , .H I I s t H s t× → 

  

规定 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), 1H s t t ab c s ta bc s= − + 


    ， 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

,0

,1

H s ab c s

H s a bc s

=

=



 



 

⇒
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
0, t 0 0 ,

1, t 1 1 .

H ab c ab c

H a bc a bc

= =

= =

 

   

 

   

⇒ ( ) ( ).ab c a bc
•

 

   
  

再由命题 3.2.3 的(1)和(2)，得到 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )ab c f ab c f a bc a bc= = = 

   
  。 

命题 3.2.6 [1] 假定 0x 道路类α 的起点， 1x 为α 的终点，命
0 1
,x xe e 分别为 0 1,x x 处的点道路，则有 

(1) 
0

1
xeαα− = ，

1

1
xeα α− = ； 

(2) 
0 1x xe eα α= 。 

综上，由命题 3.2.5 便能确保有结合律，而命题 3.2.6 则表明
0xe 为单位元，且α 的逆就是 1α− ，接

下来可以开始讨论基本群了。 

4. 基本群的定义及性质 

基本群是由空间与基点共同决定的。我们知道并不是任意两条道路都可相乘，因此需要取定基点来

克服这个困难。假定 X 为拓扑空间，且 0x X∈ 。若以 0x 为基点且关于 X 的全部闭路类的集合表示为

( )1 0,X xπ 。若 ( )1 0, ,x y X xπ∀ ∈ ，且 ,a b可乘，则 ( )1 0,a b X xπ⋅ ∈ 。 
定义 4.1 X 为拓扑空间，且 0x X∈ 。将 X 在满足道路类乘法条件下得到的群 ( )1 0,X xπ 记为以 0x 基

点 X 的基本群. 
设 :f X Y→ 是连续映射，建立保持乘法运算的对应为 [ ] [ ]:f X Yπ → 。如果 0x X∈ ，记 ( )0 0y f x= ，

则当 ( )1 0,X xα π∈ 时， ( ) ( )0,f Y yπ α π∈ 。因此，由映射 fπ 在基本群 ( )1 0,X xπ 的条件限制下可得到 

( ) ( )1 0 1 0: , ,f X x Y yπ π π→ 为一个同态。 
定义 4.2 若映射 :f X Y→ 满足连续， 0x X∈ ， ( )0 0y f x= ，则称同态 

( ) ( )1 0 1 0: , , .f X x Y yπ π π→  

为 f 诱导出的基本群同态。(这里基点 0x 是可以任取的，因此 f 可以诱导出许多基本群同态) 
命题 4.3 [2] 设 :f X Y→ ， :g Y Z→ 都是连续映射， 0x X∈ ， ( )0 0y f x= ， ( )0 0z g y= 。则 

( ) ( ) ( )1 0 1 0: , ,g f g f X x Z zπ ππ π π= →  。 

定理 4.4 若 :f X Y→ 是同胚映射， 0x X∈ ， ( )0 0y f x= ，则 
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( ) ( )1 0 1 0: , ,f X x Y yπ π π→  

是同构。 
证明 由条件知 :f X Y→ 是一个同胚映射，则存在逆映射 1 :g f Y X−= → ，由定义 4.2 可知 g 可诱导

出一个基本群同态 ( ) ( )1 0 1 0: , ,g Y y X xπ π π→ 。再由命题 4.3，复合映射的诱导同态满足 

( ) ( ), .g f g f f g f gπ π π ππ π= =     

由于 ( ) ( ): :g f id X X f g id Y Y= → = → , ，其诱导同态为恒等同构： 

( ) ( ) ( )1 0 1 0: , ,g f g f id X x X xπ π π π π= = →  ， ( ) ( )1 0 1 0, , .f g Y y Y yπ π π π= →  

因此 fπ 与 gπ 是一对互逆的同构。 
定理 4.4 说明基本群为拓扑不变量，所谓拓扑不变量是指在同胚变换下保持不变的量或结构。比如，

空间的连通性、紧致性等都是拓扑不变量。基本群作为代数结构，如果同胚的空间其基本群同构，那么

基本群就成为了拓扑不变量。 
定理 4.4 的核心在于：同胚映射诱导基本群的同构，且该同构的逆由逆映射诱导。这严格证明了基本

群在同胚下保持不变，从而成为拓扑不变量。反之，通过比较基本群的同构性，可直接判断空间是否同

胚，这体现了其在拓扑分类中的核心作用。 
例 4.5 考虑 X 是一个实线 R ，由于 R 是可缩的，所有环路都可以收缩到一点，它的基本群是平凡群。

而圆环 1S 的基本群是自由循环群，即同构于整数加群 Z  [1]，因此 R 和 1S 不同胚。这说明基本群能够区

分可缩空间和不可缩空间。 
例 4.6 考虑平面去掉一个点，比如 { }0R ，因为可以绕洞转圈，类似于圆环的情况，它的基本群也是

Z 。而平面本身的基本群也是平凡的，所以 1R 和 { }2 0R 不同胚，这也符合我们的直觉，因为平面没有洞，

而平面去掉一个点有一个洞。 
例 4.7 考虑球面 2S ，所有环路可收缩，它的基本群为平凡群[1]；R 为可缩空间，基本群也是平凡群，

尽管它们基本群相同，但并不同胚，因为紧致性与维度存在差异，这也表明基本群虽是不变量，但需结

合其他不变量才能完全区分空间。 
有了上述分析，下面利用基本群证明球面 2S 不同胚于环面 2T 。证前先求 2T 的基本群。然而，要求

2T 的基本群[3]-[5]需用到乘积空间基本群的一个性质。乘积空间基本群定理是代数拓扑中的基础工具，

其历史可追溯至庞加莱对同伦群的探索，并在 20 世纪中叶通过范畴论和同伦论得以形式化。它在高维流

形分类、物理紧致化模型及纤维丛分析中具有重要应用，但也受限于严格乘积结构的条件。综上，乘积

空间基本群定理可用来简化高维空间的基本群计算，特别是求 2T 的基本群。 
定理 4.8 假定 0x X∈ ， 0y Y∈ ，则 ( )( ) ( ) ( )1 0 0 1 0 1 0, , , ,X Y x y X x Y yπ π π× ≅ × 。(右边记号 ×“ ”表示群的

直积运算) 
证明 假设 ( )( ) ( ) ( )1 0 0 1 0 1 0: , , , ,X Y x y X x Y yϕ π π π× ≅ × 为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), .x yj j
π π

ϕ γ γ γ=  

( )( )1 0 0, ,X Y x yγ π∀ ∈ × ，其中 :xj X Y X× → ， :yj X Y Y× → 。显然ϕ 是同态。 
(1) ϕ 是满同态。 ( )1 02 ,X xα π∀ = ∈ ， ( )1 0,b Y yβ π∀ ∈ ∈ ，作 X Y× 的闭路 c为 ( ) ( ) ( )( ),c t t b tα= ，

则 ( ) ( ) 2x xj c j c
π

α= = = ；同样地 ( ) ( ) .y yj c j c b
π

β= = = 于是有 ( ) ( )2,cϕ β= 。 
(2) ϕ 是单同态。设 ( ) ( )0 0

,x ye eϕ γ = (群的直积中的单元)， c γ∈ 。于是
0 0
, .x x y yj c e j c e

• •
     

记
0

: ,x xH j c e
•

 

0
: y yG j c e

•
  。规定 :F I I X Y× → × 为 ( ) ( ) ( )( ), , , ,F s t H s t G s t= 。 
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下面验证 ( )0 0
: ,x yF c e e e

•
= 。 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

0 0 0 0

,0 ,0 , ,0 , ,

,1 ,1 , ,1 , , .

x y

x y x y

F s H s G s j c s j c s c s

F s H s G s e s e s e e s

= = =

= = =

 

 

所以 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0
, , , , , , , , 0,1x y x y x yF i t H i t G i t j c i j c i e i e i c i e e i i= = = = = =   

因此， ( )0 0
,x yc e eγ = = 是 ( )( )1 0 0, ,X Y x yπ × 中的单位圆，故ϕ 是单同态，从而ϕ 满足同构的性质，

故得以证明。 
定理 4.9 环面 2T 不同胚于二维球面 2S 。 
证明 环面 2T 通常可以表示为 2 1 1T S S= × ，我们可以更加通俗直观的将环面 2T 理解为两个圆周的笛

卡尔积，即乘积空间，其中 ×“ ”表示群的直积运算，根据定理 4.8 基本群的性质知，乘积空间的基本群是

各自基本群的直积，即 X Y× 它的基本群 ( )1 X Yπ × 等于 ( ) ( )1 1X Yπ π× ，故 ( ) ( ) ( )1 1 1,X Y X Yπ π π× ≅ × 。由

于在乘积空间中，路径可以分解为在两个分量上的独立路径，因此可得环面 2 1 1T S S= × 的基本群为 

( ) ( )1 1
1 1S Sπ π× ，由[1]知 ( )1

1 Sπ 同构于整数加群 Z ，即 ( )1
1 S Zπ ≅ 。因此环面 2T 的基本群为两个整数群

的直积 Z Z× ，即 ( )2
1 T Z Zπ ≅ × 。 

也可以换个思路理解，即环面上有两条不可收缩的生成回路，分别沿着经线和纬线绕行，对应的基

本群的生成元为这两个方向的环绕数，组合起来就是 Z Z× 的结构，由于两个方向的环绕可以交换顺序而

不影响结果，因此环面 2T 的基本群还是交换群。 
而二维球面 2S 的基本群 ( )2

1 Sπ 中只有一个元素(单位元)，则 ( )2
1 Sπ 为平凡群，因此环面 2T 与球面 2S

的基本群不同构，由基本群的拓扑不变性可得到 2T 不同胚于 2S 。至此，证毕。 
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