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摘  要 

通过平面中一类面积非减的凸曲线流，曲线在发展过程中保持凸性不变，具有全局存在性，且当时间趋

于无穷大时，曲线在C0范数下收敛到圆。我们建立该曲线流的单调公式，给出了平面上Ros等周不等式新

的证明。 
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Abstract 
By convex curve flow with non-decreasing area in the plane, the curve remains convex and exists 
globally, and the evolving curve converges to a circle as the time goes to infinity. A new proof of the 
plane Rose isoperimetric inequalities is given by establishing the monotone formulas along the 
curve flow. 
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1. 引言 

最早和最经典的几何不等式就是等周不等式，它刻画了平面域几何量之间的关系。即若 γ 是二维欧

氏平面上一简单严格闭曲线，曲线 γ 的周长为 L ，曲线 γ 所围区域的面积为 A ，则有 
2 4 0,L Aπ− ≥  

等号成立的条件当且仅当 γ 是圆。但等周问题的认识和研究经历了漫长的历史，尽管古希腊时代人

们就知道了这一事实，但第一个严格的数学证明由德国数学家 Weierstrass 在 1870 年给出。 
20 世纪 80 年代，Gage [1]证明了一个涉及平面凸曲线曲率平方积分的不等式 

2
0

d ,
L Ls

A
πκ ≥∫  

当且仅当曲线是圆周时等号成立。我们将其称为 Gage 等周不等式，同时也给出了 Jocobowitz 骨形非

凸曲线的例子，说明该不等式对非凸曲线不成立。等周型不等式的研究一直备受数学家的关注，周家足

等[2]得到了平面 2R 上的 Ros 定理， 

0

1 d 2 ,
L

s A
κ

≥∫  

并对 Ros 等周不等式进行了深入研究，得到平面上的 Ros 等周不等式的加强形式 
2

0

1 d .
2

L Ls
κ π

≥∫  

Pan 和 Yang [3]在研究一种保长度的非局部曲线收缩流时，为了估计演化曲线的等周差建立了如下的

平面 Ros 等周不等式的加强形式， 
2

0

1 2d ,
L L As π
κ π

−
≥∫  

后来 Lin 和 Tsai [4]利用 Andrew 和 Green-Osher 不等式研究保面积或保长度闭凸平面曲线流收敛性

时，通过傅立叶级数将平面 Ros 等周不等式改进为 
2

0

1 2 6d .
L L As π
κ π

−
≥∫  

Ros 等周不等式与经典的等周不等式不仅类似在等号的充要条件为圆，而且在物理、代数几何以及

其他的数学分支中都有着重要的应用，特别是在研究经典的平面曲线收缩流以及其他曲线的演化过程都

起着重要作用，如 Pan 和 Yang [3]研究的保长度曲线流 

( ) ( )

( ) ( )0

, 1 , ,
2

,0 ,

in
X u t L N u t

t
X u X u

π κ
∂  = −  ∂  

 =

 

Pan 和 Zhang [5]研究的长度和面积均递增扩张流 
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( ) ( )

( ) ( )0

, 2 1 , ,

,0 ,

in
X u t A N u t

t L
X u X u

κ
∂  = −  ∂  

 =

 

因此研究 Ros 等周不等式有着十分重要的意义。 
关于平面曲线流问题的研究最早要追溯到 Gage 于 1983 年在文献[1]中提出的经典曲线收缩流 

( ) ( )

( ) ( )0

,
,

,0 ,

in
X u t

N u t
t

X u X u

κ
∂

=
∂

 =

 

其中 ( ) [ )1 2, : 0,X u t S T R× → 是平面上一族闭曲线， ( ) 2
0X u R⊂ 是初始简单闭凸曲线(后文如果没有特殊说

明， ( )0X u 皆是这种曲线)，κ 是相对曲率， inN 是单位内法向量。Gage 和 Hamiton [6]证明了在经典的曲

线收缩流下，演化曲线保持凸性不变，且曲线的长度和所围面积都会减小，最终在有限的时间内会收缩

成一个圆点。在经典的曲线收缩流的基础上，人们开始研究各类曲线流，关于曲线流更多的研究结果可

以参见文献[7] [8]。 
平面曲线演化问题在在诸多领域中都发挥着至关重要的作用，如图像处理、医学和相变等。近些年

平面曲线流在在几何不等式的证明中非常受关注，Yang 和 Wu [9]利用一种保长度的曲线收缩流给出了平

面上逆等周不等式加强形式的证明，该保长度抛物型曲线流在演化过程中保持凸性不变，曲线所围面积 

递增，且当时间 t 趋于无穷时，曲线最终会在C∞ 度量下收敛到一个半径为
2
L
π
的圆。Xia 和 Guo [10]通过 

一种保面积的非抛物型曲线流给出了平面 Ros 定理及加强形式的证明，在这种保面积的非抛物型非局部

曲线流下，演化曲线保持凸性不变，曲线长度递减，且当时间 t 趋于无穷时，曲线最终会在 Hausdorff 度 

量下收敛到一个半径为
A
π

的圆(其中 A 是初始曲线所围的面积)。 

因此，利用曲线流的几何性质来证明几何不等式是确实可行的，本文我们将引入 Guo 和 Sun [11]提
出的一类面积非减的曲线流的在演化过程中的几何性质来研究 Lin-Tsai 建立的平面 Ros 等周不等式加强

形式，该曲线流包含了许多已被其他几何分析学家研究的特殊曲线流模型。 
本文内容安排如下：第 2 节中，我们引入 Guo 和 Sun [11]所研究的一类面积递增的曲线流，通过他

们研究我们知道该曲线在演化过程中，曲线的凸性保持不变，曲线在演化过程中具有全局存在性，且当

时间 t 趋于无穷大时在 0C 范数下收敛到圆。第三节中，我们将建立该曲线流的单调公式，给出 Lin-Tsai
建立的平面 Ros 等周不等式加强形式的分析证明。 

2. 一类凸曲线流的应用 

除了著名的曲线收缩流工作外，几何分析学家还考虑了带非局部项的曲率流模型：以平面内一条光

滑的闭凸曲线 0X 为初始曲线，Guo 和 Sun [11]研究了如下的非局部曲线流模型： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )0

, 1 , ,

 ,0 ,

X u t
t N u t

t
X u uX

γ
κ

∂  = − ∂  
=

                              (1) 

其中， ( ) ( )1 2, : 0,X u t S Eω× → 为平面光滑闭曲线族， ( ) ( )
( )

0

1 10 d
L t

t s
L t

γ
κ

≤ ≤ ∫ ， ( ),u tκ 是曲线的相对曲率，

( ),N u t 是曲线的单位内法向量。 

假设θ 是曲线的法角，即 N 与 x 轴正向夹角，那么曲线的周长、面积及曲率可由曲线的支撑函数
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,p X N= − 唯一表示为如下形式： 

( )2

0
d ,L P

π
θ θ= ∫  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
0 0

1 1d d ,
2 2

A p p p p p
π π

θθ θθ θ θ θ θ θ θ= + = −∫ ∫  

( ) ( ) ( )
1 .

p pθθ
κ θ

θ θ
=

+
 

由于改变发展方程的切向量只影响曲线的参数表示，而不影响曲线最终的几何形状，我们可以选择

适当的切向量来简化曲线的几何分析，并使得θ 与时间 t 独立，同样T 和 N 都不依赖时间 t 。因此，可以

考虑与方程(1)等价的曲线流： 

( ) ( )
( )

( ) ( )0

1
, 1 ,

 ,0 .

tX u t
t N T

t
X X

γ
κγ

κ θ
θ θ

 ∂ − ∂    = − − ∂ ∂ 
=

                        (2) 

引理 2.1 闭凸曲线按照方程(2)演化，曲线的支撑函数、周长、面积以及曲率的发展方程如下： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
20

1 1 1 1,  2 ,  d ,  .t t t tp t L L t A t t
π

θθ

γ πγ θ γ κ κ γ
κ κ κκ

  = − = − = − = − −  
  

∫       (3) 

证明：计算可得 

( ) ( )1 1 , , , , ,t t tp X N X N X N t N N t
t

γ γ
κ κ

∂  = − = − + − = − − = − ∂  
 

( ) ( ) ( )2 2 2 2

0 0 0 0

1d d d d 2 ,t t
t

L p p t L t
π π π π

θ θ θ γ θ πγ
κ

= = = − = −∫ ∫ ∫ ∫  

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2 2
0

2

0

2

0

2

0

2

0
2 2 2 2
0

2

20

1 d
2

d

1 1 d

1 1 d

2 d

1 d ,

t
t

t t

A p p

pp p p

p t p t

p p t L

p p p p p p d t L

p p p t L

t L

π
θ

π
θ θ

π
θ

θ

π
θ

θ

π
θθ θ θ θθθ

π
θ θθ

π

θ

θ

γ γ θ
κ κ

θ γ
κ κ

θ γ

θ γ

θ γ
κ

 = − 
 

= −

   = − − −   
   

  = − −  
  

= + − + −

= − + −

= −

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

 

( )

( )
( )2

2

1 1
1 1 1 .t

t

t
t

p p p p
θθ

θθθθ θθ

γ
κ κκ κ γ

κ κ

 − +       = = − = − −    +  +   
 

Guo 和 Sun 在文[11]得到了如下结果： 
引理 2.2 假设 ( )0X u 是平面上光滑的严格闭凸曲线，若按照方程(1)演化，则在演化过程中对任意
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[ )0,t∈ ∞ ，曲线流问题都有全局解，曲线保持凸性不变，且曲线在发展过程中变得越来越圆，最终在 0C
范数下收敛到圆。 

特别地，当 ( )tγ 取值不同时将会得到不同的曲线流。 

1) ( )0
2
Ltγ
π

≤ ≤ ，面积、长度非减； 

2) ( ) 2

20

1 1 d
2
L t

L
π

γ θ
π κ
≤ ≤ ∫ ，面积非减而周长非增。 

接下来，我们将利用该曲线流在演化过程中的几何性质，给出 Lin-Tsai 建立的平面 Ros 等周不等式

加强形式的分析证明。 

3. Ros 型等周不等式的研究 

定理 3.1 设 ( ),X tθ 是曲线流(2)的解，初始曲线 ( ),0X θ 是闭凸曲线。定义函数 

( ) ( )212 d 4 4 ,G t s A L Aπ π λ π
κ

= − − −∫  

若 4λ ≤ ，则 ( )G t 单调递减且收敛到 0。 
证明 由方程(3)以及 d dsθ κ= ，计算可得 

( ) ( )

( )

( ) ( )

2
2 2
0

2 2 22
3 2 20 0 0

2 2 22
2 20 0 0

2
2

0

d 12 d 4 4
d

1 14 d 4 d 2 4 d

1 1 1 1 14 d 4 d 2 4 d

14 d 2

t t

t

G t A L A
t

t L L

t t L L

L

π

π π π

π π π

θθ

π

θ

π θ π λ π
κ
κπ θ π θ γ λ π θ
κ κ κ

π γ θ π θ γ λ π θ
κ κ κ κ κ

π θ λ
κ

 = − − − 
 

   = − − − − −   
   

      = − ⋅ − − − − − −      
      

 = − − 
 

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

( ) ( )

( ) ( )

22
20

2 22 22
0 0
2 22 2 2 2 2 2 2
0 0

14 d

4 d 2 4 d

4 2 d 4 2 d 2 ,

p p L p p

p p p p p p L

π

π π
θ θθθ θθ

π π
θ θθ θθθ θ θθ

πλ θ
κ

π θ λ πλ θ

π θ πλ θ λ

+

= − + − + +

= − − + + − + −

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

由于 p 是周期为 2π 的周期函数，不妨设其傅立叶展开式为 

( )0
1

cos sin ,n n
n

p a a n b nθ θ
∞

=

= + +∑  

那么 

( )
1

sin cos ,n n
n

p n a n b nθ θ θ
∞

=

= − +∑  

( )2

1
cos sin ,n n

n
p n a n b nθθ θ θ

∞

=

= − −∑  

( )3

1
sin cos .n n

n
p n a n b nθθθ θ θ

∞

=

= −∑  

由
2

0
d ,L p

π
θ= ∫ 那么 02L aπ= 。 

由帕塞尔恒等式可得， 
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( ) ( )
2

2 22 2 2 2
0 00 0

1 1
d cos sin d 2 ,n n n n

n n
p a a n b n a a b

π π
θ θ θ θ π π

∞ ∞

= =

 
= + + = + + 

 
∑ ∑∫ ∫  

( )2 2 2 2 2
0

1
d ,n n

n
p n a b

π
θ θ π

∞

=

= +∑∫  

( )2 2 4 2 2
0

1
d ,n n

n
p n a b

π
θθ θ π

∞

=

= +∑∫  

( )2 2 6 2 2
0

1
d ,n n

n
p n a b

π
θθθ θ π

∞

=

= +∑∫  

可得， 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

( ) ( )( )

2 22 2 2 2 2 2
00 0

2 6 4 2 2 2

1

22 2 2 2 2

2

d 4 2 2 1 d 4 d 8
d

4 2 2 1

4 1 ,

n n
n

n n
n

G t p p p p a
t

n n n a b

n n a b

π π
θθθ θθ θπ λ λ θ πλ θ π λ

π λ λ λ

π λ

∞

=

∞

=

= − − + + + + −

= − − + + + − +

= − − − +

∫ ∫

∑

∑

 

当 4λ ≤ 时， ( )d 0
d

G t
t

≤ ，则 ( )G t 单调递减。因为 ( ),X u t 收敛到圆，所以当 t →∞时， 

( ) ( )2 2
20

12 d 4 4 0G t A L A
π

π θ π λ π
κ

= − − − →∫ 。因此当 0t > 时，总有如下不等式成立 

( )24 41 d .
2

A L A
s

π λ π

κ π

+ −
≥∫  

若等号成立，那么 ( ) ( ) ( )( )22 2 2 2 2
2

d 4 1 0
d n nnG t n n a b

t
π λ∞

=
= − − − + =∑ ，于是当 2n ≥ 时， 0n na b= = ，此 

时曲线 X 的支撑函数 0 1 1cos sinp a a bθ θ= + + ，显然 X 是圆周；或当 3n ≥ 时， 0n na b= = ，此时曲线 X
的支撑函数有如下形式： 

0 1 1 2 2cos sin cos 2 sin 2 .p a a b a bθ θ θ θ= + + + +  

在上面定理中令 4λ = 时，得如下闭凸曲线的曲率积分不等式 
21 2 6d ,L As π

κ π
−

≥∫  

即由 Lin 和 Tsai 在文[4]所建立的平面 Ros 等周不等式加强形式，我们通过曲线流给出了其新的分析

证明。由于 

( )22 2 42 6 2 ;
L AL A A

ππ
π π

−−
= +  

( )22 2 3 42 6 ;
2 2

L AL A L ππ
π π π

−−
= +  

2 2 22 6 2 4 ,L A L A L Aπ π π
π π π
− − −

= +  

结合等周不等式 2 4 0L Aπ− ≥ ，可以得到以下推论。 
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推论 3.2 平面简单闭凸曲线 Γ上成立不等式 

0

1 d 2 ,
L

s A
κ

≥∫  

等号成立仅当 Γ是圆周。 
推论 3.3 平面简单闭凸曲线 Γ上成立不等式 

2

0

1 d ,
2

L Ls
κ π

≥∫  

等号成立仅当 Γ是圆周。 
推论 3.4 平面简单闭凸曲线 Γ上成立不等式 

2

0

1 2d
L L As π
κ π

−
≥∫  

等号成立仅当 Γ是圆周。 
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