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摘  要 

设 { }kD n, ,ρµ 是由以下离散测度的无限卷积定义的Borel概率测度： { } n n nkD n D D D1 2 3, , ,ρ ρ ρ ρ
µ δ δ δ= ∗ ∗ ∗ 其中

0 1ρ< < ， D ⊂ 是一有限集，{ }k k
n

1

∞

=
是一个严格递增的正整数序列，且 { }k k

k
n n1

1
sup +
≥

− < ∞ 。本文证

明了：若 ( )DZ δ̂ 包含在Lattice集中且对任意的 r 1> ，无理数 { }r ru u 是一有理数1 1: : 0 1ρ ρ∈ = = < </  ，

那么 { }kD n, ,ρµ 不是谱测度。 
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Abstract 

Let { }, , kD nρµ  be a Borel probability measure defined by the following infinite convolution of discrete 

measures: { } 1 2 3, , ,n n nkD n D D Dρ ρ ρ ρ
µ δ δ δ= ∗ ∗ ∗  where 0 1ρ< < , D ⊂   is a finite set, and{ } 1k k

n ∞

=
 is a 

strictly increasing sequence of positive integers with { }1
1

sup k k
k

n n+
≥

− < ∞ . In this paper, we will show 
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that if ( )ˆ
DZ δ  is contained in a Lattice set and for any 1r > , the irrational number  

{ }1 1: : 0 1 is rationalr ru uρ ρ∈ = = < </  , then { }, , kD nρµ  is not a spectral measure. 
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1. 引言 

设 µ 为 n
 上具有紧支撑的 Borel 概率测度，若在 ( )2L µ 中存在指数正交基 ( ) { }2 ,: e :iE λ λπ ⋅Λ = ∈Λ ，

则称 µ 为谱测度，Λ为测度 µ 的谱。特别的，若存在可测集Ω 使得 Lµ
Ω

= ，则称Ω 为谱集。 
对测度 µ 而言，是否存在谱Λ？1974 年，Fuglede 在毕业论文中提出著名的谱集猜想[1]：Ω 为谱集

⇔Ω为平移 Tile。尽管 3n ≥ 时被 Tao 等人证伪[2]-[4]；但 1,2n = 时仍成立，引发了许多数学家的兴趣，

其基本问题分为充分必要两个方向。 
1998 年，Jorgensen 和 Pedersen [5]提出了谱测度的概念，与调和分析、数论、动力系统、分形几何有

着很密切的联系[6]，打破了经典调和分析中一直以来只能考虑 Lesbegue 测度的桎梏，将分形测度和调和

分析相结合，为经典调和分析注入了新的生命力，开创了调和分析与分形几何相交叉的全新的研究方向：

分形谱测度或分形上的调和分析。从那时起，人们发现了许多分形谱测度，还发现了许多方法来分析分

形测度的谱性，例如 Ruelle 算子，Hadamard 矩阵等。因为调和分析在统计学、医学、地球物理、量子物

理学中有着广泛的应用，随着研究的不断深入，我们发现分形上的调和分析在图像压缩和物理学中有广

泛的应用[7]。分形谱测度方向吸引了许多世界著名数学家如 Jorgensen、Laba、Strichartz、Dutkay [8]-[10]
等人的研究与关注，成为了众多学者与专家钻研的一个十分热门的研究方向，其相关成果多次在国际权

威数学期刊上发表。读者可以参阅[11]-[17]及其参考文献以了解最新进展。 
定义 1.1 设迭代函数系统(IFS)定义为 

( ) ( )1 , , ,n
dS x R x d x d D−= + ∈ ∈  

其中 n 阶实矩阵 R 的所有特征值的模大于 1，D 为 n
 的有限子集。设 { }d d D

P p
∈

= 为概率加权，则存在唯

一的非空紧集 T (不变集或者吸引子)，以及唯一的 Borel 概率测度 µ  (以 T 为支撑)使得 

( ) ( ) ( )( )1, .d d d
d Dd D

T S T p Sµ µ −

∈∈

= ⋅ = ⋅∑

 

此时，称 T 为自仿集，µ 为自仿测度。特别地，若 dS 为压缩相似的，则称 T 为自相似集，µ 为自相

似测度。 
设 0 1ρ< < ，D ⊂ 是一有限集，# D 表示集合 D 的基数。假设 ,Dρµ 是由迭代函数系统{ }d d D

S
∈

生成

的自相似测度，其中 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
,

1, , .
#d D d

d D
S x x d x S x x

Dρρ µ µ −

∈

= + = ∈∑   
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自相似测度 ,Dρµ 的另一个重要描述是离散测度的无限卷积，即 

( ) 2 3, .D D D Dρ ρ ρ ρ
µ δ δ δ⋅ = ∗ ∗ ∗  

这里，对有限集 D， 

1: ,
#D d

d DD
δ δ

∈

= ∑  

其中 dδ 是在 d 点的 Dirac 测度。 
定义 1.2 设 2x ≥ 是一整数，设 ,D C ⊆ 是有限集且 # #D C N= = 。若矩阵 

2

,

1 e
dci
x

d D c CN
π

∈ ∈

 
 
 

 

是酉矩阵，则称 ( )1 ,x D C− 是兼容对。此外，我们称 ( ), ,x D C 是 Hadamard 三元组。 
2002 年，Laba 和汪扬[8]证明了 Hadamard 三元组在上生成自相似谱测度，并对自相似测度 ,Dρµ 的

谱性给出了如下猜想。 
猜想 1.3 [8] 若 ,Dρµ 是谱测度，则 1ρ− 必是一个整数。 
此后，许多研究者开始考虑自相似测度的谱性，并试图证明猜想 1.3 是正确的。在此过程中，有了丰

厚的研究成果。如下， 

设 { }1 2: , , , mD α α α=  ， ( )
1

m

j j
j

p f xµ µ
=

= °∑ 是迭代函数系统 ( ) ( ){ }
1

m

j j j
f x xρ α

=
= + 生成的自相似测度。 

2021 年，邓起荣和陈建宝[14]研究 Laba 和汪扬的猜想，证明了自相似谱测度权重的一致性。 
2021 年，安丽想和王聪[16]也对猜想展开了研究。在 ( )ˆ

DZ δ 包含在 Lattice 集中的前提下，给出了 ,Dρµ

为谱测度的必要条件，即若 ,Dρµ 是谱测度，则 1ρ− ∈。 
我们计划研究猜想 1.3，推广安丽想和王聪[16]的结果，给出 { }, , kD nρµ 为谱测度的必要条件。将通过消

除以下不是谱的情况来完成证明： 
1) 

q
p

ρ = 是一有理数，其中 p，q 是互素的且 1q > ； 
2) ρ 是一无理数且 ( )1 1r rρ ∈ >/  。 
本文主要考虑压缩比为无理数时 { }, , kD nρµ 的非谱性，以此将猜想的结果控制在有理数的情形，从而为

完成猜想做出铺垫。若 ( )2L µ 中没有指数正交系构成的正交基，则 µ 不是谱测度。一个测度 µ 的非谱问

题，将会属于以下类型之一： 

· ( )2L µ 中至多存在有限个相互正交的指数函数。 

· ( )2L µ 中存在无限正交指数函数系，但均不能构成此空间的正交基。 
我们研究具有无理压缩比的卷积测度的非谱性情况。设 { }, , kD nρµ 是由以下离散测度的无限卷积定义的

Borel 概率测度： 

{ } 1 2 3, , ,n n nkD n D D Dρ ρ ρ ρ
µ δ δ δ= ∗ ∗ ∗  

其中 ( )0,1ρ ∈ ，D 是有限集，{ } 1k k
n ∞

=
是一个严格递增的正整数序列，且 { }1

1
sup k k
k

n n+
≥

− < ∞ 。D 的 Mask 多

项式的零点 ( )ˆ
DZ δ 包含在 Lattice 集中，即存在 0α > 使得零点在α中。 

定理 1.4 设 ( )ˆ
DZ δ α⊂ ，对任意的 1r > ， 1 rρ ∈/  是一个无理数，则 { }, , kD nρµ 不是谱测度。 

本文的其余部分组织如下。在第 2 节中，介绍预备知识以及需要用到的定理。在第 3 节中，给出定

理 1.4 的证明。最后一部分对所得到的结论进行了讨论和总结。 
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2. 谱测度的定义与性质 

定义 2.1 设 µ 为 n
 上具有紧支撑的 Borel 概率测度，若在 ( )2L µ 中存在指数正交基 

( ) { }2 ,: e : ,iE λ λπ ⋅Λ = ∈Λ  

则称 µ 为谱测度，Λ为测度 µ 的谱， ( ),µ Λ 为谱对。特别地，若存在可测集Ω 使得 

,Lµ
Ω

=  

则称Ω 为谱集。 
定义 2.2 设 µ 为 n

 上具有紧支撑的 Borel 概率测度，对任意的 ( )2f L µ∈ ， 

( ) ( ) 2 ,ˆ e di xf f x xξξ − π= ∫  

称为 f 的 Fourier 变换。特别地， 

( ) ( )2 ,ˆ e d ,i x xξµ ξ µ ξ− π= ∀ ∈∫   

是测度 µ 的 Fourier 变换。 
设 Λ ⊆  是可数集。那么 ( ) { }2e :i xE λ λπΛ = ∈Λ 形成 ( )2L µ 的正交集当且仅当对 1 2λ λ≠ ∈Λ ， 

( )1 2ˆ 0µ λ λ− = ，这等价于 

( ) { } ( )ˆ0 Z µΛ −Λ ⊆ ,                                (2.1) 

其中 ( ) ( ){ }: 0Z f fξ ξ= = 表示函数 ( )f ξ 的零集。 
如果满足(2.1)，我们还称Λ是 µ 的双零集。显然，Λ是一个双零集，对于任意 a∈来说， aΛ − 也

是双零集。 
对于任意ξ ∈，令 

( ) ( ) 2ˆ: .Q
λ

ξ µ ξ λΛ
∈Λ

= +∑  

Jorgensen 和 Pedersen [5]给出了一个确定Λ是否为 µ 的双零集(谱)的结果。 
定理 2.3 [5]设 µ 是在上具有紧支撑的 Borel 概率测度，并令Λ ⊂ 为可数集。则 
1) Λ是 µ 的双零集当且仅当对ξ ∈， ( ) 1Q ξΛ ≤ ； 
2) Λ是  µ 的谱当且仅当对ξ ∈， ( ) 1Q ξΛ ≡ ； 
3) 若Λ是 µ 的双零集，那么 ( )Q ξΛ 具有一个到的解析延拓。 

引理 2.4 [15] Λ是 { }, , kD nρµ 的谱当且仅当对任意的 { }0α ∈ ，
1
α
Λ 是 { }, , kD nρ αµ 的谱。 

3. 本文主要结果 

这一部分，我们主要证明定理 1.4。对于任意整数 1r ≥ ，设 

{ }1 1 : 0 1r ru uρ= = < < 是一个有理数  

我们约定，上述的
qu
p

= 是最简形式，r 是 1 ruρ = 的最小整数。例如
1 4 1 29 3

16 4
ρ    = =   

   
，我们取

3
4

u = ，

2r = 。 
在本节中，我们总是假设零集 ( )ˆ

DZ δ 包含在格子集α中， 0α ≠ 。由引理 2.4， ,Dρµ 和 , Dρ αµ 的谱性

是等价的，并且 
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( ) ( )1ˆ ˆ .D DZ Zαδ δ
α

=  

不失一般性，我们可以假设 ( )ˆ
DZ δ ⊂ 。 

定理 3.1 设 ( )ˆ
DZ δ ⊂ ， ρ 是一个无理数，对任意的 1r > ， 1 rρ ∈/  。则 { }, , kD nρµ 不是谱测度。 

证明 我们先给出一个关于 ( )ˆ
D xδ 的重要观察结果，它将用于保证测度 { }, , kD nρµ 的非谱性。设 f 是一

个实值函数，其定义为 

( ) ( )
2ˆ1 , .Df x x xδ= − ∈  

那么 f 可以延拓成一个整函数，记为 ( )f z ， z∈。注意 

( )
( )

( )1 2

1 2

2
2

,

11 e , .
#

i d d z

d d D
f z z

D
π −

∈

= − ∈∑ 
 

设 

1 2 1 2
1 2 1 2: inf , : sup .

d d D d d D
h d d H d d

≠ ∈ ≠ ∈
= − = −  

经计算有 ( )0 0f = 以及 

( )
( )

( )( ) ( )1 2

1 2

2
1 22

,

1 2 e ,
#

i d d z

d d D
f z i d d

D
π −

∈

′ = − π −∑  

从而 ( )0 0f ′ = 。重复上述步骤，我们有 

( )
( )

( ) ( )1 2

1 2

2
2 2

1 22
,

4 e .
#

i d d z

d d D
f z d d

D
π −

∈

π′′ = −∑  

从而， 

( )
( )

( )
1 2

2
2 2 2 2 2

1 22
,

40 2 ,4 .
# d d D

f d d h H
D ∈

π  ′′ = − ∈ π π ∑  

因此可知存在一个整函数 g 使得 ( ) ( )2f z z g z= ， z∈。又 ( )f z′′ 是上的一致连续函数，故存在一

个 ( )( )1
0 0, 4 Hη −∈ π 使得对 0x η≤ ，有 

( ) 2 2 2 2,8 .f x h H ′′ ∈ π π   

对每个 [ ]0 0,x η η∈ − ，存在一个实数 ( ) [ ]0 0,xθ η η∈ − 使得 ( ) ( )( )21
2

f x x f xθ′′= 。这意味着 

( ) ( )( )1
2

g x f xθ′′= ， 0x η< 。因此我们可以计算出 

( )2 2 2 2
0

1 4 , .
2

h g x H x ηπ ≤ ≤ π <                             (3.1) 

设 *N 表示所有正整数 kn 的集合，其中 1k ≥ ，即 { }* : 1kN n k= ≥ 。设 ( ) ( )
2

0
1: 1 0,1
2

Lhβ ρ η= − π ∈ ，其

中 { }1
1

sup k k
k

L n n+
≥

= − < ∞。由此，我们给出以下断言。 

断言 1. 对每个 *n N∈ 以及 ( )ˆ
Da Z δ∈ ，存在一个整数 ( ), 1m m n a= ≥ 使得 *n m N+ ∈ 且 ( )ˆ m

D aδ ρ β≤ 。 
事实上，根据(3.1)有 
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( ) ( ) ( )
22 2

0
1ˆ1 2 1 , .
2DHx x hx xδ η− π ≤ ≤ − π ≤                       (3.2) 

因此对 0x η≤ ，有 

( ) 3ˆ .
2D xδ ≥  

然而易知 ( ) 3ˆ 0
2D aδ = < 。这意味这 0a η> 。设{ } 1k k

l ∞

=
是一正整数序列，定义如下 

1 1 1, , 2.k k kl n l n n k−= = − ≥  

那么存在唯一一个整数 1k′ ≥ 使得 1 2k kn n l l l′ ′= = + + + 。因此我们可以找到一个整数 1i′ ≥ 使得 
1 2

0 0, .k k k il l l Laρ ρ η η′ ′ ′ ′+ + ++ + +  ∈  
  

若不然，则存在一个整数 0 1i ≥ 使得 
1 2 1 1 20 0

0 0, .k k k i k k k il l l l l l La aρ η ρ ρ η′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + − + + ++ + + + + +> <   

我们约定若 0 1i = ，则
01 2 1 0k k k il l l′ ′ ′+ + + −+ + + = 。这意味着

0k il L′+ > ，矛盾。因此整数 i′可以被找到。

由此，取 

1 2 .k k k im l l l′ ′ ′ ′+ + += + + +  

因此我们可以验证 *
k in m n N′ ′++ = ∈ 。利用(3.2)，我们有 

( ) ( ) ( )
0 0,

ˆ ˆ ˆmax .L
m m

D D Dx
a a x

ρ η η
δ ρ δ ρ δ β

∈ 
 

= ≤ ≤  

因此我们完成了断言的证明。 
我们只需证明任何双零集Λ都不是 { }, , kD nρµ 的谱。设 0∈Λ是 { }, , kD nρµ 的双零集。那么Λ可以分解成 

{ }
*

0 ,n
n N∈

Λ = ∪ Λ


 

其中对 *n N∈ ， ( )ˆ: nn D
Z

ρ
δΛ = Λ∩ 。若对任意的 1r > ，ρ 是一个无理数且 1 rρ ∈/  ，则对任意两个不同的

整数 k，j 使得 

{ }0 .k jρ ρ− −∩ =   

注意 

( ) ( ) { }( ) *ˆ ˆ 0 , .k
n

nn
DD

Z Z n N
ρ

δ ρ δ ρ−−= ⊂ ∈  

那么我们可以验证{ } *n n N∈
Λ 是不交的。此外，若 nΛ ≠∅，那么 { }0nΛ ∪ 是 nDρ

δ 的双零集。因此我们

有 

( ) { } ( ) { } ( )
*

2 2

, , , ,ˆ ˆ .
k k

n
D n D n

n N

Q x x xρ ρ
λ

µ µ λΛ
∈Λ∈

= + +∑ ∑                      (3.3) 

我们约定若 nΛ =∅，那么 { } ( )
2

, ,ˆ 0
k

n
D n xρ

λ
µ λ

∈Λ

+ =∑ 。设 [ ] [ )0 0: , 0,F η η− → +∞ 是一个函数，其定义如下 

( ) ( )
*

: .n

n N

F x f xρ
∈

= ∑  

由(3.1)我们可以计算出对 [ ]0 0,x η η∈ − ，有 
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( )
( ) ( ) ( )1 1

*

2 2

2 2
22

2
.

12 1

n n
n

L
n N

h H
x f x x

ρ ρ
ρ

ρρ ∈

π π
≤ ≤

−−
∑                        (3.4) 

因此函数 F 能被很好的定义。另外，当 x 趋向于 0 时， ( )F x 的阶与 2x 相同。因此，存在一个常数

( )1 00,η η∈ 使得对 1x η≤ ，有 

{ } ( ) ( )( ) ( ) ( )
*

22

, ,
3ˆ 1 e 1 .

4k

F xn
D n

n N

x f x F xρ
βµ ρ −

∈

+
= − ≤ ≤ −∏                 (3.5) 

若 nΛ ≠∅，则 

( ) ( )
2 2ˆ ˆ 1.n n

n
D D

x x
ρ ρ

λ
δ δ λ

∈Λ

+ + ≤∑  

这意味着 

( ) ( )
2ˆ .n

n

n
D

x f x
ρ

λ
δ λ ρ

∈Λ

+ ≤∑                              (3.6) 

对每个 nλ∈Λ ，存在 ( )ˆ
Da Z δ∈ 使得 naλ ρ−= 。由断言 1 可知， 存在一个整数 ( ), 1m m n a= ≥ 使得

*n m N+ ∈ 且 ( )ˆ m
D aδ ρ β≤ 。因函数{ }2ˆ

Dδ 在上是一致连续的，故我们可以找到一个常数 ( )2 10,η η∈ 使

得对每个 [ ]2 2,x η η∈ − 有 

( )
22 1ˆ 1.

2
m

D x a βδ ρ +
+ ≤ <  

那么对 [ ]2 2,x η η∈ − ，我们有 

( ) ( )
22 2 1ˆ ˆ .

2n m
n m m

DD
x x a

ρ

βδ λ δ ρ ρ+
+ +

+ = + ≤  

与(3.6)联立，我们有 
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2 22

, ,
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+
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∑ ∑

∑                   (3.7) 

显然，当 nΛ =∅时，上述不等式也成立。将(3.5)和(3.7)代入(3.3)， [ ]2 2,x η η∈ − ，我们可以得到 

( ) ( )
211 .

4
Q x F xβ

Λ
−

≤ −                              (3.8) 

由(3.4)可知， 

( )
( )
( )

1
2

2
2 2

0.
2 1

n

L

h
F

ρ η
η

ρ

π
≥ >

−
                             (3.9) 

(3.8)和(3.9)联立意味着， ( )2 1Q ηΛ < 。因此由定理 2.3(2)，Λ不能是 { }, , kD nρµ 的谱。因此 { }, , kD nρµ 不是

谱测度。定理证明完毕。 

4. 结论 

谱测度是调和分析、分形几何、泛函分析等多个学科的交叉研究。本文研究了具有无理压缩比时，
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一类无穷卷积的非谱性。证明了当 1 rρ ∉ 时， { }, , kD nρµ 满足非谱条件之一，不是谱测度。为之后研究猜想

1.3，即压缩比的倒数是一个整数做了铺垫。对于 1 rρ ∈ 的情况，由于具有某种规律，我们猜测可能有不

一样的结果。 
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