
Pure Mathematics 理论数学, 2025, 15(4), 91-104 
Published Online April 2025 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2025.154113     

文章引用: 李朝阳, 许天宏, 宋玮. 切换拓扑下的多智能体系统领导跟随一致性问题研究[J]. 理论数学, 2025, 15(4): 
91-104. DOI: 10.12677/pm.2025.154113 

 
 

切换拓扑下的多智能体系统领导跟随一致性 
问题研究 

李朝阳，许天宏，宋  玮 

上海理工大学光电信息与计算机工程学院，上海 
 
收稿日期：2025年2月19日；录用日期：2025年3月20日；发布日期：2025年4月9日   

 
 

 
摘  要 

本文研究了切换拓扑下一类线性离散网络的领导跟随一致性问题，考虑随着时间的变化，多智能体间的

通信可能会在某一段时间连通性变差，即部分通信拓扑的子拓扑不包含有向生成树。针对这种情况，首

先，设计基于状态反馈的控制协议，并通过图矩阵不等式与改进的黎卡提方程构造李雅普诺夫函数。其

次，基于平均驻留时间的方法，通过分类讨论，得到了有向切换网络实现一致性的充分条件。最后，通

过一个仿真实例验证了结果的有效性。 
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Abstract 
This paper investigates the leader-following consensus problem for a class of linear discrete net-
works under switching topologies. It considers that the communication among multi-agents may 
deteriorate over time, meaning that some sub-topologies of the communication topology do not 
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contain a directed spanning tree. To address this issue, a state feedback-based control protocol is 
first designed, and a Lyapunov function is constructed using graph matrix inequalities and an im-
proved Riccati equation. Subsequently, by employing the average dwell time method and through 
categorical discussion, sufficient conditions for achieving consensus in directed switching networks 
are derived. Finally, the effectiveness of the results is validated through a simulation example. 
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1. 引言 

多智能体系统是由多个独立智能体组成的一类群系统，各智能体之间可以通过信息交换、通信协作

完成单一智能体难以完成的复杂任务。目前，多智能体系统在智能微电网、多机器人协同控制、卫星编

队控制以及交通系统等领域得到了广泛的应用[1]-[3]。而一致性问题是多智能体系统协同控制的基本目

标，也是核心问题，因此关于多智能体系统的一致性问题研究引起了广大学者的兴趣[4]。 
文献[5]研究了一般线性系统的领导跟随一致性问题，但要求切换系统中所有图都包含以领导者为根

的有向生成树。然而，在实际应用中，通信拓扑可能因环境干扰或节点故障发生动态切换，且部分子图

可能不包含生成树(即无法保证全局连通性)，这导致传统一致性协议失效，系统可能无法收敛。例如，无

人机编队中部分节点通信中断或传感器故障时，子图连通性被破坏，系统稳定性面临严峻挑战[6]。比如，

当某一无人机失去与领航者的直接通信时，若拓扑切换频繁且包含非连通子图，系统可能因误差累积而

失稳。类似问题也存在于分布式计算领域，节点间的动态通信延迟或拓扑切换可能导致任务分配不均，

进而影响全局收敛效率。因此，研究切换拓扑下部分子图不连通的一致性控制方法具有显著的实际意义。 
近年来，离散时间多智能体系统的研究逐渐受到关注。相较于连续时间系统，离散时间模型更贴近

实际数字控制器和通信网络的采样特性，但其动态分析更为复杂，尤其是在切换拓扑下，需结合离散切

换系统理论和代数图论工具[7]。然而，现有研究多聚焦于连续时间系统，离散时间系统下的切换拓扑一

致性研究仍较为匮乏[8]。此外，传统方法通常要求系统矩阵完全可控，这一条件在实际应用中难以满足

(如部分节点缺乏直接控制输入)，亟需放宽对系统矩阵的限制，仅需可稳定即可。例如，针对连续时间模

型，文献[9]提出了两种新的多李雅普诺夫函数，通过求解线性矩阵不等式解决了有向切换网络下的领导

跟随一致性问题，但未把思路应用到离散系统中。 
基于上述讨论，本文研究了离散时间系统下有向切换网络的领导跟随一致性问题，具有一定创新性，

主要贡献如下： 
1) 针对离散时间模型，提出基于状态反馈的一致性协议，结合切换拓扑的动态特性，填补了该领域

的研究空白，并将一致性问题转化为状态误差的稳定性问题，通过引入平均驻留时间方法，解决了传统

连续时间方法在离散采样下的保守性。 
2) 通过一个最优化问题解决了通信过程中子图连通性不佳的问题，即部分子图不包含有向生成树的

问题； 
3) 放宽了对系统矩阵的限制，仅要求系统矩阵可稳定，允许系统矩阵部分不可控。 
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2. 问题描述 

本文考虑由 1 个领导者和 N 个跟随者构成的一般线性多智能体系统，其中领导者的动力学模型为 

( ) ( )0 01x t Ax t+ =                                       (1) 

其中， ( )0
nx t ∈ 表示领导者智能体在 t 时刻的状态变量，矩阵 A 和矩阵 B 均为适当维数的常数矩阵。 

跟随者的动力学模型表示为 

( ) ( ) ( )1 , 1,2, ,i i ix t Ax t Bu t i N+ = + =                              (2) 

其中 ( ) n
ix t ∈ 表示第 i 个跟随者在 t 时刻的状态变量， ( ) m

iu t ∈ 表示第 i 个跟随者在 t 时刻的控制输入。 
本文的研究目标是：根据上述领导跟随者多智能体系统，设计一个分布式控制器，使得 

( ) ( )0lim 0, 1,2, ,it
x t x t i N

→∞
− = ∀ =                              (3) 

我们引入一个新的变量 ( ) ( ) ( )0i it x t x tδ − ，用该变量表示第 i 个跟随者与领导者之间的状态误差，则全

局状态误差可以表示为 ( )
TT T T

1 2, , , Ntδ δ δ δ =   ，进而可以把领导跟随者一致性问题转化为变量 ( )tδ 的稳

定性问题，即 

( )lim 0
t

tδ
→∞

=                                      (4) 

构造如下李雅普诺夫函数来分析 ( )i tδ 的渐近稳定性： 

( )( ) ( )( )TV t Q t Pδ δ δ= ⊗                                (5) 

其中 ( )Q t 是与通信拓扑相关的正定矩阵， P 是与单个智能体动力学相关的正定矩阵。通过 Kronecker 积

( )( )Q t P⊗ 将局部稳定性条件扩展至多智能体系统，将图拓扑与单个智能体动力学相耦合，使得李雅普诺

夫函数可以同时表征单个智能体动力学和多智能体之间通信关系。 
先简单证明 ( )( ) 0V tδ > 。构造两个新的矩阵 ( ) ( ) nt Q IQ t= ⊗ ， N PP I= ⊗ ，显然根据 Kronecker 积的

性质， ( )tQ 和 P 都是正定矩阵， ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )min min min minnt Q t IQ Q tλ λ λ λ= ⋅ = ，同理 ( ) ( )min minP Pλ λ= ，

进而有 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2T
min min min minQV t t P t P Q t PQδ δ δ λ λ δ λ λ δ= ≥ ≥   。在后续的证明中只需证明

( )( )V tδ 渐近收敛至零。 
本文考虑的切换拓扑下的一致性问题，如果我们通过一个时变的有向拓扑图 ( ) { }:i it = ∈   来描述

多智能体系统中不断切换的通信关系，  表示子图的总个数， ( )tσ 表示 t 时刻图 ( )t 的下标。多智能体

系统的通信关系可以表示为 ( ) ( ){ }, tt σ=   ，其中 { }1,2, , N=  表示 t 时刻的图的节点，即各个智能体，

( ){ }( ) , :t i j i jσ ×= ∈ ≠   表示 t 时刻各节点间的连接情况，即各智能体之间的通信情况。图的邻接矩阵

记为 N N
ija × ∈=   ，并且当 ( ) ( ), ti j σ∈ 时， ( ) 0ija t > ，否则 ( ) 0ija t = 。各节点的入度值为 1

N
ijji ad

=
= ∑ ，

则 图 ( )t 的 入 度 矩 阵 记 为 ( ) { }1 2diag , , , Nt d d d=  ， 进 而 图 的 拉 普 拉 斯 矩 阵 可 以 定 义 为

( ) ( ) ( )t t t= −   。 
假设 1：对于 { }1 11, 2, ,i∈ =   ，有向图 i包含有向生成树，而对于 { }2 1 11, 2, ,j∈ = + +     ，

有向图 j不包含有向生成树。 
定义 1：[10]给定一个切换信号 ( )tσ 和时间区间 1 0t t> ，如果对于所有的 1 0 0t t> ≥ ，都存在一个 0 0N > ，

使得 

( ) 1 0
1 0 0,

a

t tN t t Nσ τ
−

≤ +                                  (6) 

则称正常数 aτ 为切换信号 ( )tσ 的平均驻留时间， 0N 为振荡边界， ( )1 0,N t tσ 表示切换信号 ( )tσ 在时间区
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间 ( ]0 1,t t 内的切换次数。 
假设 2：存在 0 0t ≥ 和 0ξ > ，使得对于所有 0t t≥ ，通信拓扑包含有向生成树的总时长 ( )1 0 ,T t t 和不包

含生成树的总时长 ( )2 0 ,T t t 满足 ( ) ( )2 0 1 0, ,T t t T t tξ≤ 。 
注释 1：对于定义 1 描述的切换信号，在离散时间系统下有 1aτ ≥ ，特别地，当 1aτ → 时，切换图的

切换方式变为随机切换。通过合理选择 0N 和 aτ ，可以设计出适应不同应用场景的切换策略，确保多智能

体网络在不包含生成树的情况下仍能实现一致性。 
注释 2：对于假设 1，由于通信拓扑的子图只有包含有向生成树和不包含有向生成树两种情况，所以

1 2∪ =  。如果所有子图均不包含生成树，那么图的连通性不足以实现一致性，所以 1 ≠ ∅ 也是一个

必要条件。从直观上看，若子图在较长时间内不包含生成树，系统的状态可能无法获得足够的时间以实

现收敛。因此，通过假设 2 和定义 1，我们为系统在不包含生成树的情况下仍能实现一致性提供了理论支

持，这些假设和定义共同构成了后续分析的基础，确保我们能够在复杂的网络结构中有效地研究一致性

问题。假设在一个多智能体系统中，领导者节点通过有向生成树向跟随者节点传递信息，当部分子图不

包含生成树时，跟随者节点可能无法接收到领导者的指令，从而导致系统状态无法收敛。然而，如果这

些不包含生成树的子图出现的时间足够短，系统仍然有可能通过其他路径实现信息传递和状态收敛。 
引理 1：[11] [12]如果 N 阶矩阵 L 的特征值的实部均为正数，并且当 ( ) 1 1i Lϕλ γ− < − 时，下述不等

式有正定解 0W > ： 

( )T T , 1L W WL W L WL Wγ ϕ ρ
ϕ

+ ≥ + =                           (7) 

其中 1,2, ,i N∈  ， 0ϕ > ， 0 1γ≤ < 。 
引理 2：如果 n 阶矩阵 A 为对称矩阵，n 阶矩阵C 为正定矩阵，那么对于任意 m 阶半正定矩阵 B 以

及对应的 nmx∈ ，下面不等式恒成立： 

( ) ( ) ( )T 1 T
minx A B x C A x C B xλ −⊗ ≥ ⊗                           (8) 

证明：首先证明 1C A− 的特征值均为实数。由于C 是正定矩阵，可进行 Cholesky 分解，即存在可逆下

三角矩阵 L 使得 TC LL= ，其逆矩阵为 1T1C L L− − −= ，考虑到 A 为对称矩阵，并对矩阵 T 11 L AA LC − −− = 进行

相似变换可得 ( ) T11 1L C A L L AL− −− −= 。由于 ( )TT1 1 TL AL L AL− − − −= ，所以 1 TL AL− − 为对称矩阵，其特征值均为

实数，而相似变换不改变特征值，因此 1C A− 的特征值也均为实数。 
其次证明 ( )1

min C CA Aλ −≥ ⋅ 。对于任意非零向量 nv∈ ，有 ( )T 1 T
mi

1
n C v vv C Av Aλ− − ⋅≥ ，将上式两边左

乘 Tv C 并进行整理可得 ( )T 1 T
min C Av Av v Cvλ − ⋅≥ ，这表明矩阵 ( )1

minA C A Cλ −− ⋅ 是半正定的，即

( )1
min C CA Aλ −≥ ⋅ 。 
再有 Kronecker 积的线性性，将矩阵不等式 ( )1

min C CA Aλ −≥ ⋅ 与半正定矩阵 B 进行 Kronecker 积，可

得 

( ) ( )1
min CA B C BAλ −⊗ ⋅≥ ⊗  

由于 0B ≥ ，且 Kronecker 积保序性成立，即若 M N≥ ，则 M B N B⊗ ≥ ⊗ ，故 ( ) ( )1
min CA B C BAλ −⊗ ⋅≥ ⊗

成立。 
最后，对于任意向量 nmx∈ ，将上述矩阵不等式代入二次型，有： 

( ) ( ) ( )T 1 T
minx A B x C A x C B xλ −⊗ ≥ ⊗  

证毕。 
假设 3：系统矩阵 ( ),A B 可稳定，且矩阵 B 满秩。 
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注释 3：如果系统矩阵 ( ),A B 可控，那么 ( ),A B 一定可稳定。如果系统矩阵 ( ),A B 不可控，那么存在

一些状态无法通过控制输入来影响，这些不可控状态对应的特征值我们称之为不可控特征根，其集合记

为 ( )uc AΛ 。我们设计一个参数 µ̂ 来描述不可控特征根的稳定性， ( ) 2ˆ 1 max i Aµ λ= − ，其中 ( ) ( )i ucA Aλ ∈Λ 。

显然，当系统矩阵 ( ),A B 完全可控时， ˆ 1µ = ，此时 ( ),A B 可稳定。而当系统矩阵 ( ),A B 不完全可控时，若

( ) 1i Aλ < ，则 ˆ0 1µ< < ，此时系统不可控部分是稳定的， ( ),A B 也是可稳定的。 
引理 3：[13]如果假设 3 成立，那么对于任意 ( )ˆ0,µ µ∈ ，总能够找到与之对应的 1γ < ，使得如下黎

卡提不等式有正定解 0P > ： 

( ) T1 P A PAµ γ− ≥ − Γ                                   (9) 

其中， ( ) 1T T TA PB B PB B PA
−

Γ = ，并且在若干个满足条件的 γ 中，我们可以找到一个使不等式(9)成立的

最小值 minγ ， ( ) ( ) 2
min max

1 1 Aγ µ λ≥ − − 。 
为了方便后续的计算推导，我们将 t 时刻的图的拉普拉斯矩阵 ( )t 写成分块形式： 

( ) ( ) ( )

T0 0Nt
a t L t
 

=  
  

                                   (10) 

其中 ( )L t 为 N 阶矩阵， ( ) ( ) ( ) ( ) T
01 02 0, , , Na t a t a t a t=    ， T0N 为全 0 元素的行向量。如果 t 时刻的有向拓

扑图 ( )t 包含生成树，则 0 是拉普拉斯矩阵 ( )t 的单一特征根，其余的 N 个特征根均具有正实部。 
根据引理 1，我们做出如下假设。 
假设 4：存在ϕ∈，使得 ( ){ }1 minmax 1 1i N i jLϕλ γ≤ ≤ − < − ，且ϕ 尽可能的小，其中 1,2, ,i N∈  ， 1j∈ 。 
当假设 4 成立时，对任意 1i∈ ，以下矩阵不等式都成立： 

T T
i i i i i i i iL W W L W L W Lγ ϕ

ϕ
+ ≥ +                               (11) 

其中 0iW > 为不等式的正定解，且 ( ){ }1
max 1i iWλ∈ ≤ 。 

当式(9)和式(11)成立的条件均满足时，我们针对第 i 个智能体设计如下分布式控制协议： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

, 1, 2, ,
N

i ij i j
j

u t K a t x t x t i N
=

= − =∑                        (12) 

其中反馈增益矩阵 ( ) 1T TK B PB B PAϕ
−

= − 。 
注释 4：本文设计的分布式控制协议基于状态反馈机制，与传统方法要求所有子图均包含生成树不

同[14]，本文引入参数ϕ 对反馈增益矩阵进行缩放，使得在非连通子图下仍能通过优化 β 维持误差有界。

此外，通过结合改进的黎卡提方程(9)和图矩阵不等式(11)，该协议放宽了对系统矩阵完全可控的限制，仅

需 ( ),A B 可稳定即可，从而适用于更广泛的物理系统。在设计的过程中，反馈增益 K 及后续的 minλ 均是

在使用李雅普诺夫函数证明 ( )i tδ 的稳定性的过程中由反步的方法得到的。控制协议的具体设计步骤如下：

1、根据引理 1，我们做出了假设 4，该假设的意义是根据选取的 γ ，能够选取尽可能小的参数ϕ ，使得图

矩阵不等式(11)可解，并求解出相对应的正定矩阵 iW ；2、我们构造了一个放缩因子α 用来描述切换拓扑

的子图包含生成树的情况，使得不包含有向生成树的子图也可以有其对应的正定矩阵 jW ，并且引入一个

参数 β 构造出不包含生成树情况下的黎卡提方程(17)；3、由于系统矩阵是可稳定的，所以由引理 3，可

以选取合适的 µ ，并利用凸优化工具包 CVX 求解出同时满足黎卡提方程(9)和(17)的与单个智能体相关的

正定矩阵 P，该步骤将单个智能体的动力学和智能体间的通信关系耦合，但在一定程度上也对ϕ 和 γ 的取

值进行了限制；4、根据求得的 P 可以计算出反馈增益 K，控制协议(12)设计完成，并在后续过程中能够

实现一致性的证明。 
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矩阵 P 可由式(9)求解出，矩阵 ( )Q t 的求解将分为两个部分。当子图包含有向生成树时，式(11)已经

给出了求解方法，而针对剩下的不包含有向生成树的子图，有一个直观的想法是构建一个与 iW 的均值相

关的正定矩阵来描述，以确保李雅普诺夫函数的构造具有一致性。 

1

1

2
11

1 ,

,i

j i
i

W i
Q

W W j
=

∈
=  = ∈


∑







                                 (13) 

其中， 1 为图中包含生成树的子图的个数。我们希望存在一个放缩因子α 用于描述不同拓扑结构下

( )1,2 ,,iQ i N=  之间的关系，以确保李雅普诺夫函数在不同拓扑下的统一性。对于放缩因子α 我们做出

如下设计： 

( )
( )

1

max
1

min

1, 1

min : , , , 1i

j

Q
i j i j

Q
α λ

λ

 =
  =   ∈ ≠ > 

   



 
                          (14) 

其中， 1α ≥ 且对于任意 ,i j∈， i jQ Qα ≥ 。 
为了处理部分子图不包含有向生成树的情形，我们定义一个与该情况下的拓扑图相关的矩阵： 

1 T 1 T
2,j j j j j j j j jL W L W W L W L jϕ− −Φ = + − ∈                           (15) 

其中， 0ϕ > 为 jL 的特征值放缩参数，那么该情况下的拓扑结构的最小特征值定义为 

( ){ }2min minmin j S jλ λ∈= Φ                                  (16) 

我们希望系统在不包含生成树的拓扑结构下依然保持稳定，所以引入一个参数 β ，进而可以通过优化问

题最小化 β 使式(9)和下式同时成立： 

( ) ( )T
min1 P A PAβ λ ϕ+ ≥ − Γ                                (17) 

其中 ( ) 1T T TA PB B PB B PA
−

Γ = ， β 为使式(9)和式(17)同时成立的最小值。 

3. 主要结果 

定理 1：对于离散时间系统下的多智能体系统(1)和(2)，有以下条件： 
1) 假设 1、2、3、4 均成立； 
2) 参数ϕ ， µ 和 γ 的选择满足矩阵不等式(9)、(11)和(17)； 
3) 式(18)成立，即： 

( )
( ) ( )
( ) ( )

ln
ln 1

ln 1 ln
ln 1 ln

a

a

a

ατ
µ

µ α τ
ξ

β α τ

 > − −
 − + < − + +

                              (18) 

其中， aτ 为平均驻留时间，ξ 为假设 2 中的参数，其目的是限制不包含生成树的拓扑结构的持续时间。 
如果上述条件全部满足，则基于分布式控制协议(12)的多智能体系统可以实现状态一致性。 
证明：跟随者智能体的动力学方程(2)改写成全局形式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 N Nx t I A x Bt tI u+ = ⊗ + ⊗                           (19) 
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控制输入的方程(12)改写成全局形式为： 

( ) ( )( ) ( )t tu L K tδ= ⊗                                 (20) 

因此，系统的误差动态方程可写成： 

( ) ( )( ) ( )1 Nt I A t B tL Kδ δ+ = ⊗ + ⊗                            (21) 

我们在式(5)中给出了李雅普诺夫函数 ( )( ) ( )( )TV t Q t Pδ δ δ= ⊗ ，针对子图包含生成树和不包含生成

树的情况，下面对李雅普诺夫函数的变化量 ( )V t∆ 进行分类讨论。 
情况 1：t 时刻的通信拓扑图包含有向生成树，且从 t 时刻到 1t + 时刻的拓扑图不发生变化，即

( ) ( ) 11t tσ σ+ = ∈ ，则 1t + 时刻的李雅普诺夫函数为 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )TT1 1N NV t I A L t BK Q t P I A L t BKδ δ δ+ = ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗            (22) 

由于通信拓扑不变，因此 ( ) ( )1Q t Q t+ = ，李雅普诺夫函数的变化量可以表示为： 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )
( )( )

TT

T

T

T

1t V t V t

Q t P Q t L t L t Q t

L t Q t Q t L t Q t

Q t P Q t

Q t P

t

V

V

δ δ

δ µ γ ϕ ϕ

ϕ γ δ

δ µ γ γ δ

µδ δ

µ δ

+ −

⊗ − + Γ − ⊗ Γ − ⊗ Γ

+ + ⊗Γ − ⊗Γ
= ⊗ − + Γ

∆ =

≤ 

⊗Γ

= − ⊗

= −



−
            (23) 

因此，在情况 1 的条件下，李雅普诺夫函数的变化量满足： 

( )( ) ( ) ( )( )1 1V t V tδ µ δ+ ≤ −                              (24) 

情况 2：t 时刻的通信拓扑图包含有向生成树，且从 t 时刻到 1t + 时刻的拓扑图不同，即 ( ) ( )1t tσ σ+ ≠

且 ( ) 1tσ ∈ ，此时有 ( ) ( )1Q t Q tα+ ≤ ，则 1t + 时刻的李雅普诺夫函数为： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

TT

T T T T

TT T T

TT T T

1 N NV t I A L t BK Q t P I A L t BK

Q t A PA Q t L t A PBK

L t Q t K B PA

L t Q t L t K B PBK

δ δ α δ

δ α δ δ δ

δ α

α

α

δ

δ δ

+ ≤ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗

= ⊗ + ⊗

+ ⊗

+ ⊗

         (25) 

与情况 1 的证明类似，上式结合式(9)和式(11)，李雅普诺夫函数的变化量可以表示为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

T

T T

T

T

T

1

1

1

1 1

Q t P Q t L t

L t Q t L t Q t Q t L t

Q t Q t P

Q t P Q t Q t P

Q t P P

Q

V t

t P

δ α µ γ α ϕ

α ϕ αϕ

αγ δ δ

δ α µ γ γ δ

δ α µ αγ δ

δ α µ δ

⊗ − + Γ − ⊗ Γ

− ⊗ Γ + + ⊗Γ

− ⊗Γ − ⊗ 

= ⊗ − + Γ ⊗Γ − ⊗

= ⊗ − + Γ −

≤ ⊗

−

−

≤

−

∆ 
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( )( ) ( )( )1 1 V tα µ δ= − −                                  (26) 

因此，在情况 2 的条件下，李雅普诺夫函数的变化量满足： 

( )( ) ( ) ( )( )1 1V t V tδ α µ δ+ ≤ −                             (27) 

情况 3： t 时刻的通信拓扑图不包含有向生成树，且从 t 时刻到 1t + 时刻的拓扑图不同，即

( ) ( )1t tσ σ+ ≠ 且 ( ) 2tσ ∈ ，此时有 ( ) ( )jQ t W t= ， ( ) ( )1Q t Q tα+ ≤ ，则 1t + 时刻的李雅普诺夫函数为： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

TT

T T T T

TT T T

TT T T

1 N j N

j j

j

j

V t I A L t BK W P I A L t BK

W A PA W L t A PBK

L t W K B PA

L t W L t K B PBK

δ δ α δ

δ α δ δ α δ

δ α δ

δ δα

+ ≤ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗

= ⊗ + ⊗

+ ⊗

+ ⊗

           (28) 

将 TA PBK ϕ= − Γ ， T TK B PA ϕ= − Γ， T T 2K B PBK ϕ= Γ代入上式，李雅普诺夫函数的变化量可以表示为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

T T

T T 2

j j

j j

W A PA P W L t

L t W L t W L

V t

t

δ α α ϕ

α ϕ α ϕ δ

⊗ − − ⊗ Γ

− ⊗ Γ +



Γ

∆



≤
                 (29) 

注意到 ( ) ( ) ( ) ( )T T
j j jW L t L t W L t W L tϕ+ − 为对称矩阵， jW 为正定矩阵， ϕΓ为半正定矩阵，式(15)中

( ) ( ) ( ) ( )( )T T1
j j j j jW W L t L t W L t W L tϕ−Φ = + − ，则由引理 2 可得，下述不等式始终成立： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

T TT

T
min

j j j

j j

W L t L t W L t W L t

W

δ ϕ ϕ

λ δ

δ

δ ϕ

+ − ⊗ Γ

≥ Φ ⊗ Γ
                     (30) 

将式(16)，式(17)以及式(30)代入式(29)可得： 

( ) ( ) ( )( )( )
( )( )( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )( )

T T
min

T T
min

T1 1

1 1

j j

j

j

W A PA P W

W A PA P

W P

V

t

t

V δ α αλ ϕ

δ α λ

δ

ϕ

α

α

δ

δβ δ

β δ

⊗ − − ⊗ Γ

⊗ − Γ −

+ − ⊗

+

≤

−

∆

=

≤

=

                    (31) 

因此，在情况 3 的条件下，李雅普诺夫函数的变化量满足： 

( )( ) ( ) ( )( )1 1V t V tδ α β δ+ ≤ +                              (32) 

情况 4：t 时刻的通信拓扑图不包含有向生成树，且从 t 时刻到 1t + 时刻的拓扑图不发生变化，即

( ) ( ) 21t tσ σ+ = ∈ ，这意味着 t 时刻和 1t + 时刻同时不包含生成树，此时亦有 ( ) ( )jQ t W t= ，

( ) ( )1Q t Q tα+ ≤ ，由式(14)可知 1α = ，即 ( ) ( )1Q t Q t+ ≤ ，和情况 3 的证明类似, 容易得到在情况 4 的条

件下，李雅普诺夫函数的变化量满足： 

( )( ) ( ) ( )( )1 1V t V tδ β δ+ ≤ +                               (33) 

根据式(24)，式(27)，式(32)以及式(33)所描述的 4 种情况，不难发现，每发生一次切换，不等式的右

边多乘一次α 项；每出现一个包含有向生成树的子图，不等式的右边多乘一次 ( )1 µ− 项；每出现一个不

包含有向生成树的子图，不等式的右边多乘一次 ( )1 β+ 项。综上所述，并结合假设 1 和假设 2，可以得到
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如下的通式： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( )

( )( )
( ) ( ) ( )

0
0

1 0 2 0

0 ln 0
0

0
0

, ,
0

ln 1 1
1

0

ln 1 1ln
1

0

1 1

e e

e

a

t t

a

a

t tN T t t T t t

t t
N

t t
N

V t V t

V t

V t

α
τ

τ

µ ξ β
ξ

µ ξ βα
τ ξ

δ α µ β δ

α δ

δ α

−

−
+

−
− + +

+

− + + 
− +  + 

≤ − +

≤

=

                     (34) 

由式(18)可得
( ) ( )1n 0

1
ln 1l

a

µ ξ β
τ
α

ξ
+

− + +
<

+
，并且当 t →+∞时， ( )0t t− → +∞，所以有 ( )lim 0

t
tδ

→∞
= 。 

定理 1 证明完毕。 

注释 5：当不包含生成树的子图占比超过一定阈值，即
( ) ( )
( ) ( )

ln 1 ln
ln 1 ln

a

a

µ α τ
ξ

β α τ
− +

< −
+ +

时，李雅普诺夫函数

( )( )V tδ 的增长速率 ( )1 β+ 将主导系统发散。当所有子图都包含有向生成树时，根据假设 2 有 0ξ = ，此

时定理 1 中的条件 3 可以简化成
( )
ln

ln 1a
ατ
µ

> −
−

，即只要平均驻留时间 aτ 大于某个值，就可以实现领导

跟随状态一致性。特别地，当切换图的切换方式为随机切换时，可以取 1aτ = ，此时条件 3 变为

( )
ln 1

ln 1
α
µ

> −
−

，通过调整参数的选择来判断控制器的一致性能力。 

4. 数值仿真 

在本节中，利用一个仿真实例来验证定理 1 的有效性。考虑由 1 个领导者和 6 个跟随者构成的多智

能体系统，其切换通信拓扑图如图 1 所示，其中智能体 0 为领导者智能体，智能体 1~6 为跟随者智能体。 
 

 
Figure 1. Communication topologies 1  and 2  
图 1. 通信拓扑图 1 和 2  

 
显然，图包 1 含有向生成树，图 2 不包含有向生成树。在图 1 所描述的拉普拉斯矩阵可以写成 

1

0 0 0 0 0 0 0
0.5 0.5 0 0 0 0 0
0 0 0.5 0.5 0 0 0

0.75 0 0 0.75 0 0 0
0 0.5 0 0 0.5 0 0
0 0 0.5 0 0 0.75 0.25
0 0 0 0.25 0 0 0.25

 
 − 
 −
 = − 
 −
 

− − 
 − 

  

根据式(10)，有 
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1

0.5 0 0 0 0 0
0 0.5 0.5 0 0 0
0 0 0.75 0 0 0
0.5 0 0 0.5 0 0
0 0.5 0 0 0.75 0.25
0 0 0.25 0 0 0.25

L

 
 − 
 

=  
− 
 − −
 

−  

 

此外，选取的参数为： 

1 0.1 0.5047 0.0003
0 1 0.0906 , 0.0094
0 0 0.8187 0.1813

A B
   
   = =   
      

 

显然， ( ),A B 可控，有 ˆ 1µ = ，取 0.05µ = ， 0.3γ = ， 1.6ϕ = ，可以通过 LMI 工具包求解矩阵不等式

(11)，得到 

1 2

142.2499 0 0 4.1809 0 0
0 96.0656 11.1363 0 8.9890 6.3045
0 11.1363 170.4624 0 0.6304 19.5185

4.1809 0 0 67.2717 0 0
0 8.9690 0.6304 0 48.8076 15.8463
0 6.3045 19.5185 0 15.8463 101.4438

Q Q

 
 − − 
 

= =  
 
 − −
 

− −  

 

不难看出 1α = ， 0aτ > ， ( )min min 2 0.3697λ λ= Φ = − ，结合最优化问题(17)， 0.36β = ，并且 

0.0003 0.0009 0.0004
0.0009 0.0041 0.0003

0.0004 0.0003 0.0007
P

− 
 = − − 
 − 

 

控制器的开环增益为 

[ ]4.5848 0.6936 9.4774K = − −  

选择 1aτ = ，通信拓扑在该平均驻留时间下发生切换，该切换过程中有 ( ) ( )2 0 1 0, ,T t t T t t= 。 
图 2，图 3，图 4 描述了不同初始状态下的系统状态轨迹，图 5 描述了不同初始状态下的系统输入轨

迹，图 6 描述了跟随者与领导者间的状态一致性误差。由图 6 可知，在本文给出的控制协议下，系统在

图 1 给出的切换拓扑下可以实现领导跟随一致性。 
 

 
Figure 2. The states trajectories of ( )1ix t  ( )0,1, ,6i =   

图 2. ( )1ix t 的状态轨迹 ( )0,1, ,6i =   
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Figure 3. The states trajectories of ( )2ix t  ( )0,1, ,6i =   

图 3. ( )2ix t 的状态轨迹 ( )0,1, ,6i =   

 

 
Figure 4. The states trajectories of ( )3ix t  ( )0,1, ,6i =   

图 4. ( )3ix t 的状态轨迹 ( )0,1, ,6i =   

 

 
Figure 5. The inputs trajectories ( )iu t  ( )1,2, ,6i =   

图 5. 输入轨迹 ( )iu t  ( )1,2, ,6i =   
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Figure 6. State consensus error between followers and leader ( )i tδ  ( )1,2, ,6i =   

图 6. 跟随者与领导者间的状态一致性误差 ( )i tδ  ( )1,2, ,6i =   

 
注释 6：在对正定矩阵 P 进行求解的时候，涉及到最优化的问题，上述的 P 是基于凸优化工具包 CVX

求解得到的，在利用凸优化工具包 CVX 进行求解时，只会给出 P 的一个解，但显然满足条件的正定矩阵

P 是不唯一的。文献[13]给出了一种迭代的求解方法，根据迭代并进行验算，我们发现如下两个正定矩阵

1P 和 2P 同样满足约束(9)和(17)，并且根据控制协议(12)中反馈增益 K 的设计，可以得到 1K 和 2K ，进而

可以得到在 1K 和 2K 控制下的状态一致性误差，如图 7 所示。 

1 2

0.0093 0.0242 0.0111 0.0015 0.0007 0.002
0.0242 0.0981 0.0119 , 0.0007 0.0024 0
0.0111 0.0119 0.0218 0.002 0 0.0031

P P
− −   

   = − − = −   
   −   

 

[ ] [ ]1 25.7355 3.4130 12.6295 , 7.6644 1.2470 13.8156K K= − − = − − −  

 

 
Figure 7. State consensus error under different parameters 
图 7. 不同参数下的状态一致性误差 

 

特别地，本文选取的系统矩阵 ( ),A B 与文献[14]一致，但文献[14]对于矩阵 A 的谱半径进行了严格的

要求：A 的特征值均位于单位圆内。显然，当我们对选取的 A 进行微调后，取

1.1 0.1 0.5047
0 1 0.0906
0 0 0.8187

A
 
 =  
  

，此
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时的矩阵 A 不满足文献[14]所设计的控制器的要求。而在本文中，选取 0.02µ = ， 0.4315γ = ， 1.58ϕ = ，

求解矩阵不等式可得 

[ ]3

0.2757 0.0313 0.3428
10 0.0313 0.3843 0.0892 , 7.4066 3.1054 13.7765

0.3428 0.0892 0.5483
P K−

− 
 = × − = − − − 
  

 

由图 8 可以看出，调整后的系统在本文设计的控制协议下依然可以实现状态一致性。 
注释 7：尽管文献[14]研究的是无领导者一致性问题，本文设计的控制器经过一些调整后也可以适用

于无领导一致性问题，只需将 ( )Q t 的维度从 N 维变成 1N − 维，并对拉普拉斯矩阵 ( )t 的形式进行一些

改动。 
 

 
Figure 8. State consensus error between followers and leader ( )i tδ  ( )1,2, ,6i =   

图 8. 跟随者与领导者间的状态一致性误差 ( )i tδ  ( )1,2, ,6i =   

5. 总结 

本文研究了离散时间系统下有向切换网络的多智能体系统领导跟随一致性问题，并考虑了切换过程

中部分子图不包含有向生成树的问题。针对基于平均驻留时间的切换过程，提出了基于状态反馈的控制

协议，通过图矩阵不等式与改进的黎卡提方程构建了李雅普诺夫函数，并用该李雅普诺夫函数针对 4 种

不同的图切换情况进行分类讨论，证明系统在给定的条件下可以实现领导跟随一致性，最后通过一个实

例验证了理论结果的有效性。 
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