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摘  要 

全变差(Total Variation, TV)模型作为一类重要的图像正则化技术，因其约束图像梯度结构的独特能力，

在图像处理与信号分析等领域受到广泛关注。为解决传统TV模型中图像细节丢失与阶梯效应显现等问

题。进一步有效保持图像边缘信息并实现重要区域的适度平滑，本文提出一种融合分数阶变指数的改进

加权全变差模型。首先，基于log-exp函数特性构建新型加权变指数分数阶全变差模型，通过引入加权函

数对图像边缘区域赋予较小权值，而对平滑区域赋予较大权值；其次，运用变分方法推导模型的Euler-
Lagrange方程，将优化问题转化为梯度下降流方程进行求解；最后进行了对比实验，结果表明该方法在

相关性能上有显著提升，与现有方法相比具有竞争力。 
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Abstract 
As a prominent image regularization technique, the Total Variation (TV) model has garnered exten-
sive attention due to its unique capability to constrain gradient structures in images. To address the 
inherent limitations of conventional TV models—such as loss of fine details and emergence of stair-
case artifacts—this paper proposes an enhanced weighted total variation model that integrates 
fractional-order variable exponents. The proposed framework aims to preserve edge information 
effectively while achieving adaptive smoothing in homogeneous regions. First, a novel weighted 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2025.154103
https://doi.org/10.12677/pm.2025.154103
https://www.hanspub.org/


张望哲 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.154103 2 理论数学 
 

fractional-order variable-exponent TV model is constructed based on the log-exp function, where 
edge regions are assigned to smaller regularization weights and smoother areas receive larger 
weights to balance structural fidelity and noise suppression. Second, variational principles are em-
ployed to derive the Euler-Lagrange equation, transforming the optimization problem into a gradi-
ent descent flow for numerical implementation. Finally, comparative experiments demonstrate that 
the proposed method achieves significant improvements in both edge preservation and artifact re-
duction, exhibiting competitive performance against state-of-the-art techniques in terms of quanti-
tative metrics and visual quality. 
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1. 引言 

图像去噪作为数字图像处理中的一个主要问题，其目标是在尽可能保留图像原有细节和特征的前提

下，去除噪声，提升其视觉质量。一般来说，图像去噪方法主要包括：空间域滤波(如均值滤波、中值滤

波、高斯滤波)、频域滤波(利用傅里叶变换和低通滤波器)、基于模型的方法(如全变差模型、小波变换去

噪)以及深度学习方法(如卷积神经网络)等方法[1]。TV 模型的提出背景源于传统线性滤波方法(如高斯滤

波)在去噪时易导致边缘模糊的问题，其核心思想是通过最小化图像梯度幅值的L1范数实现去噪与复原。

与传统方法不同，TV 模型基于变分框架，通过保留图像梯度的稀疏性，能够在抑制噪声的同时保持边缘

的锐利性。这一特性使其迅速成为图像处理领域(如去噪、去模糊、图像分割与修复以及压缩感知重建)的
里程碑式方法。 

在图像去噪领域，TV 模型通过最小化梯度幅值，有效分离噪声(高频扰动)与真实边缘(结构性高频信

息)，尤其适用于椒盐噪声和高斯噪声的混合场景[2]。在图像去模糊中，模糊核已知或可估计的情况下，

TV 正则项可约束解空间，避免反卷积过程中因病态性导致的伪影放大[3]。对于图像分割与修复领域，结

合 Mumford-Shah 模型，TV 正则项可用于分割具有不连续边界的区域，或修复破损图像中的结构连续性

[4]。运用在压缩感知重建时，在欠采样信号恢复(如 MRI 成像)中，TV 模型作为稀疏先验，能够从少量观

测数据中重建高质量图像[5]。 
然而，传统 TV 模型存在显著局限性：首先，在平滑区域，由于 L1 范数的线性增长性，TV 正则项

对梯度的惩罚随幅度线性增长，使得模型更倾向于生成少量大幅梯度(即分段常数区域)，而非连续变化的

平滑过渡，再由其各向同性惩罚机制，TV 模型对梯度的幅值进行惩罚，但忽略方向信息，导致其对图像

局部曲率变化不敏感，最终导致人工伪影从而产生阶梯效应[6]；其次，对于梯度幅值较小的边缘，TV 正

则项的全局惩罚会将其误判为噪声并予以抑制，使得弱边缘模糊化，而在自然图像的纹理区域，TV 模型

因无法区分随机噪声与结构性纹理，导致细节丢失；最后，TV 模型的 L1 范数正则项导致能量泛函非凸，

使得优化过程易陷入局部极小而非全局最优解[7] [8]。 
现有研究对全变差模型的分析与改进，均在尽可能不丢失图像中原有价值信息的前提下，有效地去

除无关噪声带来的影响。具体表现为，通过最小化数据保真项与全变差正则项之和，在保证其重建数据

与观测数据尽可能接近的同时，利用全变差来约束解的光滑性，从而有效去除噪声并保留图像的边缘等
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重要特征[9] [10]。从数学模型上来说，有如下几类常用的形式。 
Tikhonov 正则化可借助处理图像光滑区域的优势，对其进行正则化约束，可以使复原图像保留原先

验信息，并在很大程度上使图像趋于平滑。利用 Tikhonov 正则化，可以将把图像复原的病态问题转化为

如下模型[11]。 

( )1,2

2 2
22Ω

1min Φ
2u W

Au g Ru
∈

 − + 
 

                         (1.1) 

该模型中的前一项为数据保真项，后一项为正则化项。其中 

( )
{ }
{ }

1,
, are absolutely integrable ,    1

, are square integrable ,          2
s

u u u s
W

u u u s

 ∈Ω ∇ =Ω = 
∈Ω ∇ =

 

u 是待求解图像；A 是一个线性算子，表示观测的模型；g 表示原始图像，即含噪声的图像；R 是正则化

矩阵，用于引入先验知识；Φ是正则化参数，用于平衡数据保真项和正则化项的影响。 
一般情况下，在上述模型(1.1)中，如果选择梯度算子作为正则化矩阵 R ，即 R = ∇，则正则化项可以

表示为
2
2u∇ ，这种形式增强了解的变化平滑，抑制高频噪声。因此可改写为。 

( )
( )

1,2

2 2

Ω ΩΩ
min d d

2u W
E u u x u g xλ

∈

 = ∇ + − 
 ∫ ∫                     (1.2) 

一方面，通过对数据保真项引入了一个松弛因子 λ ，用来控制图像平滑度。另一方面，该模型中的解

过于平滑，使得该模型最终是一个各项同性扩散的模型，因此不能很好地保留图像地边界特征。 
随后 Rudin，Osher 以及 Fatemi 提出了另外的全变差正则化模型，即 ROF 模型[2]。 

( )
( )

1,1

2min d d
2u W

E u u x u g xλ
Ω Ω∈ Ω

 = ∇ + − 
 ∫ ∫                     (1.3) 

该模型为各项异性扩散模型，有效抑制了高频信息的过度平滑化现象，显著提升了边缘结构的保真

度；然而受限于其分段恒定先验假设，在处理连续渐变纹理时易诱发分段常数效应，导致视觉表征出现

非物理性阶跃突变。具体而言，通过各向异性扩散方程保持梯度场的局部一致性，这种设计虽然强化了

边缘定位精度，却因忽略了纹理区域的连续光滑先验，最终在均匀区域产生伪轮廓现象[12]-[14]。 
鉴于传统全变差(TV)模型在抑制噪声时易诱发阶梯效应，而高阶正则化方法虽能缓解此类伪影却易

造成纹理过度平滑的矛盾性缺陷，Blomgren 等人提出了一种基于变指数泛函(variable-exponent functional)
的自适应正则化模型[15] [16]。 

( )
( )

( )

1,

2min d d
2

u

p

p

u W
E u u x u g xλ∇

Ω Ω∈ Ω

 = ∇ + − 
 ∫ ∫                   (1.4) 

该模型通过构造与图像局部梯度特征动态耦合的正则化指数函数，实现 TV 项( 1p = )与高阶光滑项

( 1p > )的连续过渡调控：在边缘区域强化梯度稀疏约束以保持结构锐度，在平滑区域提升正则化阶数以

抑制分段常数逼近倾向，从而在频域–空域联合优化中建立了边缘保持与纹理保真间的平衡机制。 
模型(1.4)中，能够兼顾提取边界特征和处理平坦区域此方法，本质上整合了 TV 模型的几何保边优

势与高阶扩散的渐变适应性，通过非线性耦合策略缓解了传统单一先验假设导致的频域信息表征冲突，

为复杂纹理图像复原提供了更优的变分建模范式。但是，变指数函数将梯度模值作为泛函参数，其非线

性耦合特性虽增强模型自适应性，却因参数动态关联导致计算复杂度显著提升，且非凸性易引发能量泛

函下半连续性缺失，致使变分问题弱紧性难以保证，进而威胁解的存在性及稳定性。 
基于此，Chen、Levine 与 Rao 等人构建了分段的修正泛函模型(1.5)，于有界变差函数空间( ( )BV Ω )
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内严格论证了该模型解的适定性及弱收敛性，并证明其可有效抑制伪轮廓生成[17]。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2min , d d
2p xu BV L

E u x u x u g xλϕ
Ω Ω∈ Ω ∩ Ω

 = ∇ + − 
 ∫ ∫                 (1.5) 

其中 
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( ) ( )
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1 *
p x

k G u xσ

= +
+ ∇

, 
2

2
1 exp

22
xGσ σπσ

 
= − 

 
 

Gσ 为高斯核函数， 0k > ， 0σ > 为预设常数， β 则作为可调节变量，通过自适应机制动态平衡模型的灵

敏性与鲁棒性。 
针对模型复杂度与计算效率的优化需求，Li 等人提出了一种参数简约化的分数阶变指数全变差

(Fractional-Order Variable-Exponent Total Variation，FV-TV)模型。 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1, 2

21min d d
2p x

p x
p x

u W L
E u u x u g x

p x
λ

Ω Ω∈ Ω ∩ Ω

  = ∇ + − 
  
∫ ∫               (1.6) 

Li 等人基于变指数 Sobolev 空间( ( )1, p xW )的理论框架，对该模型进行探究，严格论证了模型(1.6)极小化解

的存在性和唯一性[18]。此外，P. Harjulehto 等研究了该模型指数达到临界值 1 时图像恢复的变指数模型，

得到的结果证明并回答了 Li 和 Pi 提出的收敛性问题[19]。 
上述模型(1.6)在边界区域因梯度模值显著， ( ) 1p x → 时趋近于 ROF 模型的各向异性扩散机制，继承

其边缘锐化与结构保真优势；在平滑区域因梯度模值趋零， ( ) 2p x → 时退化为各向同性扩散，实现均匀

噪声抑制；通过自适应正则化权重 ( )p x 的连续调控，该模型在频域-空域联合优化中动态平衡分段光滑先

验与纹理保真需求，有效抑制伪影生成。 
分数阶微分算子因具备非局部记忆效应与全局关联特性，且其定义于扩展的 Sobolev 空间中可表征

更丰富的图像形态特征，故引入该算子构建的扩散模型能有效抑制二阶偏微分方程(PDE)模型固有的阶梯

状伪影，同时增强纹理及弱边缘的拓扑保持性[20]。基于此，受分数阶正则化机制与数据驱动框架的协同

优势启发，王迎美等建立了如下融合分数阶导数的自适应变分模型[21]。 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1, 2

21 1min d d d
2p x

p xv
p x

u W L
E u D u x u x u g x

p x
α λ

Ω Ω Ω∈ Ω ∩ Ω

  = + ∇ + − 
  
∫ ∫ ∫          (1.7) 

其中 vD 表示 v阶梯度算子， 

( ),v v v
x yD u D u D u= ， ( ) ( )2 2v v v

x yD u D u D u= + ，1 2v< < 。 

模型(1.7)通过耦合整数阶微分算子的局部边缘保持能力与分数阶微分算子的非局部关联特性，在变

分框架内协同抑制阶梯效应：前者通过各向异性扩散维持边界锐度，后者借助全局记忆效应削弱分段常

数逼近倾向，同时约束均匀区域的高频振荡，从而在消除噪声与保留纹理间实现动态平衡，避免传统单

一阶次模型因先验刚性导致的过平滑或伪轮廓生成问题。 
在图像处理领域，全变差(TV)模型因其对噪声抑制与边缘保留的平衡能力而被广泛应用。然而，传

统 TV 模型存在各向同性梯度惩罚、低阶导数表征局限以及全局平滑偏好等问题。为解决这些挑战，近
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年来的研究发展中，分数阶变指数全变差模型(FV-TV)作为一种创新方法被逐步提出和优化改进。 
传统全变差(TV)模型因依赖整数阶导数的各向同性 L1 范数惩罚，在图像处理中存在阶梯效应、弱边

缘模糊及纹理细节丢失等局限。分数阶变指数全变差模型(FV-TV)通过引入分数阶导数与动态变指数函

数，显著提升了模型对图像多尺度结构的自适应性。分数阶导数扩展了整数阶微积分的多尺度分析能力，

利用非整数阶差分算子解析图像的分形特征，有效捕捉复杂纹理在局部变化中的过渡特性；动态变指数

函数则依据局部梯度幅值自适应调整惩罚强度，在平滑区域(低梯度)增强 L2 型平滑抑制阶梯效应，在边

缘区域(高梯度)降低惩罚强度以保护弱边缘。同时，结合分数阶基样条(Basis Spline)的方向分解机制，该

模型增强了对梯度方向分布的敏感性，可区分噪声与结构性纹理的频谱特征。相较于传统 TV 模型，FV-
TV 在医学影像(如 CT 血管细节保留)、遥感图像(如地物边缘增强)等场景中展现出更优的伪影抑制能力

与细节重建精度，其核心创新在于通过多尺度分数阶先验与局部自适应惩罚机制的协同，实现了对图像

几何结构与噪声统计特性的精细化建模，为高精度图像复原提供了理论突破[22]。 
相较于整数阶模型，分数阶微分可以描述介于整数阶微分之间的中间状态，因此，分数阶导数可以

更好地捕捉图像边缘的细微变化，对于具有复杂纹理和不规则边缘的图像，能够更精确地保留边缘信息。

然而，分数阶变指数全变差模型虽抑制了阶梯效应，但在高纹理密度区域仍面临过平滑问题：正则化项

对低对比度纹理的过度稀疏性约束易导致弱显著性细节丢失。因此，本文在分数阶变指数全变差和整数

阶全变差模型的基础上，基于 log-exp 函数的性质，构建梯度幅值驱动的自适应权重函数，在变分框架内

平衡噪声抑制与纹理连续性先验，从而进一步提高模型的去噪效果。 

2. 基于加权的分数阶变指数全变差模型 

2.1. 模型改进 

结合分数阶变指数全变差以及加权全变差模型的优点，本文提出以下模型。 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1, 2

21 1min d d d
2p x

p xv
p x

u W L
E u D u x u x u g x

p x
α λ ω

Ω Ω Ω∈ Ω ∩ Ω

  = + ∇ + − 
  
∫ ∫ ∫       (2.1) 

其中 vD 表示 v阶梯度算子， ( ),v v v
x yD u D u D u= ， 

( ) ( )2 2v v v
x yD u D u D u= + ，1 2v≤ ≤ ， 

( ) ( )
11

1 *
p x

k G u xσ

= +
+ ∇

，
2

2
1 exp

22
xGσ σπσ

 
= − 

 
， 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
. 1 . 1

n n
x y

x yi j i j
i j i j

u u uω ω ω
= =

∇ = ∇ + ∇∑ ∑  

( )( ) ( ) ,
, /

1 1
log2 1 e x i j

x
x i j u
uµ µ

ω ϕ
µ ∇

= ∇ = ×
× +  

( )( ) ( ) ,
, /

1 1
log2

1 e
y i j

y
y i j u
uµ

µ
ω ϕ

µ ∇
= ∇ = ×

×
+

 

2.2. 相关性质 

2.2.1. 分数阶项的性质 
在模型(2.1)中，分数阶项能够根据图像的梯度信息自适应接近模型(1.2)或(1.3)，从而吸取模型(1.2)或
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(1.3)的优点，达到更好的去噪效果。 

证：由模型中， ( ) ( )
11

1 *
p x

k G u xσ

= +
+ ∇

，
2

2
1 exp

22
xGσ σπσ

 
= − 

 
 

令
( )

1( )
1 *

K x
k G u xσ

=
+ ∇

， k 为参数。 

在边界区域因梯度模值显著， ( ) 0K x → ， ( ) 1p x → 时趋近于 ROF 模型的各向异性扩散机制，继承

其边缘锐化与结构保真优势；在平滑区域因梯度模值趋零， ( ) 1K x → ， ( ) 2p x → 时退化为各向同性扩散，

实现均匀噪声抑制。 

2.2.2. 加权函数的性质 
为了能够利用图像梯度信息的自适应权重分配机制，从而依据局部梯度先验信息动态优化模型参数

权重配比，进而实现正则化约束强度的自适应调控，有效提升模型在边缘锐度保持与纹理平滑间的平衡

能力。因此在本文提出的模型(2.1)中，整数阶加权项引入了加权函数 ( )tµϕ 。 

( ) /

1 1
log2 1 tt

eµ µϕ
µ

= ×
× +

                               (2.2) 

证：上述模型(2.1)的加权项中引用了 ( )tµϕ ，它基于函数 ( )tµψ 的导数部分变形而来[23]。 

( ) ( )/
1 2log 0

log2 1 e t
tµ µ

ψ µ
−

 
= > 

+ 
，                            (2.3) 

定义域：由公式可知，函数 ( )tµψ 的定义域为 t R∈ ，因为对于任意实数，函数都有定义。 
值域： 

当 0t = 时， ( ) 0/
1 2 1log log1 0

log2 log21
0

eµ µψ  = = = + 
； 

当 t →+∞时， ( ) /
1 2 1lim log log2 1

log2 log21 et
tµ µψ −∞→+∞

 = = + 
= 。 

因此函数 ( )tµψ 的值域为 [ ]0,1 。 
对称性：由于 ( ) ( )t tµ µψ ψ= − ，所以函数 ( )tµψ 是关于 0t = 对称的， ( )tµψ 为偶函数。 
单调性：根据函数 ( )tµψ ，求得其导数 ( )tµψ ′ 如下 

( )

/

/

/

/

1 e ,  0
log2 1 e
1 e ,   0
log2 1 e

t

t

t

t

t
t

t

µ

µ

µ µ

µ

µ
ψ

µ

−

−


× > × +′ = 

 × < × +

                            (2.4) 

当 0t ≠ 时， ( ) 0tµψ ′ > ，所以函数 ( )tµψ 在 ( )0,+∞ 上，单调递增，由于函数是偶函数，在 ( ),0−∞ 上

单调递减。 
由此可知， 
当 t →+∞时， ( ) 1tµψ → ； 
当 0t → 时， ( ) 0tµψ → 。 
综上所述，函数 ( )tµψ 是一个定义域为 t R∈ ，值域为 [ ]0,1 ，并且受参数 µ 影响其变化陡峭程度的偶

函数。 
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根据函数 ( )tµψ 的特性可知，对于数值小的部分，则对应的权重小；当数值较大时，数据点的权重

较大，对结果的影响也较大。这对基于梯度信息的图像处理的算法要求而言，是背道而驰的，因此我们

考虑其导数的性质。 
根据公式(2.3)所求得的 ( )tµψ ′ 可知 

( )
( )

0,

 is large,

t t

t t
µ

µ

ψ µ

ψ µ

 ′ →


′





 

因此，基于梯度的图像处理算法中，如果 t 表示像素点的梯度值，那么在梯度值较小的区域，导数加

权项相对较大，这有助于在这些区域进行更精细的操作；而在梯度值较大的区域，权重迅速减小，避免

了在这些区域过度操作。 
为了简化权重公式项，减少计算的复杂度。在原函数 ( )tµψ 导数的基础上，保证其性质不变的情况

下，进一步简化公式，得到需要的加权项为 

( ) /

1 1
log2 1 e ttµ µϕ

µ
= ×

× +
 

3. 基于梯度下降流方程的算法 

3.1. 算法推导 

梯度下降法的核心在于通过迭代更新参数，沿目标函数的最速下降方向逼近最优解。在实际应用中，

需结合问题特性选择合适的学习率、优化器及终止条件。理论收敛性分析依赖于目标函数的光滑性与凸

性假设，而在本文的实现中，先逐步推导出模型的梯度下降流方程，再通过实验验证与调参平衡收敛速

度与稳定性。 
针对所提模型的数学特性与优化机理，下面需从能量泛函的全局框架展开系统性分析。 

( ) ( ) ( ) ( )f dE u E u E u E uωα λ= + +                        (3.1) 

本模型能量泛函由三部分构成：变指数 ( )p x 分数阶全变差正则化项 ( )fE u ，加权全变差正则化项

( )E uω ，以及数据保真能量项 ( )dE u 。其中正则化权重系数α 与保真强度参数 λ 作为正定调节参数，通过

参数设置动态平衡各能量项对全局泛函的贡献权重。接着基于变分原理，再分别推导出模型各部分对应

的梯度下降流方程。 
针对分数阶全变差正则化模型，基于变分原理可推导其 Euler-Lagrange 方程。具体而言，选取任意测

试函数 ( )Cη ∞∈ Ω ，构造与 ε 相关的扰动泛函。 

( ) ( )
( )1Φ d

p xv vD u D
p x

ε ε η
Ω

= + Ω∫  

计算该泛函关于 ε 的导数 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1

2 21

d 1Φ d
d

, , d

, d

d

p xv v

p xv v v v v v
x y x y

p xv v v v v v
x x y y

p xv v v v v v
x x y y

D u D
p x

D u D D u D u D D

D u D D u D D u D

D u D D u D D u D

ε ε η
ε

ε η ε η η

ε η ε η ε η

ε η ε η ε η

Ω

−

Ω

−

Ω

−

Ω

′ = + Ω

′= + + Ω

′= + + + Ω

′
= + + + + Ω

∫

∫

∫

∫
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

2
d

d

2

2

v v v v v v
p x x x x y y yv v

v v

v v v v v v
p x x x x y y yv v

v v

D u D D D u D D
D u D

D u D

D u D D D u D D
D u D

D u D

ε η η ε η η
ε η

ε η

ε η η ε η η
ε η

ε η

−

Ω

−

Ω

+ + +
= + Ω

+

+ + +
= + Ω

+

∫

∫

 

再将 0ε = 带入，从而得到 

( ) ( )2Φ 0 d
v v v v
x x y y

p xv

D uD D uD

D u

η η
−Ω

Ω′
+

= ∫  

*v
xD u 与

*v
yD u 是 v

xD u 与 v
yD u 的伴随算子，上式变形后可得 

( ) ( )

( ) ( )
* *

2

2 2

Φ 0 d

d

v v v v
x x y y

p xv

vv
yv vx

x yp x p xv v

D uD D uD

D u

D uD uD D
D u D

u
u

u

η η

η

−Ω

− −Ω

+
= Ω

    
    = + Ω            

′ ∫

∫

 

由于η的任意性，得到它的 Euler-Lagrange 方程 

( ) ( )
* *

2 2 0
vv
yv vx

x yp x p xv v

D uD uD D
D

u
D u

u
u

− −

   
   + =      
   

 

再得出相应的 ( )fE u 的梯度为 

( ) ( ) ( )
* *

2 2

vv
yv vx

f x yp x p xv v

D uD uE u D D
D u D

u
u

u
− −

   
   ∇ = +      
   

 

则，它的梯度下降流方程为 

( ) ( )
* *

2 2

vv
yv vx

x yp x p xv v
u u

D uD uu D D
t D u D u

− −

    
∂     = − +    ∂         

                      (3.2) 

按照上述方法，同理可得简化后的加权 TV 正则化项的梯度下降流方程为 

yx yx
x y

uuu
t u u

ω ω
   ∇∇∂

= ∇ + ∇      ∂ ∇ ∇   
                            (3.3) 

令 

( ) ( )
* *

2 2

vv
yv vx

n x yp x p xv v

D uD uq D
D D

uD
u u

u
− −

   
   = +      
   

                         (3.4) 

yx yx
n x y

uur
u u

ω ω
   ∇∇

= ∇ + ∇      ∇ ∇   
                             (3.5) 

将(3.2)至(3.5)的公式带入模型(3.1)中，得到模型的梯度下降流方程表达为 
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( )n n
u q r u g
t

α λ∂
= − + − −

∂
                              (3.6) 

假设初始图像 u 被表示为一个 m n× 的矩阵。我们将时间间隔步长定义为 t∆ ，时间步长定义为 t n t= ∆ 。 
根据上面的梯度下降流方程，可得模型的数值离散迭代表达为 

( )1 nn n n nu u t uq r gα λ+ − = + −− ∆                              (3.7) 

其中， 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( )( )

*

*

1
1

1
2

1
1

1
2

1 exp 2

1 exp 2

1 exp 2

1 exp 2

vv
x

vv

vv

vv

y

x

y

D u F i w m F u

D u F i w n F u

D F conj i w m Fu u

D F conj i wu n F u

π

π

π

π

−

−

−

−

= − −

= − −

= − −

= − −

                      (3.8) 

上式中，F 与 1F − 分别表示二维离散傅里叶变换(DFT)及其逆变换(IDFT)的线性算子， ( )conj  为复共轭算

子。 

1 0,1,2, , 1w m= ⋅⋅⋅ − ， 2 0,1,2, , 1w n= ⋅⋅⋅ − 是对应的 x 和 y 的离散傅里叶变换频率[24]。 

3.2. 算法步骤 

下面给出具体的算法步骤： 
 

梯度下降算法 
Step1：输入噪声图像 g ，设置初始参数： 1, , , , , , , ,nn u g t t n t k vα λ µ= = ∆ = ∆ ； 

Step2：计算分数阶梯度 v
xD u ， v

yD u ； 

Step3：计算变指数 ( )p x ； 

Step4：根据 Step2 和 Step3 的结果，计算
*v

xD u ，
*

y
vD u ； 

Step5：根据等式(3.4)和(3.5)计算 nq 和 nr ； 

Step6：计算 ( )1 n nn nu u t q r u gα λ+ −= +− −∆    ，设置迭代次数 1n n= + ；如果 n N= ，输出 1nu + ，结束算法；否则返

回到 Step2。 

4. 数值实验 

本节中，我们将测试所提出模型的性能，并与全变差模型(TV)和分数阶变指数和整数阶全变差模型

(Fractional-order variable exponent and integer-order total variation models, FVAI)的数值结果进行比较[21] 
[23]。为了比较去噪后图像的质量，我们借助 python 程序，计算了峰值信噪比(Peak Signal-to-Noise Ratio, 
PSNR)以及结构相似性指数(Structural Similarity Index, SSIM)。峰值信噪比(PSNR)的定义如下： 

2

10
MAXPSNR 10log
MSE

 
=  

 
 

其中， MAX 是图像的最大灰度值，MSE 定义为： 

( ) ( )
2

1 1

1MSE , ,
m n

n
i j

u i j u i j
mn = =

= −  ∑∑  
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由定义可以看出，峰值信噪比与图像去噪效果是正相关的，去噪效果越好，峰值信噪比数值越大。 
结构相似性指数(SSIM)是衡量两幅图像间的相似度的指标，它的定义为： 

( ) ( )( )
( )( )

1 2

2 2 2 2
1 2

2 2
SSIM , x y xy

x y x y

C C
x y

C C

µ µ σ

µ µ σ σ

+ +
=

+ + + +
 

其中， xµ ， yµ ， xσ ， yσ 和 xyσ 分别表示图像 X 和 Y 的局部均值、标准差和互协方差。 1C 和 2C 是可以

调整的参数。SSIM 的范围为 0 到 1。当 SSIM 趋于 1 时，两幅图像更加相似，表明去噪图像的结构得到

了更好的保持。 
本文模拟实验的设备处理器为 Intel(R) Core(TM) i7-6700HQ CPU @ 2.60 GHz，使用的 python 版本为

3.8.8。在用 python 对模型进行编译时，为了避免数值计算过程中的溢出问题导致程序报错，所以将图像

数据转换为浮点数后除以 255。由此在进行乘法、幂运算等操作时，能够保持结果的稳定性和精确度，方

便后续的各种数值计算和模型处理。 
下面展示对图像(Cameraman)添加标准差为 12.75 (stddev = 0.05)的高斯噪声时，全变差模型(TV)、分

数阶变指数和整数阶模型(FVAI)以及本文模型的去噪结果。 
 

 
Figure 1. Original image 
图 1. 原图   

 

 
Figure 2. Noisy image 
图 2. 噪声图像 
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Figure 3. TV denoised image 
图 3. TV 去噪图像 

 

 
Figure 4. FVAI denoised image 
图 4. FVAI 去噪图像 

 

 
Figure 5. Ours denoised image 
图 5. 本文模型去噪图像 

 
基于图 1~5 的直观对比分析，本研究构建的模型在降噪性能方面表现得更加优异。视觉评估结果显
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示，相较于对比中的去噪方法，本文模型重构的图像纹理更清晰且细节保留更完整，主观视觉评价表明

其输出结果与原始图像具有更高的相似度。 
表 1 和表 2 分别从峰值信噪比(PSNR)和结构相似性指数(SSIM)，对全变差模型(TV)、分数阶变指数

和整数阶模型(FVAI)以及本文模型的去噪结果进行客观量化比较。 
 

Table 1. Peak Signal-to-Noise Ratio (PSNR) for different Gaussian noise standard deviations (stddev) 
表 1. 不同高斯噪声标准差(stddev)的峰值信噪比(PSNR) 

Cameraman TV 模型 FVAI 模型 本文模型 
stddev = 0.01 39.8210 32.4428 32.7143 
stddev = 0.02 34.0765 32.3668 32.6185 
stddev = 0.03 31.4162 32.2846 32.5182 
stddev = 0.04 30.2380 32.1491 32.4295 
stddev = 0.05 29.5601 32.0531 32.3342 

 
Table 2. Structural Similarity Index (SSIM) for different Gaussian noise standard deviations (stddev) 
表 2. 不同高斯噪声标准差(stddev)的结构相似性指数(SSIM) 

Cameraman TV 模型 FVAI 模型 本文模型 
stddev = 0.01 0.9495 0.8250 0.8392 
stddev = 0.02 0.8408 0.8179 0.8328 
stddev = 0.03 0.7281 0.8124 0.8284 
stddev = 0.04 0.6342 0.8048 0.8221 
stddev = 0.05 0.5616 0.7953 0.8147 

 

从表中的数据结果可以看出，伴随噪声水平的逐步递增，TV 模型的去噪效果会大幅度降低，稳定性

较弱；而本文模型的去噪效果较为稳定，且在对标准差为 12.75 以内的高斯噪声图像处理结果上，峰值信

噪比(PSNR)和结构相似性指数(SSIM)都比 FVAI 模型更大。 

5. 总结 

在全变差模型的演化发展中，分数阶微分算子与变指数泛函的引入显著提升了模型对图像多尺度结

构的自适应性。相较于整数阶模型，分数阶微分可以描述介于整数阶微分之间的中间状态，因此，分数

阶导数可以更好地捕捉图像边缘的细微变化，对于具有复杂纹理和不规则边缘的图像，能够更精确地保

留边缘信息。本文在分数阶变指数全变差和整数阶全变差模型的基础上，基于 log-exp 函数的性质，构建

梯度幅值驱动的自适应权重函数，在变分框架内平衡噪声抑制与纹理连续性先验，最后通过数值实验的

结果，验证了所提模型在噪声抑制与伪影消除间的动态平衡性，并证实其在去噪效果方面展现出更高的

稳定性和鲁棒性。 
本研究聚焦于全变差模型的理论演进与改进策略，提出了一种基于分数阶变指数框架的增强型图像

复原模型。区别于传统 TV 模型对各向同性梯度信息的单一处理机制，本工作通过双重创新路径实现图

像细节的鲁棒性保留：其一，构建分数阶变指数正则化项以突破整数阶导数的多尺度表征局限，其非局

部微分特性可精准捕捉图像的非整数阶奇异性；其二，设计具有梯度先验感知能力的自适应加权函数，

通过建立梯度幅值与权值系数的非线性映射关系，动态平衡整数阶正则项对模型的贡献度。文中系统论

证了加权函数的构造准则及其连续性、单调衰减性等数学特性，确保模型在抑制阶梯效应的同时增强纹

理敏感性。实验部分通过峰值信噪比(PSNR)与结构相似性(SSIM)指标的跨数据集对比，验证了改进模型

在合成噪声(高斯噪声)影响下的图像去噪能力。尽管本文侧重模型建立的由来以及数值模拟验证而暂未

https://doi.org/10.12677/pm.2025.154103
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拓展至求解优化问题的严格收敛性证明，但所提出的“分数阶架构–自适应加权”协同优化机制，为高

阶全变差模型的设计提供了可扩展的理论框架，对后续研究者研究影像超分辨率重建与遥感图像修复领

域具有方法论启示意义。 
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