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摘  要 

设 ( )nϕ 是Euler函数，本文给出了短区间上算术序列的Erd𝒐̈𝒐s-Kac型定理，其中该算术序列与 ( )nϕ 分布
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Abstract 

Assuming ( )nϕ  is an Euler function, this article provides the Erd𝒐̈𝒐s-Kac type theorem for arithme-
tic sequences on short intervals, where the arithmetic sequence is related to the Euler function’s 
distribution. 
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1. 引言 

Erdös-Kac 定理在概率数论中有非常重要的地位。它为数论和概率论之间架起了桥梁，展示了整数的

素因子数量具有统计性质，且趋近于泊松分布。这个定理不仅为数学理论提供了新的视角，还对现代计

算数学和密码学等领域产生了深远的影响。该定理证明了对于任给的非负整数 n，它的不同素因子的个

数在{ }:n n x∈ ≤ 上的分布近似于期望为 2log : log logx x= ，方差为 ( )2
1 2log x 的高斯分布，即对于任给的

λ ∈， 

( )
( ) ( )2

1 2
2log log

1 1
n x

n x x
x
ω λ

λ
≤

− ≤

→ Φ∑ ， ( ) 2 21: e d
2

x
λ τλ τ−

−∞

 
→ ∞ Φ = 

 π 
∫ ， 

其中 ( )nω 是 n 的不同素因子的个数， ( )λΦ 是正态分布函数。 
随之，数学家们研究了加权 Erdös-Kac 定理。Elliott 在文章[1]中给出了一个以 ( )d n α

为权的 Erdös-Kac
型定理，其中 ( )d n 是除数函数。刘奎和吴杰[2]将 Elliott 的结果推广到短区间的情况，即 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2

1 2
2log log

1
, x n x y

n x x

d n
D x y

α

α
ω λ

λ
< ≤ +

− ≤

→ Φ∑ ， ( ) ( ), :
x n x y

D x y d n α
α

< ≤ +

= ∑  

对于 x →∞和 7 12x y xε+ ≤ ≤ 是一致的，其中隐藏的常数仅取决于α 和. ε 。刘晓莉和杨志善[3]建立了

一个在短区间上以 ( )( )2la n l +
Κ ∈ 加权的 Erdös-Kac 型，其中 K 是高斯域， ( )a nΚ 是 [ ]i 中范数为 n 的

非零整理想的个数。王丹[4]又给出了短区间某些算术序列上以 ( )d n α
加权的 Erdös-Kac 型定理。 

Selberg-Delange 方法是研究 Erdös-Kac 定理的重要工具之一。在 1954 年到 1971 年之间，Selberg [5]
和 Delange [6]利用与算术函数相关的 Dirichlet 级数的解析性质发展了一种相当普遍的方法，这种方法现

在被称为 Selberg-Delange 方法。 
设 ( )f n 是一个算术函数，用下式表示对应的 Dirichlet 级数： 

( ) ( )
1

: s

n
F s f n n−

≥

= ∑ ， 1sℜ > 。 

对于 1sℜ > ，假设 ( )F s 有如下分解形式 

( ) ( ) ( ); zF s G s z sζ= ， 

其中 ( )sζ 是 Riemann ( )sζ -函数， ( );G s z 是亚纯函数， z∈。在上述假设下，Selberg 和 Delange 利用

解析方法给出了算术函数 ( )f n 均值估计 

( ) ( ):f
n x

S x f n
≤

= ∑ 3 

的一个渐近公式。Tenenbaum 在文章[7]中对这一理论有较为详细的阐述。 
近年来，Selberg-Delange 方法被多位数学家进行了适当的改进，在不同的方向和背景下有许多应用。

本文主要利用 Labihi 和 Raoujand [8]的推广 Selberg-Delange 方法，建立了短区间上新的 Erd𝑜̈𝑜s-Kac 型定理。 
欧拉函数 ( )nϕ 是数论中的一个基本函数，它表示小于或等于 n 的正整数中与 n 互质的数的个数，即

那些与 n 的最大公约数为 1 的整数个数，即对于正整数 n，我们有 
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( ) ( ){ }1 : gcd , 1n k n k nϕ = ≤ ≤ =  

其中 ( )gcd ,k n 表示 k 和 n 的最大公约数。当 n 很大时，欧拉函数 ( )nϕ 可以通过以下近似来得到： 

( )
|

11
p n

n n
p

ϕ
 

≈ − 
 

∏  

其中 |p n表示所有 n 的素因子。根据这个公式可以看出，欧拉函数的值大致与 n 的素因子分布有关，特

别是素因子越多，欧拉函数的值相对越小。 
定义 

( )
( )

, : 1
x n x y

U x y
ϕ< ≤ +

= ∑ ， 

其中 ( )nϕ 是 Euler 函数。本文的主要结果如下： 
定理 1.1. 设 0ε > ，则对任意实数 λ ，有 

( ) ( )
( ) ( )

( )
1 2

2 2

2
log log

1 11
, logx n x y

n x x

O
U x y xϕ

ω λ

λ
< ≤ +

− ≤

 
= Φ +   

 
∑  

对 x →∞， 19 24x y xε+ ≤ ≤ 一致成立。特别地，误差项是最优的。 
为了证明误差项的最优性，我们需要建立一个在短区间上的 Landau 素数定理。对于 k +∈ ，定义 

( )
( )
( )

, : 1k
x n x y

n k

U x y
ϕ
ω

< ≤ +
=

= ∑ ， 

对上述和式我们有以下的结果： 
定理 1.2. 设 0ε > ，有 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2
2 2

1 2 2
2 2

log log1 1, 1 , 1 ,
log 1 ! log log log

k

k

x xy k kU x y Y l l O
x k x k x x

−   − − = × + +   −    
 

对 3x ≥ ， 19 24x y xε+ ≤ ≤ ， 21 logk x≤ ≤ 一致成立，其中 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 21

1 11 , 1 , 1 1
1 1

z

p

zY l l z
z p p pτ −

    = ∏ − +   +    − 

， 

且隐藏常数与 0ε > 有关。 

2. 一些引理 

设函数 *:f → 是一个算术函数， )(*: 0,g → ∞ 满足 

( )lim
n

g n
→∞

= ∞，
( )

loglimsup
log

n
g n

κ= ∈。 

以下均设 s itσ= + 。Dirichlet 级数 

( ) ( ) ( )1
sF s f n g n −∞= ∑  

在 cσ σ≥ 处收敛，在 aσ σ≥ 处绝对收敛，其中 a cσ σ κ≤ + 。下面给出两个定义： 
定义 1 ([8]) 如果以下条件成立，我们说横坐标有限的收敛 Dirichlet 级数 
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( ) ( ) ( )1
sF s f n g n −∞= ∑  

具有性质 ( )1 2 1 2, , , , , ,A M M M l lδΡ ： 
(1) ( )g n 是实值乘法函数，使得 [ ): 1,g → ∞ ， ( )g n 随着 n →∞趋于无穷大，且存在 0κ ≥ 的常数，

使得 

( )
loglim sup

logn

n
g n

κ
→∞

= ； 

(2) 在 1σ > 时，可以将 ( )F s 分解为 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2, , 2l s l sF s G s l s l s s sζ ζ= ； 

(3) 函数 ( ) ( )( )1 2, ,G s l s l s 在 1 2σ > 的区域内有解析延拓，满足 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ } ( )max 1 ,0
1 2, , 3 log 3AG s l s l s M t t

δ σ−
≤ + + ； 

(4) 函数 ( )1l s ， ( )2l s 在 1 2σ > 的区域内是解析的，并且在 [ ], 21 2σ ε∈ + 满足 

( )1 1l s M≤ ， ( )2 2l s M≤ 。 

定义 2 ([8]) 设 Dirichlet 级数 

( ) ( ) ( )
1

sF s f n g n
∞

−= ∑  

具有性质 ( )1 2 1 2, , , , , ,A M M M l lδΡ 。如果存在正实数序列  ( )( )
1n

f n+

≥
，使得对所有 1n ≥ ，有

( )  ( )f n f n+≤ 其中 Dirichlet 级数 

 ( )  ( ) ( )1: sF s f n g n −∞+ += ∑  

是 ( )1 2 1 2, , , , , ,A M M M l lδΡ   型，那么我们称 ( )F s 是 ( )1 2 1 2 1 2, , , , , , , ,A M M M l l l lδΤ   型。   
首先，我们给出 Labihi 和 Raoujand 关于短区间 Selberg-Delange 方法的一般结果，该结果在定理 1.1

的证明中起着关键作用。 
引理 1 ([4]) 设 Dirichlet 级数 

( ) ( ) ( )
1

sF s f n g n
∞

−= ∑  

为 ( )1 2 1 2 1 2, , , , , , , ,A M M M l l l lδΤ   型。对于任意的 0ε > ，我们有 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2
1 2

1

loglog 1 , 1
log

l

n
x g n x y

xf n y x l l O
x

λ−

≥
< ≤ +

   = +  
   

∑ 。 

该结论对于 2x ≥ ， x y xθ ε+ ≤ ≤ ，
( )

1: 1
24 5 2

θ
δ

= −
+

， ( )1 1l s M≤ ， ( )2 2l s M≤ 成立，其中， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )
2 1

1 2
1 2

1

1, 1 , 1 2
1 , 1 :

1

lG l l
l l

l
ζ

λ =
Γ

； ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2, , : 2l s l sG s l s l s F s s sζ ζ− −= 。 

O 项中的隐含常数仅取决于 A , 1M , 2M ,δ , ε 。 
对于定理 1.1 的证明，我们使用加性函数理论中的高斯误差律和 Berry-Esseen 不等式。 
引理 2 ([9]) 设 ( )f n 是一个加法函数，满足 ( ) ( ) ( )1 2 1 2f m m f m f m= + ，其中 ( )1 2, 1m m = ，假设 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.154116


刘新颖 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.154116 131 理论数学 
 

( ) ( )2

p n

f p
F n

p<

= ∑  

收敛，那么 

( ) ( ) ( )2
p m

f p
f m F m

p
ω

<

< +∑  

的密率对于任给的实数ω ，都等于 

( )21 exp dy y
ω

−∞π
−∫  

假设 ( )F x 是一个满足 ( ) 0F −∞ = 和 ( ) 1F ∞ = 的分布函数，我们将 ( )F x 的特征函数定义为 

( ) ( ): e di xf F xττ
∞

−∞
= ∫ 。 

引理 3 ([7]) 设 F，G 是分布函数，分别具有特征函数 f 和 g。设 G 是可微的，G′在上有界。那么

对于所有的 0T > ， 

( ) ( )
16 6 d

T

T

G f g
F G

T
τ τ

τ
τ

∞
∞ −

′ −
− ≤ + ∫ ， 

其中对于任何实值函数 ( )H x ，定义 ( ): supH Hλ λ∈∞
=



。 

( )nϕ 显然满足 ( )lim
n

nϕ
→∞

= ∞，
( )

loglimsup 1
log

n
nϕ

= ，为了证明定理 1.2，我们取 ( ) ( )g n nϕ= ，故可以

给出关于 ( )nzω 的如下渐近公式。 
引理 4 设 0B > ， z B≤ ， 0ε > ，那么 

( )

( )

( ) ( ) ( )( )1 2
1 2

1

loglog 1 , 1 ,
log

zn

n
x n x y

xz y x zY l l z O
x

ω

ϕ

−

≥
< ≤ +

   = +  
   

∑  

对 2x ≥ ， 19 24x y xε+ ≤ ≤ 一致成立，其中， 
特别地， 

( ) ( ) ( )( ) 2
1 2

log, 1 , 1 ,1
log

xU x y y Y l l O
x

   = +  
   

 

对 2x ≥ ， 19 24x y xε+ ≤ ≤ 一致成立，其中 

( ) ( )( )
( )1 2 21

1 11 , 1 ,1 1 1
1p

Y l l
p p p−

   = Π − +     − 

 

证明 因为函数 ( )nn zω 是可乘的，对于 1sℜ > ，我们可以得到如下式子： 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2

1 2
1

: 2 , ,
n

l s l s
z s

n

zF s s s G s l s l s
n

ω

ζ ζ
ϕ≥

= =∑ ， 

其中， ( )1l s z= ， ( ) ( )2
2 2l s z z= − ， z B≤ ， 
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( ) ( )( )
( )

( )( )

2 2

1 2 2 1

1 1, , : 1 1 1
1 1

z z z

s s sp s s

zG s l s l s
p p p p p

−

− −

      = Π − − +          − − 

 

函数 ( ) ( )( )1 2, ,G s l s l s 在{ }3: 1s sℜ > 上是解析的，并且对于所有 0ε > ， ( ) ( )( )1 2, , 1G s l s l s ε 在 

{ } { }1 3 2: 1:s s s sεℜ > + ⊃ ℜ >  

上是解析的，所以对于1 2 2σ ε≤ ≤ + ， ( )zF s 是一类 Dirichlet 级数，满足 

( ) ( )( )2
1 20, , ,1 8,0, , 2, ,M B B z z z l lΤ −   。 

利用引理 1，我们得到了 ( )nzω 的均值渐近公式。 

3. 定理 1.2 的证明 

定义 

( )
( )
( )

, : 1k
n k

x n x y

U x y
ω
ϕ

=
< ≤ +

= ∑ 。 

我们可以得到 
( ) ( )

( )( )( )( )
,n k k k

k
x n x y x n x y n k k x n x y k

z z z U x y zω

ϕ ϕ ω ϕ< ≤ + < ≤ + = < ≤ +

= = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 。 

通过柯西积分公式， 

( ) ( )

( )
1

1 d,
2

n
k kz r

x n x y

zU x y z
i z

ω

ϕ
+=

< ≤ +

 
=   π  

∑∫ ，(1) 

其中，
2log

kr
x

= 。通过引理 4， 

( )

( )

( ) ( ) ( )( )1 2
1 2

1

loglog 1 , 1 ,
log

zn

n
x n x y

xz y x zY l l z O
x

ω

ϕ

−

≥
< ≤ +

   = +  
   

∑ ， 

代入(1)，我们可以得到 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )

1

1 1 2
1 2 1 1

1 2 2
2 1

1 d,
2

log1 1 1 1log 1 , 1 , d log d
2 2 log

log 1 , 1 , loglog1 d d
log 2 log

log

n
k kz r

x n x y

z z
k kz r z r

z z

k kz r z r

zU x y z
i z

xzy x Y l l z z y x O z
i i xz z

x Y l l z xy xy z O z
x i z x z

y I
x

ω

ϕ
+=

< ≤ +

− −

+ += =

ℜ

+= =

 
=   π  

 
= ⋅ + ⋅ π π  

 
 = ⋅ +
 π  

=

∑∫

∫ ∫

∫ ∫



 

 

( )
( )

( )2
2 1

loglog, d ,
log

z

k kz r

xy xx r O z
x z

ℜ

+=

 
 +
 
 

∫

 

其中， ( )
( ) ( ) ( )( )1 2log 1 , 1 ,1, d

2

z

k kz r

x Y l l z
I x r z

i z=
=

π ∫ 。 

对于 ( ),kU x y 的误差项，利用变量替换 ( )1 cost k θ= − ，我们有以下估计： 
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( ) ( ) ( )

( )

( )

2

1
2

cos cos

1 1

cos
2 2log cos2 2
0 0

cos2 2
0

2
0

2

log log log
d d d

log loglog d e d

log e d 1

log e e d 1

log
.

!

z r r

k k kz r z r z r

kk k
x k

k
k

k k k t

k

x x x
z r

r rz

x xx
k k

x
k

x t t
k k

x
k

θ θ

θ
θ

θ

θ θ

θ θ

θ

ℜ

+ += = =

−−

π π

π

= ⋅ =

   = =   
   

   +  
   

   +  
   

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

∫







  

 

接下来将分别计算 ( ),kI x r 在 1k = 和 2k ≥ 的值。 
当 1k = 时， 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2log
1 2

1 1 2

e 1 , 1 ,1, d 1 , 1 ,0 1
2

z x

z r

Y l l z
I x r z Y l l

i z=
= = =

π ∫ 。 

所以， ( ) ( )2
2

1

log
, 1

log log
xyU x y O

x x

    = +     
。 

对于 2k ≥ ，通过柯西积分公式我们可以得到 ( ) ( )0, ,k kI x r I x r= ， 0
2

1
log
kr

x
−

= 。 

将 ( ) ( )( )1 21 , 1 ,Y l l z 在 0z r= 处泰勒展开可以得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0
1 2 1 2 0 1 2 0 0 1 2

1 2 0 1 2 0 0

12
0 1 2 0 00

1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , d

1 , 1 , 1 , 1 ,

1 1 , 1 , d .

z

r
Y l l z Y l l r Y l l r z r Y l l u z u u

Y l l r Y l l r z r

z r t Y l l r t z r t

′ ′′= + − + −

′= + −

′′+ − − + −

∫

∫

 

那么， 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

22

0 0

0

loglog
1 2 0 1 2 0 0

122
0 1 2 0 00

1 , 1 , 1 , 1 , ee, d d
2 2

log 1 1 , 1 , d1 d .
2

z xz x

k k kz r z r

kz r

Y l l r Y l l r z r
I x r z z

i iz z

x z r t Y l l r t z r t
z

i z

= =

=

′ −
= +

π π

′′− − + −
+

π

∫ ∫

∫
∫

 



 

接下来我们依次估计这三部分。通过柯西积分公式，第一部分为 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2

0

1log
1 2 0 2

1 2 0

1 , 1 , loge d 1 , 1 ,
2 1 !

kz x

kz r

Y l l r x
z Y l l r

i kz

−

=
=

π −∫ 。 

同样地，第二部分为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

2

0

2 1log
1 2 0 0 2 2

1 2 0 0

1 , 1 , e log log
d 1 , 1 , 0

2 2 ! 1 !

k kz x

kz r

Y l l r z r x x
z Y l l r r

i k kz

− −

=

 ′ −
′  = − =

 π − − 
∫ 。 

对于 0 1t< ≤ ， 0z r= ，我们有 

0 0 0 0 0( ) (1 ) (1 )r t z r r t tz r t t z r+ − = − + ≤ − + = 。 
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因为在 z B≤ 上 ( ) ( )( )1 21 , 1 ,Y l l z 是解析的，所以存在一个正常数Cα ，使得 

( ) ( )( )1 21 , 1 ,Y l l z Cα′′ ≤ 。 

因此，那么第三部分利用变量替换 ( )( )1 1 cost k θ= − − ，有 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )
( )

2

0

1
2 log2

2

3 1
2 2

22 log 2
2 00

00
0

2log cos23
0 0

223 1 cos
0 0

3 1 cos
0 0

13 1
0 0

3
2

e e 1log
d d

e e 1 d

e e 1 d

e 1 cos d

e 1 e d

log
.

2 !

k
x

z xz i

k kz r

xk i

k k i

k k

kk k t

k

rx z r
z r

rz

r

r

r

r k t t

x
k

θ

θ θ

θ θ

θ

θ

θ

θ

θ θ

−

π

ℜℜ

=

⋅− −

− − −

− − −

−−−

π

−

−

π

− −

π

−−
= ⋅

= −

= −

 − + 
 

− +

−

π

π

∫ ∫

∫

∫

∫

∫









 

那么我们得到 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

1 1 3
2 2 2

1 2 2
2

log log log1, 1 , 1 ,
1 !log log 2 !log! log

k k k

k

y x y x y xkU x y Y l l O
k x x k xk x

− + −   −  = + +     − −    
 

4. 定理 1.1 的证明 

定义 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 2

2 2

,

log log

1 1
,x y

x n x y
n x x

F
U x y ϕ

ω λ

λ
< ≤ +

− ≤

= ∑ ， 

令 ( ),x yϕ τ 为 ( ),x yF λ 的特征函数， 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )

2
, ,

2

log1: e d exp
, log

e e ,
,

i
x y x y

x n x y

i T
i T n

x n x y

n x
F i

U x y x

U x y

τλ

ϕ

τ
τ ω

ϕ

ω
ϕ τ λ τ

∞

−∞
< ≤ +

−

< ≤ +

 − = =  
  

=

∑∫

∑
 

其中， 2logT x= 。通过 Berry-Esseen 不等式， 

( )
2
2

,
,

e16 6 d
2

T x y
x y T

F
T

τ
ϕ τ

φ τ
τ

−

−∞

−
− ≤

π
+ ∫ , 

接下来我们需要去证明
( )

2
2

, e 1d
T x y

T T

τ
ϕ τ

τ
τ

−

−

−
∫  。将 eitz = 引入引理 4 可得， 

( )

( )

( ) ( ) ( )( )e 1 2
1 2

1

loge log e 1 , 1 ,e
log

itit n it it

n
x n x y

xy x Y l l O
x

ω

ϕ

−

≥
< ≤ +

   = +  
   

∑ 。 
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将 1z = 代入引理 4 可得， 

( )
( )

( ) ( )( ) 2
1 2

1

log, 1 1 , 1 ,1
logn

x n x y

xU x y y Y l l O
x

ϕ
≥

< ≤ +

   = = +  
   

∑ 。 

所以， 

( )
( )

( )
( ) ( )e 1 2log1 e log e

, log
itit n it

x n x y

xx A O
U x y x

ω

ϕ

−

< ≤ +

   = +  
   

∑ ， 

其中， ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 2

1 2

1 , 1 ,
1 , 1 ,1

zY l l z
A z

Y l l
= 并且 ( )1 1A = 。令 t Tτ= ， 

( ) ( ) ( )e 1 2
,

loglog e e
log

iT
Tii T

x y
xx A O
x

τ
ττϕ τ − −    = +  

   
。 

当 1t ≤ 时，

2

cos 1 2 tt  − ≤ −  
 π

，我们有 

( ) ( ) ( )
2 222e 1

cos 1 2e 1log e e e e e
iTiT

TT
T

Ti Ti Tx

τ
τ

τ τττ π

 
 −  − −− − ⋅−  ⋅ = ⋅ = ≤ 。 

因此， 

( )
2

2

1 1
3 3

2 2, e 1d e d
T Tx y

T T T

τ
τϕ τ

τ τ
τ

−  −  ± ± π 
± ±

−
∫ ∫  。 

当 ( )
1

1 3log x Tτ− < ≤ 时，由泰勒展开式， 

( )e 1TiA O
T

τ τ = +  
 

，

2 31e 1
2

Ti i O
T T T

τ τ τ τ    − = − +          
， 

那么， 

( ) ( )

2 32 2 3e 1
2e 1 2log e e e e e 1 e 1

i
Ti

T
T i T i Oi Ti TT Tx A A O O

T T

τ
τ τ τττ τ τ

τ τ τ τ
 

  − −  − +  −   − −    
         +    = = + = +                        

。 

所以， ( )
2 3

22
,

loge 1 1
logx y

xO O
T x

τ τ τ
ϕ τ

−   +      = + +           
。那么， 

( ) ( )
2

1 1 2
3 3

22 2
, 222

1 1
log log

e loglog1 1 1d e d
log log

T Tx y

x x

xx
T x T x T

τ
τϕ τ ττ τ

τ τ

−
−±

±

 − + + +
 
 

∫ ∫    

所以对于
1

log x
τ ≤ ，有 

( ) 2

2

loglog
log

xn x
Tx

τω
τ

−
 ，

( ) 2

2

loglog
exp 1

log
xn x

i O
Tx

τω
τ

   −  = +   
    

, 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.154116


刘新颖 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.154116 136 理论数学 
 

故有， ( ),

log
1x y

x
O

T
τ

ϕ τ
 

= +  
 

。又因为 ( )
2

22e 1 O
τ

τ
−

= + ，所以， 

( )
2

1 12
,log log

1 1
log log

e log 1d dx yx x

x x

x
T T

τ

ϕ τ
τ τ τ

τ

−

− −

−  + 
 ∫ ∫  。 

5. 误差 

下面我们将证明误差是合理的。令 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )2
1 2

2log log

1, : 1
, x m x y

n x x

R x y
U x yλ

ϕ
ω λ

φ λ
< ≤ +

− ≤

= −∑ ， ( ) ( ), : sup ,R x y R x yλ
λ∈

=


， 

其中 [ ]2logk x= ， 2logk xθ = − 。 

( )
( ) ( )

( ) ( )
2

2
1
2

2

, ,
2 2 2 2

log 2

2log

1 1
, 2 2 2 ,
, log log log log

1e d 2 , 2 , .
2 log

k
x y x y

x

x

U x y
F F R x y

U x y x x x x

R x y R x y
x

θ τ

θ

θ θθ θφ φ

τ
−

−

   − −      
= − ≤ − +                  

   

= +
π

+∫ 

 

另一方面， 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )

11 2
2 2

1 2 2

11 , 1 ,
, log log 1~
, log 1 !1 , 1 ,1 log

k
k

kY l l
U x y x x
U x y x kY l l x

−
 

π

−
 
  ⋅

⋅ −
 ， 

所以有， 

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1 11,
2 log 4 log 4 log

o o
R x y

x x x
+ +

− =
π π π

 。 
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