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摘  要 

Erdős-Kac定理是数论中的一个经典结果，它描述了在自然数范围内，整数的不同素因子个数的分布渐

进服从正态分布。本文主要目的是将Erdős-Kac定理在高斯域中进行推广，令 K 是高斯域， KO 是其整数

环。设 Ka O∈ ， ( )aω 表示其不同的素因子个数， ( )k aτ 是高斯域上 k 重除数函数。我们用围道积分法，

推导出 ( )aω 的加权均值和 m 阶中心矩，并由此推导出高斯域上权重为 ( )k aτ 的Erdős-Kac定理。这一结

果不仅丰富了数论中的分布理论，也为进一步研究高斯域中的数论问题提供了新的工具和方法。 
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Abstract 
The Erdős-Kac theorem is a classical result in number theory, which describes that the distribution 
of the number of distinct prime factors of integers asymptotically follows a normal distribution. The 
primary aim of this paper is to extend the Erdős-Kac theorem to Gaussian fields. Let K  be a Gauss-
ian field and KO be its ring of integers. Let Ka O∈ , and ( )aω  denote the number of distinct prime 

factors of a . Let ( )k aτ  be the -fold divisor function on the Gaussian field. Using the method of 
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contour integration, we derive the weighted mean and the k -th central moment of ( )aω , and from 

these, we deduce a weighted form of the Erdős-Kac theorem on Gaussian fields with weight ( )k aτ . 
This result not only enriches the distribution theory in number theory but also provides new tools 
and methods for further research on number-theoretical problems in Gaussian fields. 
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1. 引言 

令 ( )nω 表示整数 n 的不同素因子个数。一个著名的结果是由 Hardy 和 Ramanujan [1]在 1917 证明的

对几乎所有 n x≤ ，即 ( )nω 的正规阶是 log log x 。接下来，在 1934，Turán [2]给出了更进一步的结果，他

证明了 

( )( ) ( ){ }21 log log 1 1 log log .
n x

n x o x
x

ω
≤

− = +∑  

在 1940，随着概率思想的发展，Erdős和 Kac [3]证明了更深刻的结果。他们发现对于随机变量 

( ) log log
log log

n n
n

ω −
 

其概率分布为正态分布，即对任意 λ ∈，有 

[ ]
( ) ( )

2

2
log log1 1lim # : , : .

log log 2

t

x

m m
m m x G e dt

x m
γω

γ γ
π

−

−∞→∞

 − ≤ ≤ = = 
  

∫  

这就是著名的 Erdős-Kac 定理。Erdős-Kac 定理表明，对于大范围的整数，其素因子个数的分布趋近

于正态分布。这一结果将概率论与数论紧密的联系起来。作为概率数论的开创性成果之一，其表明许多

经典数论方法无法解决的问题，可以通过概率的方法进行研究，为后续的研究提供了新的工具。同时 Kac
指出该定理可以推广到加权形式。 

在 2015 年，Elliott [4]给出了 Erdős-Kac 定理的一种加权形式。准确地说，定义 ( )d n 为经典除数函

数，对于α ∈，定义 

( ) ( ):
n x

D x d n α
α

≤

= ∑  

那么，对于任意 λ ∈，有 

( )
( )

( ) 2 /2

2 log log 2 log log

1 1 .
2

t

n x
n x x

d n e dt
D x

α α

λα

α
ω α

π
−

−∞
≤

− ≤

→∑ ∫  

在 Erdős-Kac 定理加权形式这一方面的研究还有很多，例如[5]-[7]。 
上述结果都是在整数环上进行讨论，而高斯整数环有着和整数环相似的代数性质。高斯域作为代数
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数论中研究的基本对象之一，将 Erdős-Kac 定理推广到高斯域，可以揭示复数域中整数环的因子分布规

律，从而拓展数论研究的范围，并且为研究更高维数域中因子分布提供借鉴。因此我们自然地希望在高

斯整数环上有着形似的定理。 
令 K 是高斯域， [ ]KO i=  是其代数整数环。令 Ka O∈ 并且 p 是 KO 中的素元。定义 ( )aω 表示 a 的不

同素因子个数并且令 

( )
1

1
k

k
a a a

aτ
=

= ∑


 

其中 i Ka O∈ ， k 是固定的整数。 
在本文中，令 x∈和 { }:x a a xΩ = ≤ 。我们用 x 表示 xΩ 的所有子集构成的集合。对于每一个

xa∈Ω ，令 

( ) ( )
( )

| |

.k
x

k
a x

a
v a

a
τ
τ

≤

=
∑

 

对于每一个 xA ⊂ Ω ，令 

( )
( )

( )
| |

k
a A

x
k

a x

a
v A

a

τ

τ
∈

≤

=
∑
∑

 

显然 ( ), ,x x xvΩ  是一个概率空间。而在这个概率空间里我们有如下。 
定理 1 对于固定的整数 k 和 m ，我们有 

( )( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

| |

| |

1/2
2

1
2

log log

1 !! log log log log ,  

log log ,

m
k

a x

k
a x

mm

m

a k x a

a

m k x O x m

O x m

ω τ

τ
≤

≤

−

−

−

  − +  
  = 

 
   

∑

∑

如果 是偶数，

如果 是奇数。

 

在上式两边同时除 ( ) 2log log mk x ，我们可以得到 

( ) log log
log log

a k x
k x

ω −
 

的加权 m 阶中心矩为 ( ) ( )1 !! 1m o− + 如果 m 是偶数和 ( )1o 如果 m是奇数。由此我们可以得到高斯域上的一

种加权形式的 Erdős-Kac 定理，结果如下。 
定理 2 令 k 是固定的整数，对于任意α ∈，我们有 

( )
( )

( ) 2
1

/2

| | | |
log log log log

1 .
2

t
k k

a x a x
a k x k x

a a e dt
α

ω α

τ τ
π

−

−

−∞
≤ ≤

− ≤

 
→ 

 
∑ ∑ ∫  

2. 初步准备 

2.1. k 重除数函数的均值 

接下来这个引理在证明中起到了关键作用，我们将在第五章中使用围道积分法证明该引理。 
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引理 3 设 k 是固定的整数，对任意 [ ]a i∈ ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 3
2 62 ( )

1| |
|

, 2 1

k
s kk bk

k K ksa x
b a

x xa Res s F s b O b
s b

ε
ω

τ ζ τ

+
+

+

=

 
    = + +          

 

∑


              (1) 

其中 ( )K sζ 是高斯域上的 Dedekind zeta 函数并且 

( )
( )

( )
( )

1

0||

1, 1 1 .
p

vp

k
mv

k

s smmp b

p
F s b

p p

τ−

=

    = − −     

∑∏                        (2) 

由引理 3 可得。 
推论 4 设 k 是固定的整数，对任意 [ ]a i∈ ，我们有 

( ) ( )
2 3
2 6

1| |
.

ks
k k

k Ksa x

xa Res s O x
s

ε
τ ζ

+
+

+

=≤

  
= +        

∑  

首先我们考察(1)的主项。我们将 ( ) ( ),ks
Kx s F s b sζ 在 1s = 处做洛朗展开，由于 1s = 是 ( )K sζ 的单极 

点，因此是 ( )
s

k
K

x s
s
ζ 的 k 阶极点。因此我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

11
lim1, 1 ,

1 ! s

s k s
k k k

K Kks

x d xRes s F s b s s F s b
s k sds
ζ ζ
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−

−=
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注意到 ( ) ( )
1

lim 1 4
s Ks sζ π
→

− = 。我们可以发现 ( ) ( )
1

,
s

k
Ks

xRes s F s b
s
ζ

=

 
 
 

的主项为 

( ) ( )
( ) ( )

1log
1, 4

1 !

k
kx x

F b
k

π
−

−
                               (3) 

并且剩余低阶项与 

( ) ( ){ }1
1log , ,|

j
k c

sj

dx x F s b
ds

− −
=                              (4) 

成比例。其中 j 和 c是整数并且1 1 0c k j c≤ ≤ − ≤ ≤， 。 
下面研究 ( ),F s b 和其高阶导数在 1s = 处的性质。由乘性，对于 b p= ，可以将(2)简化为 

( )
( )

1, 1 1 .

k

sF s p
p

 
 = − −
 
 

 

当 1s = 时，由二项式展开定理，我们有 

( ) 2
0

1 11, 1 ,
k

l

k kF p O
l p p p=

    −  = − = +         
∑                          (5) 

并且对于 0j ≥ ， 

( ){ } ( )
1

log
, ,|

jj

sj

pd F s p
pds =                               (6) 
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另外，我们有[8] 

( )1 log log 1 ,
p x

x O
p
= +∑


                               (7) 

和，对于 1j ≥ ，我们有 

( ) ( )
log

log .
j

j

p x

p
x

p∑ 


                               (8) 

2.2. ω(a)的加权均值 

接下来，我们求出 ( )aω 的加权均值，即证明下式 

( ) ( )

( ) ( )| |

| |

log log 1 .
k

a x

k
a x

a a
k x O

a

ω τ

τ
≤

≤

= +
∑

∑
                            (9) 

先将等式左边分子部分求和进行重排，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )
| | | | | | | |

1 ,k k k
a x a x p a p x a x

p a

a a a aω τ τ τ
≤ ≤ ≤ ≤

 
= = 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∣
∣

    

应用引理 3，(9)的左边可以写为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 3

1 2 62

1| | | |
, 2 1 .

k
s kkk

k K ksa x p x

x xa Res s F s p O p
s p

ε
ω

τ ζ τ

+
+−

+

=≤

  
      + +                

∑ ∑


p

       (10) 

由(3)和推论 4，(10)的主项就是 

( ) ( ) ( )1, 1 log log 1 .
p x p x

kF p O k x O
p≤ ≤

= + = +∑ ∑  

现在我们证明(10)剩余项是 ( )1O 。首先我们来处理非留数产生的余项，因为 k 是固定的，我们有

( ) ( )1k p k Oτ = = ， ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 1 2 1 1
k k

O
ω

+ = + =
p

，因此(10)中非留数产生余项的贡献为 
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31
2 6

1

1 1
log

k

k
p x

x
px x

ε− +
+

−
≤

 
  
 

∑   

由(4)可知(10)中留数低阶项的贡献与 

( )
( ) ( ){ }1

11
| |

1 log ,
log

|
j

k c
sk j

p x

dx x F s p
dsx x

− −
=−

≤
∑  

成比例。其中 1,0c k j c≤ ≤ − ≤ ≤ 。由(8)，我们有上式的估计 

( )
( )log1 1.

log

c

c
p x

p
px ≤

∑   

这就完成了(9)的证明。 

3. 定理 1 的证明 

接下来，我们将通过以下引理给出定理 1 的证明，该引理的详细证明见第四章。 
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引理 5 定义 

( ) ( )
( )

1, , ;
1 1, , .p

F p p a
a

F p p a
−=  −


  

令 m 和 k 是固定的整数， ( )1 2 6mk mz x += 。我们有 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

12
2

| | | |

1
2| |

1 !! log log log log ,   ;
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m
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≤
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 
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∑ ∑

∑

如果 是偶数

如果 是奇数

p
        (11) 

下面我们开始证明定理 1。回忆估计 ( ) ( )1, log log 1
p x

F p k x O
≤

= +∑ ，我们有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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| |

| |

log log 1 1, 1

1 1 1, 1, 1
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ω
≤

≤ > ≤ < ≤

≤ > < ≤
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= + − − +

= + − +

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

对于 a x≤ ，我们有 

( )1 1 ,
p z
p a

O
>

=∑  

因为 a 的范数在 z 和 x 之间的素因子个数最多为 ( )2 6m k + 。另外 

( ) ( ) ( )1, log log log log 1 1 ,
z p x

F p k x k z O O
< ≤

= − + =∑  

因此 

( ) ( ) ( )
| |

log log 1 .p
p z

a k x a Oω
≤

− = +∑   

由二项式定理， 

( )( ) ( )
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( )
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log log
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m m
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 
  
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∑ ∑ ∑ ∑∑

∑ ∑ ∑

 p

     (12) 

最后由引理 5 和(12)，对m奇偶性分别进行讨论便可以得到定理 1。 

4. 引理 5 的证明 

定义 ( ) ( )rr pp
a aα

α=∏  ，那么我们有 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 , ,
.

m
m

m

p k p p p k
a x p z p p z a x
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 
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∑ ∑ ∑ ∑





   

因此我们可以将(11)的左边写为 
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( ) ( )
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≤
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记 1 2 mr p p p=  。现在考虑 ( ) ( )
| |

r k
a x

a aτ∑ 


。因为 ,1ip z i m≤ ≤ ≤ ，所以只需考虑 mr z≤ 。令 R 是 r

的无平方因子部分，即 sp r
R p=∏ 。由定义，如果 ( ),b a R= ，那么 ( ) ( )r ra b=  。因此有 
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使用等式 ( ) ( )
,
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0, .c a c b
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=
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∑
否则

，我们可以得到 
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因为 k 是固定的，并且 ab 是无平方因子的。因此

( )
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log 4

r k s
a x k mk

rk k sbc Rk
a x

a a
k xb c Res s F s bc O x z

a sx x

ε
τ

µ ζ
τ π

−
+≤ +

− =

≤

 −  
= +        

∑
∑∑


   (14) 

定义上式的主项为 

( ) ( ) ( ) ( ): 1, .r
bc R

G r b c F bcµ= ∑  

容易得到 ( )G r 关于 r 是乘性的，因此我们有 

( ) ( ).p r
G r G pα

α=∏  

注意到对任意素元 p ，我们有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1, 1 1, 1, 1, 1, 0.G p F p F p F p F p F p= − + − − − =  

当 2α = ，因为 ( )0 1, 1F p< < ，我们有 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

2 2 22 1, 1 1, 1, 1, 1,

1, 1 1, 0.

G p F p F p F p F p F p

F p F p

= + − − −

= − ≥
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对于 2α ≥ ，由(5)， 

2

1( ) .
| | | |
kG p O
p p

α  
= +  

 
                               (15) 

为了方便下面的证明，我们定义高斯环中元素的顺序。 
定义 设 [ ],x y i∈ ，可以假设 ,x a bi y c di= + = + 。 
如果 x y> ，则记为 x y> 。如果 x y= ，若或 a c= 并且 b d> ，则记为 x y> 。同理可定义 x y< 。 

现在我们考察(14)中由(3)产生的主项 

( )
1 2

1 2 squar

1 2
, , ,

e-full

.
m

m

m
p p p z

p p p

G p p p
≤

∑





 

记 1 2 tq q q< < < 是 1 2, , , mp p p 中不同的素因子。因此 1 2
1 2 1 2

t
m tp p p q q qαα α=  。因为 1 2 mp p p 是

square-full 的，所有有 2 2i t mα ≥ ≤， 。由乘性，上式可以写成 

( ) ( )1

1 2 1
1

2 , , 2 1

! .
! !

t

t t
i i

t
t m q q q t

Nq z m

m G q G qαα

α α
α

α α≤ < < < ≥
≤ =∑

∑ ∑ ∑
 





 

当 m 是偶数时，我们有 2t m= 这一项并且 2ia = ，由(15)，这一项的贡献是 

( )1 2 1 2 2
i

2 2

2 2 2 2
2 , , ,1 1

q

! 1 ! 1 .
2 2 2 !m m

i

m m

m m
q q q Nq q q zi ii ii iq z

m k m kO O
q qmq q< < < … ≤= =

≤

      
      + = +

            
∑ ∑∏ ∏


互不相同

 

如果我们去除 iq 是不同的这一限制条件，我们可以发下上式中和式的上界是 

( ) ( )
2

2 1
2

2

1 log log log log .

m
mm

q z

k O k z O z
q q

−

≤

      + = +        
∑  

如果我们假设是 1 2 1, mq q − 给定的，那么对 2mq 求和最少为 

2
2

1 ,
m q
q z

k O
q qπ ≤

≤

 
 +
 
 

∑  

其中 nπ 表示 n 个素元。因为 2

1k O
q q

 
 +
 
 

是随着 q 增大而递减的，因此和式的下界是 

( ) ( )
2

2

2 1
2

2

1 log log log log ,
m

m

mm

q
q z

k O k z O z
q qπ

−

≤
≤

 
     + = +        

 

∑  

因为 ( )1m O= 。所以上界和下界都是等于 ( ) 2log log mk z 。所以 2t m= 这一项的贡献是 

( )
( ) ( )2 1

2
2

! log log log log .
2 2 !

mm
m

m k z O z
m

− +  
 

                      (16) 

接下来我们考虑 2t m< 的贡献。注意到 ( ) 1G p
p

α


，所以这些项的贡献是 
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( ) ( )
1 2

1
2

1

1 1 log log log log .
t

i

t
mt

q q q q zt
q z

z z
q q q

−

< < < ≤
≤

 
  …  

∑ ∑


                   (17) 

(13)中余项是由(14)中留数低阶项和余项产生的。其中(14)中余项的贡献为 

1 2

3 3
22 6 2 6

, , ,
,

m

m mk k

p p p z
x z x z

ε ε− −
+ +

+ +

… ≤
∑   

取 ( )
1

2 6m kz x += ，那么 
3 1

22 6 2 6 1.mk kx z x
ε ε− −

+ +
+ +=                                (18) 

我们现在来考虑由(14)留数低阶项产生的贡献。 

( ){ }
1 2

1 1 1 2 1
0 , , ,

1 , ,
m

j

c k m sc j
j c p p p z

d G s p p p
x ds≤ ≤ − =

≤ ≤ … ≤

∑ ∑                       (19) 

其中我们定义 

( ) ( ) ( ) ( ), : , .r
bc R

G s r b c F s bcµ= ∑  

注意到 ( ) ( )1,G r G r= 。由乘性，(19)绝对值部分可以改写为 

( ) ( ){ }1

1 2 1
1 1

, , 1 1

1 ! , , .
! !

t

t t
ii

j

t sc j
t m q q q t

a mq z

m d G s q G s q
x ds

αα

α α α α =
≤ < < < ≥

=≤ ∑

∑ ∑ ∑
 





 

由微分运算法则，上式可以进一步写成 

( ){ }
1 2 1 1 2

1 2

1
, , 1 , , , 0 11 1

1 ! ! , .
! ! ! !

i
i

i
t t t

i ti

t

i sc
t m q q q it t

m jq z

m j d G s q
ax ds

β
α

β
α α β β β

α β β β
α β β =

≤ < < < … ≥ ≥ =
= + + + =≤ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∏
 



 

 

由(15)和(6)， 

( ){ } ( )
1

log
, .

i
i

i
s

qd G s q
qds

ββ
α

β
=

  

因此对于(19)，我们有 

( )
1 2

1 2
1 1 , , , 0 1

0

log1 .
i

t
t

i t

c
c k t m q zi

j c j

q
qx

β

β β β
β β β

=

≤ ≤ − ≤ ≥ ≤=
≤ ≤ + + + =

 
 
 
 

∑ ∑ ∑ ∑∏




  

由(8)上式可以写成 

( ) ( ){ }1 : 0

1 1
0

1 log log log .ij i t
c

c k t m
j c

z z
x

β≤ ≤ =

≤ ≤ − ≤
≤ ≤

∑ ∑                         (20) 

因为 { }1 : 0ii t β≤ ≤ = ，是 ( ), i
iG s qα 中未微分项，并且这些项有 2iα ≥ 并且 iα 不全等于 2，因为这些项已

经处理过了。因此 

{ } 11 : 0 .
2i

mi t β −
≤ ≤ = ≤  

所以(20)有上界。这就完成了引理 5 的证明。 
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5. 引理 3 的证明 

下面我们证明引理 3，令 a bc= ，那么我们有 

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )0 0||

1 1 .
p

vp

m v m
k kk k

s s s s s sm ma q m mp bp bb a

p pa bc

ca b b p p

τ ττ τ
+

∞ ∞

= =

  
  

= =   
  
  

∑ ∑ ∑ ∑∏ ∏


           (21) 

由 Dedekind zeta 函数 ( )K sζ 的定义和它的欧拉乘积，我们有 

( ) ( ) ( )
( )0

.
m

kk k
K s sma mp

pa
s

a p

ττ
ζ

∞

=

= =∑ ∑∏                            (22) 

由(21)和(22)可以得到 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )0 0

|

.
p

vp

m v mk
k kk K

s ss s m ma m mp bb a

p pa s

a b p p

τ ττ ζ
+

∞ ∞

= =

 
 

=  
 
 

∑ ∑ ∑∏                     (23) 

由于 

( )
( )

( )
( )0

,
1

ksm
k

s smm

p p

pp

τ∞

=

 
 =
 − 

∑                               (24) 

我们可以将(23)改写为 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1

0
|

11 1 .
p

vp

k
mv

kkk
Ks s sma mbpb a

pa
s

a p p

ττ
ζ

−

=

    = − −     

∑ ∑∏  

令 ( )
( )

( )
( )

1

0

1, 1 1
p

vp

k
mv

k

s smmp b

p
F s b

p p

τ−

=

    = − −     

∑∏ 。那么我们有 

( )
( )

( ) ( )
|

, .kk
Ks

a
b a

a
s F s b

a

τ
ζ=∑  

注意到这个 Dirichlet 级数在 1sℜ > 是绝对收敛的。由 Perron 公式，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 , ,
2

c
c iT k ks

k Kc iT
a x
b a

ads xa s F s b x O
i s a T

τ
τ ζ

π
+

−
≤

  
 = +      

∑ ∫                 (25) 

其中 1c ε= + 并且T 非常大。 
为计算上式中的积分，我们考虑采用留数定理。观察到上式积分中被积函数在右半平面上只在 1s =

处有极点，故我们选择对矩形进行积分，其顶点为 , ,1 2c iT c iT iT− + + 和1 2 iT− ，由留数定理可知 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 , Res , .
2

s
k ks

K Ks

ds xs F s b x s F s b
i s s

ζ ζ
π =

 
=  

 
∫  

为了估计上述积分的上界，我们使用以下引理。 
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引理 6 [9]令 K 是 n 次代数数域，那么 

( ) ( )61 2 1 , for 0
n

Kit t tζ + + ≥                            (26) 

对任意固定的 0ε > 成立。 
由上述引理和 Theorem 5.53 [10]，我们有 

( ) ( ) ( )1
31 .
n

K it t
σ ε

ζ σ
− +

+ +                              (27) 

对
1 ,
2

cσ  ∈   
和 [ ],t T T∈ − 一致成立. 我们同样需要这个区域内对 ( , )F s b 的估计. 注意到 ( , )F s b 可以表示

为 

( )
( )

( ) ( )
( )0 0

1, .
( )

p

vp

m v m
k k

m ss mm mp b

p p
F s b

pb p
σ

τ τ
+

∞ ∞

= =

 
 

=  
 
 

∑ ∑∏  

其中 .sσ = ℜ 因为 ( ) ( ) ( )p pm v vm
k k kp p pτ τ τ+ ≤ ，因此， 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )0 0 1

p

p p

km v m
k kv v

k ksm mm m

p p p
p p

pp p

σ

σ σ

τ τ
τ τ

+
∞ ∞

= =

 
 ≤ =
 − 

∑ ∑  

并且 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1

0

1 1
.

k ksm
k

s smm

p p p

p pp

σ

σ

τ
−

∞

=

     − +     = ≤           

∑  

注意到 ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) 11 1 2 1 2 1 ,
2

k k
p p

σ σ
σ+ − ≤ + − ≥ 。我们有 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( )

( )

2
2 111 1, , .

21
p

vp

k bk

kv
k

p b

bp
F s b p

b p b

ωσ

σ σ σ

τ
τ σ

  ++
 ≤ ≤ ≥
 − 

∏             (28) 

现在我们可以来对矩阵水平边的积分进行估计，我们有 

( ) ( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

1
2

2
1
2

2 1
31

2

22 1 1
3

1
2

1 ,
2

2 1

2 1 1

2 1 1

c iT k s
KiT

k b c k
k

nkk b c
k

kk b

k
c

dss F s b x
i s

x dO b iT
b T

x dO b T
b T

xO b max T
b

σ
ω

σ
ω σ ε

σ
ω σ ε

σ

ζ
π

στ ζ σ

στ

τ

±

±

− +

− − +

≤ ≤

   = + +     
  
 = + +     
     = + +       

∫

∫

∫
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( )( ) ( )
1

222 1
612 1 .

c kk b

k
x xO b T
b T b

ω ε
τ

− +
  

     = + +        
       

  

类似地，对于矩阵垂直边积分的估计有 

( ) ( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )

1
2
1
2

1
2 2

1
22 2
6

1 ,
2

2 1 1 2
1

2 1 ,

T
iT k s

KiT

k b T k
k KT

kk b

k

dss F s b x
i s

x dtO b it
b t

xO b T
b

ω

ω ε

ζ
π

τ ζ

τ

+

−

−

+

 
  = + +    +  
 
 
  = +   
  
 

∫

∫  

最后由留数定理，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

1

2

1
22 2
6

1 , Res ,
2

2 1

2 1 .

sc iT k ks
K Kc iT s

k b c
k

kk b

k

ds xs F s b x s F s b
i s s

b xO
T b

xO b T
b

ω

ω ε

ζ ζ
π

τ

τ

+

− =

+

 
=  

 
 +   +    

  
 
 
  + +   
  
 

∫

 

将上式带入到(25)，我们有 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

1

2

1
22 2
6

Res ,

2 1

2 1 .

s
k

k Ksa x
b a

k b c
k

kk b

k

xa s F s b
s

b xO
T b

xO b T
b

ω

ω ε

τ ζ

τ

τ

=≤

+

 
=  

 

 +   +    
  

 
 
  + +   
  
 

∑

 

最后，我们取 
3

2 6kxT
b

+ 
=   
 

 

便可以完成引理 3 的证明。 
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