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摘  要 

本文针对饱和输入约束下的一类非线性动力系统的有限时间稳定问题进行研究。基于李雅普诺夫函数理

论，给出了实现有限时间稳定的充分条件，得到了有限时间稳定平衡点，估计了系统状态在饱和约束下

的收敛速率以及稳定时间边界。其次，结合线性矩阵不等式理论，通过假设李雅普诺夫函数，设计了满

足饱和约束的控制增益矩阵与反馈增益矩阵。 
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Abstract 
This article focuses on the finite-time stability problem of a class of nonlinear systems under ac-
tuator saturation constraints. Based on the theory of Lyapunov function, sufficient conditions for 
achieving finite time stability are given, and the finite time stable equilibrium point is obtained. 
The convergence rate and stable time boundary of the system state under saturation constraints 
are estimated. Secondly, based on the theory of linear matrix inequality, a control gain matrix and 
feedback gain matrix satisfying saturation constraints were designed by assuming a Lyapunov 
function. 
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1. 引言 

有限时间稳定的概念最早由[1]提出，人们在研究渐近稳定性问题时注意到，在有限时间内的框架下，

有些系统沿它的轨迹收敛到平衡点[2] [3]。具体来讲，有限时间稳定是指，如果给到系统初值的界限，那

么系统状态在有限时间区间内不会超过某个界限。近年来，有限时间稳定问题仍受到广泛关注，例如，

[4]使用李雅普诺夫–拉兹密辛方法研究了非线性时滞系统的有限时间稳定性，给出了李雅普诺夫条件；

[5]基于一组微分–差分公式研究了脉冲动力系统的有限时间稳定问题。然而，在实际生活中，系统的执

行器的振幅或者频率存在物理条件等因素的限制，超越这些限制可能会导致系统信号的失真，这将导致

系统控制失去准确度，最终导致系统不稳定，因此，执行器饱和下的控制越来越受到关注。在[6]中提出

了一种依赖于线性矩阵不等式的稳定性判据，用于量化饱和约束下系统的稳定性边界；[7]深入研究了具

有执行器饱和的动态系统，并提出了一种新的饱和度依赖的事件触发机制，以降低饱和阶段的触发频率。

参考文献[8]考虑了脉冲的饱和结构，设计了一种脉冲控制器，并开发了一种优化算法。在控制理论中，

非线性系统描述了一种输出与输入不成正比且不满足叠加原理的系统，它对初始条件敏感，并随着时间

推移，它的系统状态难以预测。与非线性系统相关的诸多理论也得到探索，例如[9]设计了一种基于观测

器的非线性抗饱和补偿器的方法，提出了一种非线性解耦和等效解耦抗饱和补偿器结构；[10]提出了一种

严格反馈非线性系统的自适应最优方案，给出了一种新的非线性相关函数。 
在本文中，我们关注在饱和控制输入下的有限时间稳定问题，基于李雅普诺夫方法，给出了实现稳

定的充分条件。在第 2 节中给出了一些必要的引理和假设；第 3 节给出了本文的主要结果；第 4 节给出

了数值模拟例子；第 5 节是本文的总结。 

2. 预备知识 

设 n
 为具有欧几里得范数 • 的欧几里得空间， + 为正整数集，I 为单位矩阵。 0A > 表示矩阵 A 是

对称且正定的， TA 表示矩阵 A 的转置矩阵， ( )max Aλ 、 ( )min Aλ 分别表示矩阵 A 的最大特征值和最小特征

值。定义★为对称矩阵的对称块。给定脉冲时间序列{ },kt k +∈ ，满足当 k →∞时， 

0 10 kt tt< <≤ < ∞→ + 。令 n nP ×∈ 是正定矩阵，对于一个正常数 ρ ， ( ) { }, :n TP x x Pxε ρ ρ= ∈ ≤ 。给

定矩阵 m nH ×∈ ，令 jh 是矩阵 H 的第 j 行，定义 ( ) { }: : 1 , [1, ]n
jH x h x j m += ∈ ≤ ∈ ∩  。本文考虑如

下饱和输入控制系统： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 0, , ,kx t Ax t Bf x t Csat u tt t t t= + + ≥≠                       (1) 

其中 ( ) nx t ∈ 表示为系统的状态变量， ( )f x 是系统状态的变量的右上导数， : n nf →  是全局利普希

茨函数满足 ( )0 0f = 且对于任意的 1 2, nx x ∈ ， ( ) ( )1 2 1 2ff xx Lf x x≤ −− 成立， f nL ∈ 是利普希茨矩

阵， , ,n n n n mnA B C× × ×∈ ∈ ∈   。 ( ) : m msat u →  是标准饱和函数，满足 ( ) ( ) ( )1 , ,
T

ms satat u sat u u =   ，

其中 ( ) ( ) { } [ ]sign min 1, , 1,j j jsat u uu j m +∈= ∩ 。 ( )u t 是状态反馈，满足 ( ) ( )u t Kx t−= ， m nK ×∈ 。令
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( ) ( )0 0, ,x t x t t x= 是系统(1)在初始条件 ( )0 0 0,, nxt x ∈ 的解，将吸引域定义为 

( ){ }0 0 0: lim , , 0:
t

n x t t xx
→∞

= ∈ = 。 
注 1 事实上，这种标准饱和函数的定义将输入信号限制在预设范围内，即 [ ]1,1− ，以防止控制器输

出信号过大而导致的失控。除此之外，这种饱和函数在实际应用中可以防止传感器信号超过量程或执行

器过载，这些特性使它成为控制系统等领域的重要方法。 
引理 1 ([6])设 是 m m× 阶对角元素仅为 0 或1的对角矩阵的集合，记 中的每个元素为 iD ，

1, 2mi +  ∈ ∩ 。记 i iD I D− = − 。令 , mu v∈ ，其中 ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,T
mm

Tu u vu u v vv= =  。若对任意的

1, 2mi +  ∈ ∩ 均有 1iv ≤ ，则有 

( ) { }co 1,2: m
i isat u u D v iD − ∈+∈    ， 

其中 

{ }
2

1

2

1
co 1,2 :: : 1, 0

m m
m i

i i i i
i i

u ui α α α
=

+
=

   ∈ ∩ = ≥     
=∑ ∑ ， 

进一步，给定两个反馈矩阵 , m nK H ×∈ ，如果对每一个 x ， ( )x H∈ 均成立，那么有 

( ) { }o 1,2:c m
i isat Kx D Kx D Hx i−

+∈ +  ∈ ∩ ， 

即 

( ) ( )
2

1

m

i
i i isat Kx D Kx D Hxγ −

=

= +∑  

其中
2

1
0 1,  1

m

i i
i

γ γ
=

< < =∑ 。记 ( ) ( )
2

1

m

i
i i iS D K D Hγ γ −

=

= +∑ ， 1 2 2
, , , mγ γ γ γ =   ， i i iE D K D H−= + 。 

定义 1 如果存在一个关于原点的开邻域  与函数 { } ( ): 0 0,→ ∞  (称为稳定时间函数)，满足如

下条件： 
(1) 对于任意的 { }0x∈ ， xψ 定义在 ( ))0, x  上。对于任意的 ( ))0,t x∈   ，有 ( ) { }0x tψ ∈ 且 

( )
( )lim 0x

xt
tψ

→
→ =


。 

(2) 对于任意关于 0 的开邻域 ε ，存在一个关于  的包含 0 的开子集 δ 满足对任意的 { }0x δ∈ ，

( )x t εψ ∈ 对全部的 ( ))0,t x∈   成立。如果有 n=  ，那么原点被称为全局有限时间平衡点。 
引理 2 ([1])如果存在函数 :V → 满足如下条件： 
(1) V 是正定的。 
(2) 存在实常数 0c > 以及 ( )0,1α ∈ 与原点的开邻域 ∈ ，满足 ( ) ( )( ) { }0, 0V x c V x x

α
+ ≤ ∈  。 

那么原点是一个有限时间平衡点，进一步，如果  的定义与在定义 1 中一样且  是稳定时间函数，

那么 

( ) ( ) ( )1
1

,1x V x
c

xα

α
−≤ ∈

−
   

且  在  上连续。如果V 在 { }0n
 上是负定的，V 是正交矩阵，那么原点是全局有限时间稳定点。 

3. 主要结果 

在本节，我们将讨论系统上述系统的有限时间稳定性质。 
定理 1 给定矩阵 , m nK H ×∈ ，如果存在矩阵 0n nP ×∈ > ，对角阵 0n nR ×∈ > ，正常数 , , 0cβ ρ > 与
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1ξ > ，满足 ( , ) ( )P Hρε ⊂  ，以及 

0,
T T

f
T

f i iA P PA E C P PCE PBR
R

L L Pβ + + + +
< 

− 

+
★

                     (2) 

( )( )min
1

c P
α

β λ
−

=                                      (3) 

那么系统(1)在 ( )0 , ,, 1x P ξε ρ ρ ρ ξ−∈ = >  的初值条件下是有限时间稳定的，其中 ( )0,1α ∈ 。 
证明 首先，我们将证明，对于任意的 ( )0 ,x Pε ρ∈  ，有 ( ) ( ),x t Pε ρ∈ ， 0tt∀ ≥ 。假设存在 0t t> ，使

得 ( ) ( ),x t Pε ρ∉ ，那么令 ( ) ( ){ }0
ˆ :inf ,t t t Px t ε ρ= > ∉ ，由 t̂ 的定义可知 ( ) ( )ˆ ˆT

x Pxt t ρ= 。当 )0 , ˆt tt ∈  时，

由条件(8)、引理 1 得： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )

1

      2

      

   

2

   

T

T T T T T T T T
i i

T T T T T
f f i i

T T
T f f i i

T

x

x x PAx x Bf x x

x

V t x t P t

t A Px t t t t P t t E C Px t x PCE x t

t A B P L RL E C P PCE x t

A P PA E C P PCE PB

P PA PBR

t x t
R

L RL
x

−

= + + +

≤ +

=

+

+ + +

 + + +
 

−

+

+
≤







★

      (4) 

由引理 1 
2

1
0, 1, 2

m T T
mf f i

T

i

iA P PA E C P PCE PB
R

L RL
i +

=

+
≤ ∈

 + + +    − 
∩∑ 

★
 

其中 0 1iγ≤ ≤ 且
2

1
1

m

i
i
γ

=

=∑ ，也就是说 

( ) ( ) 0
T T

f f
TA P PA S C P PCS PBL R

R
L γ γ + + +

  − 

+ ≤
★

                    (5) 

由式(3)、(4)得 

( ) ( ) )0
ˆ, ,V V tt t tt β≤ − ∈ 

  

进一步得 

( ) ( )ˆ ˆV t V tβ≤ −  

所以 

( ) ( )ˆ ˆt V tV ρ+ ≤ = ， 

这与 t̂ 的定义矛盾。由上述证明过程中的 ( ) ( ) 0,V V t tt tβ≤ − > 可以得到： 

( )( ) ( )( )0
tV x tV x t e β−≤  

所以系统状态 ( )x t 是以指数速率收敛的，收敛速率由 β 决定。所以对于任意的 ( )0 ,x Pε ρ∈  ，有

( ) ( ),x t Pε ρ∈ ， 0tt∀ ≥ 。结合以上证明过程，且代入条件(3)得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
min 0,t t P V t tV V c cV t t

α αβ λ
−

≤ − ≤ − ≤ − >                     (6) 

对 

( ) ( ) 0,t tV cV t tα≤ − >  
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进行积分可以得到稳定时间边界为： 

( ) ( )11
1

, nV x
c

xα

α
−≤ ∈

−
  

于是，由有限时间稳定的定义与引理 2 可知系统(1)在定理的条件下是有限时间稳定的。 
证毕。 
注 2 相较于传统的控制方法，饱和控制在充分考虑实际应用中的振幅、频率等物理因素，使控制系

统保持在最佳状态，以此达到保护系统，延长系统使用寿命的目的，从而降低硬件损耗所带来的不必要

成本。 
注 3 有限时间稳定的平衡点确保系统在预先指定的有限时间内从受到干扰恢复到平衡状态，相较于

传统的渐近稳定而言，它无需无限的时长，这可以避免因收敛时间过长而导致的失控问题。在工程领域，

有限时间稳定引入时间边界条件，从而提供了更加严格稳定性的量化指标，使它在实际操作中更具有准

确性。 
注 4 非线性系统的收敛速率反映了系统从初始状态到达稳定状态所需要的时间尺度，高收敛速率意

味着能以更短时间完成能量耗散与调节过程。另外，稳定时间边界作为一种特殊的边界条件，确保了系

统在特殊时间内稳定，在非光滑动态系统中，该边界的存在可以避免其它稳定导致的相位滞后问题，确

保各种子系统可以同步稳定。 
接下来我们将给出矩阵 ,K H 的设计。 
定理 2 对于给定的正常数 ,, , ,c rα β  如果存在对角阵 0,N > 以及矩阵 , ,X Y 满足 

0,
T T T

f f i i i iNA AN N ND XC ND YC CD XN CD YN B
rN

rL L N Nβ− − + + + + + +
< 

− 

+ 

★
          (7) 

( ) 1Nc αβλ −=




                                       (8) 

[ ]0, 1,
1 iz

N
m

Y
i +

− 
 − 

≤ ∈ ∩
★

                                (9) 

其中 
1 1 1, ,K XN H YN R rN− − −= = = 。 

且 [ ]1,,i mz i +∈ ∩ 表示一个行向量，它的第 i 项为 1，其余项为 0。 
证明 令 1N P−= ，将(7)左右同乘对角阵 { }1 1,diag N N− − ，则有(2)成立，再由 N 的定义，(3)成立。由

(9)又有 ( ) ( ),P Hε ρ ⊂  成立，于是与定理 1 的条件相同。证毕。 

4. 数值模拟 

考虑系统(1)的矩阵满足如下条件时的系统状态： 

( )
( )

1.5 0 0.5 0 1 0
, , , ( ) ,

0 1.5 0 0.
ta

t5 an0 1
n

A B C
x

x
f x

      
= = = =                

 

其中 ( )0 0.5,0.2x = ，该系统在 0u ≡ 时的系统状态如图 1。 
显然，他本身并不稳定。添加饱和输入控制后的系统状态如图 2。 
如图所示，在饱和输入控制下该系统实现有限时间稳定，相较于传统的渐近稳定，有限时间稳定更

加可控，而饱和控制输入考虑到系统本身的物理限制，相比其他控制方法更加精准，从而节省成本。 
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Figure 1. The system status of the system without input control 
图 1. 该系统在无输入控制时的系统状态 

 

 
Figure 2. The state of the system under the control of the saturation input 
图 2. 在饱和输入控制下的系统状态 

5. 结论 

本文研究了饱和控制输入下非线性有限时间稳定性问题，通过李雅普诺夫函数与凸组合方法建立了

实现稳定的充分条件，并给出了有限时间稳定下了收敛速率系数以及收敛指数，通过不等式方法得到了

线性矩阵不等式并给出了控制反馈矩阵与控制增益矩阵的设计。然而，在实际应用中，脉冲扰动与外部

干扰也是需要考虑的，这两种扰动会影响系统的收敛速率，收敛时间，甚至收敛结果，其次，在未来研

究中，可以在系统中添加时滞项，以符合更多的实用场景。 
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