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摘  要 

连续时间随机漫步是布朗随机漫步的自然推广，它允许合并等待时间分布和一般跳跃分布函数。我们

知道，要想进一步研究连续时间随机游可以通过研究跳跃步长概率密度函数以及等待时间概率密度函数

的性质。将连续时间随机漫步推广到流动流体场中也是一大热点研究命题。这种推广可以导出在运动流

体中连续时间随机漫步模型的宏观方程。在这里，我们考虑具有指数截断莱维跳跃分布的连续时间随机

漫步，在这种情况下，流体极限导致具有指数截断分数阶导数的运输方程，该方程描述了中间渐进状态

下记忆、跳跃和截断效应之间的相互作用。该模型在流体力学中具有重要应用，例如可描述污染物在湍

流边界层的输运：高速流场主导平流输送，湍流脉动引发指数截断的莱维跳跃，而颗粒在涡旋结构的暂

留形成幂律等待时间。通过调节参数，可量化评估海洋溢油扩散中早期快速扩展与后期受海流约束的竞

争机制，为预测污染范围提供理论依据。 
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Abstract 
Continuous-time random walk is a natural extension of the Brownian random walk, allowing for the 
combination of waiting time distribution and general jump distribution functions. We know that to 
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further study continuous-time random walks, one can investigate the properties of the jump step 
length probability density function and the waiting time probability density function. Extending 
continuous-time random walks to fluid flow fields is also a major research topic. This extension can 
lead to the macroscopic equations of the continuous-time random walk model in moving fluid. Here, 
we consider continuous-time random walks with exponentially truncated Lévy jump distributions. 
In this case, the fluid limit leads to a transport equation with an exponentially truncated fractional 
derivative, which describes the interaction between memory, jumps, and truncation effects in the 
intermediate asymptotic state. This model has important applications in environmental fluid me-
chanics, such as describing the transport of pollutants in turbulent boundary layers: high-speed 
flow fields dominate advection transport, turbulent pulsations cause exponentially truncated Lévy 
jumps, and particles’ residence in vortex structures form power-law waiting times. By adjusting pa-
rameters, the competition mechanism between the early rapid expansion and the later constraint 
by ocean currents in the diffusion of marine oil spills can be quantitatively evaluated, providing a 
theoretical basis for predicting the pollution range. 
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1. 引言 

速度场中的扩散是扩散理论的一个重要问题，除了许多基本问题外，它还与许多工业、技术和环境

情况有关。这个问题已经从不同的角度进行了大量的研究：扩散–平流方程[1] [2]。 
连续时间随机漫步的基本方程是 Montroll-Weiss 方程[3]，它用等待时间分布 ( )tϕ 和跳跃分布函数

( )xλ 来描述粒子位移的概率分布函数[4]。因此通过不同的等待时间分布以及跳跃步长分布，我们可以探

究连续时间随机漫步模型[5]。 
连续时间随机游走模型和扩散过程的区别在于，连续随机时间游走允许更一般的跳跃等待时间分布

和跳跃步长分布，而扩散过程通常是其连续极限，当跳跃步长很小且等待时间很短时的近似。例如，当

跳跃步长和等待时间的分布具有有限的二阶矩和一阶矩时，在长时间极限下，连续时间随机游走可以收

敛到扩散方程。 
连续时间随机漫步(Continuous-Time Random Walk, CTRW)由 Montroll 和 Weiss 于 1965 年提出，是

经典布朗运动的重要推广。与布朗运动不同，CTRW 允许粒子在跳跃之间经历随机的等待时间，且跳跃

步长可服从非高斯分布。这种灵活性使其能够描述复杂系统中广泛存在的反常扩散现象，例如多孔介质

中的溶质输运、细胞内分子运动以及湍流场中的粒子扩散。CTRW 的核心由两个独立随机变量刻画等待

时间分布和跳跃步长分布，具体而言： 
(1) 等待时间分布：它定义为粒子在两次跳跃之间停留时间的概率密度函数 ( )tϕ 。当 ( )tϕ 呈现幂律

衰减形式时，即 

( ) ( ) ( )1 0 1t t αϕ α− + < <  

系统的记忆效应显著，导致次扩散 ( )1α < 或超扩散 ( )1α > 。例如，幂律型等待时间使得粒子可能长
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时间滞留于局部区域，打破马尔可夫性，从而需要分数阶导数描述动力学过程。 
(2) 跳跃步长分布：它定义为粒子单次跳跃位移的概率密度函数 ( )xλ 。如果 ( )xλ 具有重尾特性(如

莱维分布)： 

( ) ( ) ( )1 0 2x x µλ µ− + < < ， 

则二阶矩发散，粒子可能发生远距离跳跃(莱维飞行)，导致均方位移随时间的超线性增长( 2µ < 时为

超扩散)。然而，实际物理系统受限于有限尺度或耗散效应，大尺度跳跃需通过指数截断修正，即截断莱

维分布： 

( ) ( )1 xx x eµ γλ − + −
 ， 

其中 γ 为截断参数，确保矩收敛并恢复高斯扩散的渐近行为。 
Montroll-Weiss 方程是 CTRW 的数学框架核心，其傅里叶–拉普拉斯空间形式为： 

( ) ( )
( ) ( )

11,
1

u
k u

u k u
ϕ

ρ
λ ϕ
−

=
−

， 

其中 ( ),k uρ 为概率密度的积分变换。 ( )uϕ 和 ( )kλ 分别是等待时间和跳跃步长概率密度函数的拉普拉斯

变换和傅里叶变换。通过选择不同的 ( )tϕ 和 ( )xλ 连续时间随机游走可退化为扩散方程(有限矩情形)或分

数阶扩散方程(重尾情形)，从而统一描述正常与反常扩散。 
在本文中我们考虑速度场是匀速的情况。粒子除了随机跳跃之外，还有平流运动。这时候需要将平

流项加入到连续时间随机游走模型中。例如，在每次跳跃之间，粒子不仅等待一段时间 t ，并且在这段时

间内以速度 v移动，然后在跳跃时有一个随机位移，或者跳跃本身可能同时包含确定性和随机性的部分。

本文我们将探究具有指数截断的莱维跳跃分布的连续时间随机漫步模型，我们研究截断莱维分布的主要

动机之一源于我们对磁约束等离子体中的湍流输运的研究。在这个系统中输运是典型的非扩散的，并且

已经证明连续时间随机游走模型和分数扩散输运方程能够描述一些基本的现象[6]-[8]。 

2. 流体场中的连续时间随机游走 

2.1. 经典连续时间随机游走模型 

在时间连续随机游走这个模型中，粒子要么先等待一段时间，再发生一个有一定步长的即时跳跃，

然后再重复这一过程；要么这个粒子先发生一个具有一定跳跃步长的即时跳跃，然后随机等待一段时间，

接着发生即时跳跃，依次重复……对于时间连续随机游走模型而言，我们通常假设时间与空间相互之间

没有影响，即等待时间以及跳跃步长这两个是相互独立的[9]。 
随机变量是相互独立的。在连续时间随机漫步方案中，定义运动的量是随机漫步者在其起点等待一

段时间τ 后进行长度为 r 的跳跃的概率分布 ( ),rψ τ 。它的傅里叶–拉普拉斯变换通过众所周知的关系式

与行走者在时刻 t 在 x 点的概率密度 ( ),x tρ 的积分变换有关： 

( ) ( )
( )

11,
1 ,

u
k u

u k u
ϕ

ρ
ψ
−

=
−

                                   (1) 

其中 ( )uϕ 是等待时间分布。 ( ),k uρ 是 ( ),x tρ 的傅里叶–拉普拉斯变换。 
对(1)式进行傅里叶–拉普拉斯逆变换有： 

( ) ( ) ( )
,

, ,
x t

dx d K x x t x
t

ρ
τ τ ρ τ

∂
′ ′ ′= − −

∂ ∫ ∫                             (2) 
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其中 

( ) ( ) ( )
( )

,
,

1
k u u

K k u u
u

ψ ϕ
ϕ
−

=
−

 

众所周知连续时间随机游走模型主要是由粒子在相邻两次游走所需要的等待时间 iτ 和跳跃步长 iλ 这

两个重要的随机变量来刻画的。这两个影响因素都是随机的，但随机程度各不相同，分别由它们各自服

从的概率函数决定。我们不妨先考虑离散的情况：关注的是利用等待时间和跳跃步长去描述连续时间随

机游走。 
等待时间： ( )1,2i iτ =  且他们之间是独立同分布的， iτ 的概率密度函数 ( )tϕ 呈幂率型，即 

( ) 1~ , 0t t αϕ α− − >  

计数过程 

( )
0

max 0 :
k

i
i

N t k tτ
=

 = ≥ ≤ 
 

∑  

跳跃步长： ( )1,2i iλ =  且它们之间是独立同分布的。 
所以连续随机时间游走定义为 

( )
( )

1

N t

i
i

N t λ
=

= ∑                                     (3) 

假设跳跃步长的概率密度函数为 ( )xλ ，则有 ( ) 1x dxλ
+∞

−∞
=∫ 。假设向左跳跃和向右跳跃的概率相等， 

即其概率密度函数是对称的： ( ) ( )x xλ λ= − 。在跳跃一步之前，粒子等待了 t 时间，假设等待时间的概率 

密度函数为 ( )tϕ ，于是 ( ) 1t dxϕ
+∞

−∞
=∫ 。从而 ( )xλ 和 ( )tϕ 就决定了连续时间随机游走的宏观性质。在标准 

的连续时间随机游走中这两个量是独立的，称此种连续时间随机游走为非耦合的连续时间随机游走模型。 
定义一个存活概率 ( )tΨ ，它刻画了粒子在 ( )0, t 时间内发生一次跳跃以后保持静止的概率 

( ) ( )
0

1
t

t dϕ τ τΨ = − ∫  

于是可以得到如下关系 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00
, ,

t
Q x t y Q x y t d dy P x tλ ϕ τ τ τ ϕ

+∞

−∞
= − − +∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00
, ,

t
P x t y Q x y t d dy P x tλ τ τ τ

+∞

−∞
= Ψ − − + Ψ∫ ∫  

其中 ( ),Q x t 表示为粒子经过τ 时间，发生跳跃 y 距离恰好到达位置 ( ),x t 的粒子量， ( ),P x t 表示为粒子经

过τ 时间，发生跳跃 y 距离恰好到达位置 ( ),x t 的粒子量，此时初始条件 ( )0 , 0P x t = 是粒子在 0t = 时的初

始分布。 
对于上面两个式子，我们分别对跳跃步长概率密度函数 ( )xλ 作傅里叶变换，即 ( ) ( )x kλ λ→ ；对等

待时间概率密度函数 ( )tϕ 作拉普拉斯变换，即 ( ) ( )t uϕ ϕ→ ，然后利用傅里叶–拉普拉斯空间中的卷积

公式我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, ,Q k u k u Q k u P k uλ ϕ ϕ= +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, ,P k u k u Q k u P k uλ= Ψ + Ψ  

整理得到传播函数 ( ),P x t 的主方程，即著名的 Montroll-Weiss 方程 
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( )
( ) ( )

( ) ( )
0 1

,
1

P k u
P k u

u k u
ϕ

λ ϕ

−  =
−  

                                (4) 

其中 ( ) ( )1 u
u

u
ϕ−

Ψ = 。对(4)式作傅里叶–拉普拉斯逆变换，我们便可以得到传播函数 ( ),P x t 的表达式变

形为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00
, ,

t
P x t y P x y t d dy P x tλ ϕ τ τ τ

+∞

−∞
= − − + Ψ∫ ∫  

根据(4)式中当等待时间概率密度函数和跳跃步长概率密度函数取不同的值时，我们都可以推导出其

对应的扩散方程，进而研究其二阶矩等性质。所以，对于连续时间随机游走来说，式(4)起到了关键的作

用，它对研究传播函数 ( ),P x t 以及二阶矩等性质有重要意义。注意到，耦合情况下，这里的是(4)与式(1)
几乎是一样的。 

2.2. 流体中连续时间随机漫步模型 

连续时间随机游走模型扩展到流体中是非常有必要的。该模型结合了流体的确定性平流和随机跳跃过

程，能够描述粒子在恒定速度场中的扩散行为，宏观上表现为带有修正漂移和扩散系数的对流–扩散方程。 
下面考虑在流动流体中的随机行人，也就是说，有偏见的连续时间随机漫步[10]。从标准的扩散–平

流方程开始，计算沿 x 方向匀速 v运动的流体中的扩散[11] [12]： 

( ) ( ) ( )2, ,
,

x t x t
v D x t

t x
ρ ρ

ρ
∂ ∂

+ = ∇
∂ ∂

                             (5) 

在傅里叶空间中，这个方程变成 

( ) ( ) ( )2,
,

k t
ikv Dk k t

t
ρ

ρ
∂

= − +
∂

                              (6) 

定义恒定速度运动流体场中连续时间随机游走： 

( ) ( )0, ,x t x v tψ ψ τ= −                                  (7) 

在傅里叶空间中，这个方程变成： 

( ) ( )0, ,i kvk t e k tτψ ψ−=                                  (8) 

首先对(8)式进行拉普拉斯变换有： 

( ) ( )0, ,i kvk u e k uτϕ ϕ−=  

结合 ( ) ( ) ( )0 ,k u k uϕ λ ϕ=  

故有： ( ) ( ) ( ), i kvk u e k uτϕ λ ϕ−=                             (9) 

将(9)式带入(1)式中有： 

( ) ( )
( ) ( )

1 1,
1 i kv

u
k u

u e k uτ

ϕ
ρ

λ ϕ−

−
=

−
                         (10) 

又因为生存函数 ( ) ( )1 u
u

u
ϕ−

Ψ = 代入等式(9)中得到： 

( ) ( )
( ) ( )( )

,
1 1i kv

u
k u

e k u uτρ
λ−

Ψ
=

− − Ψ
                          (11) 
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在这里，为了研究方便，我们考虑 

( ) ( )t E tββΨ = −  

它是 Mittag-Leffler 函数。通过文献我们知道： 

( ) ( ) ( )
( )

1

,
1

n n
i vk

ut E at k u
u e k

β
β β

β β τρ
λ

−

−
 ± =  + −

L                       (12) 

结合式(12)以及式(11)有： 

( )
( )

1

,
1 i vk

uk u
u e k

β

β τρ
λ

−

−=
+ −

                              (13) 

对其进行拉普拉斯变换有： 

( ) ( ) ( )0 , 1 ,c i kv
tD k t e k k tβ τρ λ ρ = −                             (14) 

Mittag-Leffler 函数的使用允许用分数阶时间导数对拉普拉斯变换进行精确的反转，这对于一般的等

待时间分布函数来说是不可能的。然而，在流体极限中，重要的是生存概率分布函数的渐近衰减，这是

被大家所认可的。因此，任何表现出与 Mittag-Leffler 函数相同的代数衰减的分布，将在流体极限中产生

方程(14)。 
在傅里叶空间中，大尺度宏观流体极限对应于 0k → 。在这个极限下： 

( ) ( ) ( )1kk e kλ Λ= ≈ + Λ +  

结合式(14)得到： 

( ) ( ) ( )0 , ,c
tD k t k i vk k tβ ρ τ ρ= Λ −                              (15) 

式(15)为宏观输运方程，描述在小 k 流体极限下，具有跳跃的一般概率分布函数，特征函数为 ( ) ( )kk eλ Λ= 。

通过傅里叶–拉普拉斯逆变换可以求得方程(15)在初始条件 ( ) ( )0 , 0x x tρ ρ= = 的通解为： 

( ) ( ) ( )0
1, ,

2
x t G x y t y dyρ ρ

π
∞

−∞
= −∫                           (16) 

其中函数G 为格林函数或者传播子。 

( ) ( )1,
2

G x t E t k dkβ
βπ

∞

−∞
 = Λ ∫                             (17) 

为了取得进一步的进展，我们需要指定跳跃概率分布函数的形式。我们假设这个函数属于无穷可分

分布的大类，跳跃分布函数对应的特征函数的对数由莱维 Khintchine 给出[13]。 

( ) ( ) ( )2 21 1
2

ikxIn k aik k e iku x w x dxλ σ
∞ −

−∞
 Λ = = − + − − ∫                   (18) 

其中 a 是一个常数并且 0σ ≥ 。函数 ( )u x 是一个截断函数，用来消除被积函数在原点处的奇异性，保证积

分的收敛性，函数 ( )w x 是莱维密度函数。将(18)式代入(15)式再求傅里叶逆变换便得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0

1, , ,
2

c
t x x xD x t a v x y t x t u y w y dyβ ρ τ ρ σ ρ ρ ρ ρ

∞

−∞
= − + ∂ + ∂ + − − + ∂  ∫        (19) 

方程(19)是描述具有一般跳跃分布函数的连续时间随机漫步流体极限的宏观输运方程，其特征为一

般的莱维密度。 
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3. 分数扩散方程的指数截断莱维过程 

在本节中，我们考虑两个具体的莱维过程，并从方程(19)中得到相应的宏观运输方程。第一个例子对

应于莱维稳定情况，并恢复了众所周知的标准分数扩散方程的推导。第二个例子考虑了指数截断的莱维

过程的情况，并导致了一个分数传输方程，描述了记忆效应、远程跳跃和截断的相互作用[14]。 

3.1. 莱维稳定过程 

对于一个莱维稳定过程，莱维密度由式(20)给出： 

( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

1
0

2
1

0
2

c x x
w x

c x x

α

α

θ

θ

− +

− +

+
<= 

− >

                             (20) 

其中 0c > ， 1 1θ− ≤ ≤ 是一个不对称参数。将方程(20)代入方程(18)进行积分可以得到： 

( ) ( )

( )
2 2

1 sgn tan 2 1
1

22 1 sgn 1

c k i k
iak k ic k k In k

α θ α π α
σ θ α

π

 + ≠  
Λ = − −   + =  

 

                  (21) 

在这里， ( )sgn
k

k
k

= ，式(21)是莱维稳定过程的特征指数。为了进一步计算出扩散方程，我们介绍 

Riemann-Liouville 分数阶导数。 
定义： 

( )
( )

( ) 1

1 m x
a x m ma

f y
D f dy

m x x y
α

αα + −

∂
=
Γ − ∂ −

∫                           (22) 

( )
( )

( )
( ) 1

1 m m b
x b m mx

f y
D f dy

m x y x
α

αα + −

− ∂
=
Γ − ∂ −

∫                           (23) 

使用 

( ) ( )xD f ik f kαα
−∞  = −   

( ) ( )x D f ik f kαα
∞  =   

通过将特征指数代入方程(15)中就能得到分数阶扩散方程： 

( ) ( ) 2 2
0

1,
2

c
t x x x xD x t a v c l D r Dβ α αρ τ ρ σ ρ ρ−∞ ∞ = − + ∂ + ∂ + +                  (24) 

其中
( )

1
2cos 2

l θ
απ
−

= − ，
( )

1
2cos 2

r θ
α π
+

= −  

3.2. 指数截断莱维过程 

对于指数截断的莱维过程，莱维密度由(25)式给出： 

( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

1
0

2
1

0
2

x

x

c x e x
w x

c x e x

α λ

α λ

θ

θ

− + −

− + −

+
<= 

− >

                            (25) 
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这里我们取 0 1, 0, 1 1, 0cα θ λ< ≤ > − ≤ ≤ ≥ 。在这种情况下，方程(18)导致特征指数为： 

( ) ( )( ) ( )( )2 21 1 1 2
2 2cos 2

ciak k ik ikα α ασ θ λ θ λ λ
α π

 Λ = − − + + + − − −             (26) 

现在我们将(26)式代入方程(15)并利用 

( ) ( )x x
xe D e f ik f kαλ α λ λ−

−∞  = −   

( ) ( )x x
xe D e f ik f kαλ α λ λ−

∞  = +   

通过傅里叶–拉普拉斯逆变换我们可以得到： 

( ) ( ) 2 2 ,
0

1,
2

c
t x x xD x t a v cD qβ α λρ τ ρ σ ρ ρ ρ= − + ∂ + ∂ + −                     (27) 

其中 
, x x x

x xD le D e reα λ λ α λ λ ρ−
−∞= +  

( )cos 2
cq

αλ
α π

= −  

和预想的一样当 0λ = ，方程(27)退变回成方程(24)。 
为了直观的了解截断的作用，我们考虑传播子的矩。 
由 

( )
( )

( )
1

0,
1 i kv

uk u k
u e k

β

β τρ ρ
λ

−

=
+ −

 

所以 

( )
( )

1

,
1 i kv

uG k u
u e k

β

β τ λ

−

=
+ −

 

由 

( ){ }
( )

1

1

!

1
nn

n

n uL t E at
u

β
β β

β
β

−

+
 ± = 



 

故有 

( ),G k t E t
β

β γ =    

其中 

( ) 1i kve kτγ λ= −  

求傅里叶逆变换有： 

( )
-

1,
2

ikxG x t e E t dkβ
β γ

∞ −

∞
 =  ∫π

 

又 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

, 0
n

nn n
n

G k t
x x G x t dx i k

k
∞

−∞

∂
= = − =

∂∫  
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求得 

( )
( )1

a v t
x

βτ
β
+

=
Γ +

 

( )
( ) ( )

22
2 2

2
2 1 1

t v a tx
β βτ

β β
+

= +
Γ + Γ +

  

其中 

( )
2

2

1
2 2 cos 2

c
α

α ασ
α π λ −

−
= +  

3.3. 关键参数对输运行为及宏观方程的影响分析 

3.3.1. 截断参数 λ 的调控作用 
截断参数 λ 表征指数截断的强度，其倒数1 λ 定义了跳跃步长的特征截断尺度。当 λ 增大时，莱维跳

跃的尾部衰减速率加快，大尺度输运事件的发生概率显著降低。在宏观输运方程(27)中，λ 通过修正扩散

项 2
λσ 影响输运速率： 

2 2
0 2

C
λ ασ σ

λ −= +  

其中截断项 2

C
αλ −
与 λ 成反比。当 λ →∞时，方程(27)退化为标准分数阶扩散方程(24)。此时扩散系数发 

散；当 λ 有限时，截断效应使扩散系数趋于有限值，系统从超扩散逐渐过渡到正常扩散。物理上， λ 的

增大对应于湍流场中涡旋结构的特征尺度减小，污染物颗粒的长程跳跃受限于涡旋破碎过程，扩散行为

由早期莱维主导的快速扩展转变为后期平流主导的受限扩散。例如，在海洋溢油模型中， λ 的增大可抑

制溢油初期的大范围扩散，使其更快进入受海流约束的阶段。 

3.3.2. 莱维指数 α的动力学效应 
莱维指数 ( )1 2α α< < 决定跳跃步长分布的重尾特性。α 越小，跳跃步长分布的尾部越厚，粒子发生 

长程跳跃的概率越高。在宏观方程中，α 直接决定分数阶导数项
x

α

α

∂

∂
的阶数。当 2α → 时，分数阶导数 

退化为经典二阶导数，扩散过程趋于高斯扩散；当 1α → 时，分数阶导数的非局部性增强，系统呈现显著

的超扩散特性，均方位移 ( )2x t 随时间的增长速率加快( ( )2 2/x t t α∝ )。在湍流边界层中，较小的α 值

意味着颗粒更易被大尺度涡旋携带，导致污染物在空间上呈现“跃迁式”扩散，这对预测污染范围的上

界具有重要参考价值。 

3.3.3. 等待时间幂律指数指数 β的记忆效应 
等待时间分布 ( ) ( )1t t βϕ − +∝ 的幂律指数 ( )0 1β β< < 控制粒子在局部区域的滞留时间。 β 越小，等待

时间的长期记忆效应越显著，粒子更倾向于长时间停留在涡旋结构中。在宏观方程中， β 与分数阶时间 

导数
t

β

β

∂
∂

的阶数相关联。当 1β → 时，记忆效应消失，方程退化为经典扩散–平流方程；当 0β → 时，系 

统的次扩散特性 ( )( )2x t tβ∝ 占主导，扩散速率大幅降低。例如，在海洋溢油场景中，若 β 较小，污染

物初期因颗粒滞留于涡旋而扩散缓慢，后期随海流平流作用逐渐释放，形成两阶段竞争机制。调节 β 可

量化评估滞留时间对污染演化的影响。 
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3.4. 湍流边界层中的污染物输运机制与模型应用 

3.4.1. 流体场中污染物输运的物理机制 
在湍流边界层中，污染物的输运由多尺度涡旋结构与平均流场的耦合作用主导。其物理机制可分为

以下三个层次[15] [16]： 
(1) 平流主导运输：高速流场的平均速度(如海表风驱流或河道主流)通过平流作用推动污染物整体迁

移，表现为确定性运动。 
(2) 湍流脉动诱导的随机跳跃：湍流产生的瞬时速度脉动引发污染物的随机位移。大尺度涡旋通过夹

带作用使污染物发生长程跳跃(莱维跳跃特性)，而小尺度涡旋则导致短程扩散。由于实际系统的有限尺度

(如海洋深度或管道半径)，大位移事件受物理边界或能量耗散的限制，形成指数截断效应。 
(3) 涡旋驻留与等待时间，污染物颗粒在涡旋内部滞留时，受涡旋寿命的影响，其等待时间分布呈现

幂律特性( ( ) ( )1 αϕ τ τ − +
 )。这一过程与非马尔可夫性记忆效应直接相关，解释了污染物扩散中的时间依赖

性异常行为。 

3.4.2. 湍流边界层的特点及其影响 
湍流边界层的动力学特性通过以下方面影响污染物扩散： 
(1) 速度梯度与剪切效应：边界层内速度梯度导致强烈的剪切湍流，增强污染物的横向混合。剪切流

中涡旋拉伸作用可能改变莱维跳跃的方向性分布，需在模型中引入各向异性修正因子。 
(2) 雷诺应力与能量级串：根据 Kolmogorov 理论，湍动能从大尺度涡旋向小尺度传递并最终耗散。

这一过程导致污染物跳跃步长的多尺度分布，其中截断参数可关联于耗散尺度 ( )1l lη ηλ  ，反映系统对

最大跳跃尺度的物理限制。 
(3) 拟序结构与间接性：湍流边界层中拟序结构(如发卡涡)的周期性生成与破碎，导致污染物扩散呈

现间歇性爆发特征。模型中的截断莱维分布可捕捉此类间歇性，其尾部衰减速率与拟序结构的空间相关

性直接相关。 

3.5. 模型对比 

3.5.1. 与传统布朗运动模型的对比 
本文模型：引入指数截断的莱维跳跃分布，允许幂律型跳跃步长(如 ( ) 1 xx x eα γλ − − −∝ )，结合平流效

应和截断机制。 
传统布朗运动：基于正态分布，跳跃步长和等待时间的二阶矩有限，均方位移(MSD)与时间呈线性关

系(正常扩散， 2x t∝ )。 
传统的布朗运动具有一定的局限性：无法描述反常扩散现象(如超扩散或次扩散)，且缺乏对长尾跳跃

和记忆效应的刻画。 
本文模型与传统布朗运动相比较，我们的模型可以更好地描述超扩散且适用于湍流边界层污染物输

运等场景。并且通过指数截断避免莱维分布的二阶矩发散，物理上更合理。 

3.5.2. 与标准连续时间随机游走模型的对比 
标准连续时间随机游走模型：使用未截断的莱维稳定分布，导致跳跃步长的二阶矩发散 ( )2α < 。 
标准连续时间随机游走模型的局限性在于：理论上的无限大跳跃与实际物理系统矛盾，无法描述截

断效应。 
本文模型采用指数截断莱维跳跃分布，保留了长跳跃特性同时保证二阶矩有限。通过截断参数 λ 调

节跳跃尺度，量化早期快速扩散与后期受约束的竞争机制。同时推导出了含指数截断分数阶导数的宏观
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输运方程(式 27)，统一描述记忆效应、长程跳跃与截断的相互作用。 

3.5.3. 与其他扩散模型(如分数阶扩散方程)的对比 
分数阶扩散模型：通过分数阶导数(如 Riemann-Liouville 导数)刻画非局域性和记忆效应，但通常基

于未截断的莱维过程。 
分数阶扩散模型的局限性在于：仍存在矩发散问题，且未明确结合流体场的平流效应。 
本文模型在分数阶导数中引入指数截断(式 27)，使方程兼具分数阶非局域性和截断的物理约束。优

势在于结合流体场平流项(式 19)，更真实模拟运动流体中污染物的输运(如高速平流主导、湍流引发截断

跳跃)。并且通过调节α (跳跃指数)和 γ (截断强度)，灵活量化扩散行为的跨尺度特征。 
总之，本文模型在理论合理性(截断避免发散)、物理适用性(流体场耦合)和应用灵活性(参数可调)三

方面超越传统模型，为反常扩散研究提供了兼具数学严谨性与工程实用性的新范式。 

3.6. 模型的推广应用 

本研究所建立的指数截断莱维跳跃连续时间随机漫步(CTRW)模型不仅适用于湍流边界层中的污染

物输运问题，还可通过参数调整和理论扩展推广至其他复杂环境或流体动力学条件。以下从不同应用场

景及流场特性出发，探讨模型的潜在应用价值[17]。 

3.6.1. 大气扩散中的污染物输运 
大气扩散受风速、温度分层及地形效应等因素的显著影响。例如，近地面大气边界层中风速的垂直

梯度可能导致平流速度的非均匀分布，而温度逆温层会抑制湍流混合，改变跳跃步长的截断特性。通过

引入与高度相关的截断参数 ( )zλ 和莱维指数 ( )zµ ，可量化不同大气层结下的跳跃行为差异。此外，地形

复杂度(如山脉或城市建筑)会引发局部涡旋，此时等待时间分布需结合多尺度幂律衰减，以反映粒子在涡

旋中的滞留效应。该模型可为大气污染物(如 PM2.5 或工业废气)的跨区域扩散预测提供理论支持，尤其

在突发污染事件中评估污染范围时具有重要应用价值。 

3.6.2. 海洋环流与河流混合中的物质输运 
海洋环流中存在多尺度涡旋和剪切流，此类复杂流场中物质的输运既受大尺度平流主导，也受小

尺度湍流引发的莱维跳跃影响。通过将流场速度分解为平均流与脉动分量，可将平流项与随机跳跃项

动态耦合，进而建立适用于非定常流场的扩展 CTRW 模型。在河流混合问题中，河床粗糙度与弯道效

应会改变湍流强度，此时指数截断参数 λ 可关联于局部雷诺数，以反映流场能量耗散对跳跃截断的影

响。此类推广模型可用于预测微塑料颗粒在近海区域的输运路径或重金属污染物在河流中的扩散规

律。 

4. 结论 

截断通过一个与参数 λ 成反比与参数 c 成正比的量，增大了高斯扩散系数。进一步地，在极限

0, Xλ → →∞下，二阶矩的散度结果是一致的。对于莱维稳定过程，我们可以恢复到通常的分数阶扩

散方程，对于莱维稳定过程而言，由于代数衰减尾，它们具有发散矩。截断的莱维过程能够导致有限的

矩，能够很好解决矩发散的问题。指数截断参数 λ 的引入有效平衡了莱维过程的长程跳跃特性与物理

系统的有限尺度约束。理论分析表明，截断项通过修正扩散系数实现了扩散行为的动态调控：当 0λ >

时，模型退化为标准莱维稳定过程，呈现超扩散特性；随着截断参数 λ 增大截断效应增强，系统逐渐过

渡到高斯扩散。这一机制为解释湍流边界层中污染物早期快速扩展与后期受限扩散的竞争现象提供了

量化工具。 
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