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摘  要 

随机约束满足问题解空间的结构与问题的难解性之间具有紧密的内在联系。针对随机约束满足问题中固

定约束长度模型与实际场景中非均匀约束的差异性，提出了具有混合约束长度的RBmix模型。基于统计物

理的序参量理论，利用解对间Hamming距离演化分析与矩方法相结合，揭示了混合约束满足问题模型解

空间的分簇相变。结果表明，当控制参数达到临界阈值时，解空间发生从复本对称态到统计可分簇态的

相变，其特征表现为解集内部涌现指数级规模的子簇，且相邻子簇间存在超Hamming距离的能量壁垒。

这揭示了分簇相变过程中解空间连通性的突变规律为基于相变特征的组合优化算法设计提供了理论依据。 
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Abstract 
There exists a profound intrinsic connection between the structure of the solution space and the 
computational hardness of random constraint satisfaction problems (CSPs). To address the discrep-
ancy between fixed constraint length models in random CSPs and the non-uniform constraints in 
real-world scenarios, the RBmix model with mixed constraint lengths has been proposed. Leveraging 
the order parameter theory from statistical physics and combining the analysis of Hamming dis-
tance evolution between solution pairs with the moment method, the clustering phase transition in 
the solution space of the mixed constraint satisfaction problem model has been revealed. The 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2025.154122
https://doi.org/10.12677/pm.2025.154122
https://www.hanspub.org/


金迪 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.154122 191 理论数学 
 

results demonstrate that when the control parameter reaches a critical threshold, the solution 
space undergoes a phase transition from a replica-symmetric state to a statistically clustered state. 
This transition is characterized by the emergence of exponentially many sub-clusters within the 
solution set, accompanied by energy barriers of ultra-Hamming distances between adjacent sub-
clusters. This reveals the abrupt change in the connectivity of the solution space during the cluster-
ing phase transition, providing a theoretical foundation for the design of combinatorial optimiza-
tion algorithms based on phase transition characteristics. 
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1. 引言 

约束满足问题(Constraint Satisfaction Problems, CSP)是计算机科学、数学、物理学和工程学等多个领

域中的一个重要研究主题，广泛应用于资源分配、逻辑推理、蛋白质结构预测和化学分子设计等实际问

题中。CSP 问题的核心在于找到一组变量赋值，同时能够满足所有约束条件。由于其普遍性和复杂性，

CSP 问题在计算复杂性理论中占据重要地位，尤其是 NP-完全问题的研究中[1]，通过对约束满足问题的

深入研究，理论上可以帮助揭示计算复杂性的本质，还可以为设计高效算法和优化资源分配提供重要工

具。近年来，随着对 CSP 的深入研究，解空间结构逐渐成为理解问题复杂性、算法性能和相变现象的关

键。当控制参数变化时，解空间也会随之发生不同的结构性变化，表现出数值实验中就是当控制参数小

于某一数值时，问题能找到可满足解；而大于这一数值时，问题实例的可满足概率会出现从 1 到 0 的突

变，且在这个临界值附近求解难度到达最大值。这一有趣现象引发了人们对平均计算复杂与解空间结构

之间存在关系的猜测。 
最早的 CSP 研究基于四个基础模型为 A、B、C、D 模型[2]-[4]，但是 Achlioptas 等人指出，当问题

规模增大时，这些基础模型都表现出渐进平凡不可满足性[5]。为克服这一缺陷，研究学者通过改变控制

参数变化的方式，提出了 RB 模型，即约束数目和取值域规模都随变量个数呈指数增长。然而，RB 模型

的随机实例由固定长度约束组成，对于生活中很多实际问题来说，约束的形式是变化的。基于 RB 模型，

许多研究学者提出了 k-CSP、d-k-CSP、p-RB 等新模型，这些模型通过简单自然的问题实例生成方式，证

明了模型具有精确的相变现象。Fan 和 Shen 提出的 k-CSP 模型则通过固定取值域，使约束长度随变量数

增长，进一步拓展了 CSP 的理论框架。该模型同样表现出精确的相变现象，并且在相变区域具有指数级

的计算复杂性[6] [7]。Zhou 等人提出的 d-k-CSP 模型结合了 RB 模型和 k-CSP 模型的特点，允许取值域

和约束长度同时随变量数增长。该模型不仅具有精确的相变现象，还通过有限尺寸缩放分析，进一步揭

示了相变区域的宽度随问题规模的增加而缩小[8]。Zhao 等人对于 RB 模型进行了更深入的研究，探讨了

一个不同约束组具有不同约束紧度的模型，即 p-RB 模型。该模型是在约束紧度上的更一般的推广，将约

束按照一定权重进行划分，同一约束组的约束紧度相等，不同约束组的约束紧度不同，结合理论证明和

数据实验论证，阐释了该模型也具有精确的相变现象，具有更广泛的理论价值与现实意义[9]。基于这些

新模型的研究，本文在此基础上提出了具有混合约束长度的理论模型 RBmix 模型。相较于 k-CSP 模型固

定取值域，使约束长度随变量数增长；d-k-CSP 模型允许取值域和约束长度同时随变量数增长；p-RB 模
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型中约束长度相同而约束紧度不同，RBmix 模型则通过混合约束长度的设计，允许约束长度在同一个问题

实例中各不相同，在约束长度的多样性上具有更强的灵活性。能够更好地模拟现实中的复杂约束条件，

旨在进一步拓展 CSP 问题的理论框架。 
文献[10]通过提出 RB 模型，为研究随机 CSP 的相变现象提供了新的工具和理论支持。这篇文章不

仅证明了 RB 模型中存在精确的相变点，还揭示了该模型中存在大量难以解决的实例[11] [12]。这些发现

为理解随机 CSP 的复杂性提供了重要见解。文献在 2005 年通过统计物理的方法研究了随机 k-SAT 问题

中的聚类现象，并提出了“难 SAT”阶段的概念[13]。文献[14]在 2010 年研究了随机 k-SAT 问题的解空

间结构，证明了解空间在接近可满足性阈值时会分裂成多个独立的聚类。文献[15]和文献[16]在 2015 年

和 2022 年分别研究了具有增长域的随机 CSP 模型(如 RB 模型)和种植 CSP 模型的解空间结构。文献[17]
通过有限尺寸缩放分析，定量描述了随机 CSP 的阈值行为，并证明了相变区域的宽度随问题规模的增加

而缩小。他们通过严格的数学方法(如第一矩方法和第二矩方法)证明了解空间在接近可满足性阈值时会

出现聚类现象，并揭示了种植模型中独立相变、分簇相变和孤立相变的存在。这些研究为理解解空间的

复杂性提供了重要的理论基础。在这些理论基础背景下，本文基于混合约束满足问题模型(即 RBmix 模型)，
该模型是在著名的 CSP 和 RB 模型的基础上修正的具有可变取值域和混合约束长度的新模型，其中取值

域是变量数的指数函数，且所有约束的约束长度各不相同，来研究 RBmix 模型的解空间结构和相变现象。

在研究解空间结构的理论证明上，一阶矩、二阶矩为理解解空间复杂性提供了重要工具。 

2. 预备知识 

2.1. RB 模型 

CSP 问题是由变量集合{ }1 2, , , Nx x x 、约束集合{ }1 2, , , mC C C 以及相容赋值集合{ }1 2, , ,i i ikR R R 形

成。其中每个变量的可取值域为 D ， D Nα= ，( )0α > ；任意一个约束，都是从变量集合 X 中随机挑选

k 个不同变量满足一定约束条件构成。问题实例是由若干个约束取逻辑且构成。对于实例来说，求解的实

质就是找到一组赋值集合能够满足所有约束条件或无解。生成 RB模型实例步骤为： 
a) 从所有可能的 k

NC 约束中随机、可重复选取 lnt rN N= 个约束构成实例的约束集合{ } 1

l
i i

C
=
，其中每

个约束所含的变量随机挑选且不重复； 
b) 对于实例中的每个约束 { }1 2, ,i i i ikC x x x=  ，约束中所含变量个数作为其约束范围长度，从取值域

中不重复选择赋值，不相容赋值集合 1 2i i i ikR D D D⊆ × × × 限制变量的可取值，其中 ,0 1k
iR p d p= ⋅ < < ，

p是约束紧度。 
这样就可以生成 RB 模型的一个随机实例。 

2.2. RB 模型相变现象 

文献[10]提出了定理 1，用严格的数学分析方法证明了 RB 模型存在精确的约束密度临界点，且也可

以看出在临界值附件有相变现象的出现。 
定理 1 设 ( )ln 1sr pα= − − ，若 1 kα > ， 0 1p< < 是两个常数，且 k ， p满足不等式 ( )1 1k p≥ − ，

则有 

( )
1 ,

lim Pr Sat
0 .

s

n
s

for r r
for r r→∞


= 


＜

＞
 

其中 ( )lim Pr Sat
n→∞

表示问题实例可解的概率。当控制参数较小时，解空间结构处于复制对称阶段，这个时

候所有解之间的汉明距离相对来说较平均，分布均匀，更容易找到解的存在；随着控制参数变化，解空

https://doi.org/10.12677/pm.2025.154122


金迪 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.154122 193 理论数学 
 

间结构进一步复杂化，进入复制对称破缺阶段，此时，解的分布不再均匀，所有解会形成独特的聚类，

求解难度显著增大，难以找到可满足解。 

2.3. RBmix模型 

RBmix 模型是在 RB 模型基础上进行的扩展，其主要创新点在于约束长度的混合性。RBmix 模型继承

了 RB 模型的指数增长取值域和固定约束长度的特点，但在约束长度的多样性上进行了拓展。RB 模型中

的所有约束具有相同的长度，而 RBmix 模型允许约束长度不同。相较于 RB 模型的随机实例是由固定长度

的约束组成，即每个约束都包含个相同数目的变量，RBmix 模型则通过构建多组异构约束集合实现约束长

度的混合，也就是将约束集合划分为若干子集，每个子集中的约束由个不同的变量组成。特别地，当所

有子集约束长度取值相同时，RBmix 模型退化为经典的 RB 模型。这种混合约束长度的设计更贴近实际应

用中的多样性，能够更好地模拟复杂问题中的约束结构。具体生成实例步骤如下： 
a) 实例中所有的变量{ } 1, ,i i N

x
= 

都有 d Nα= 个可能值的取值集合 D ； 
b) 将所有约束按照一定比例所含进行分组，同一组内的约束具有相同的变量个数，而不同组的约束

所含变量个数不同。同一约束组所含变量个数相同，不同变量组的约束所含变量不同。第 i 组约束中随机

可重复选择 lnic rN N 个约束，该约束组中每个约束中均涉及 ik 个变量。有 1 1l
ii c

=
=∑ ， l 为有限整数。如

果 i j≠ ，则 i jk k≠ ， 2ik ≥ 是整数； 
c) 对于随机选取的每一个约束来说，有 ikQ pd= 个不相容赋值，也就是说每个约束都有 ( )1 ikp d− 个

相容赋值集合。 
为了方便证明，引出下列几个定义。 
定义 1 赋值对 ,i jt t  
对于随机约束满足问题中任意一个实例 I ， ( ) ( )1 2 1 2, , , , , , ,i i i iN j j j jNt x x x t x x x= =  是实例的两组赋

值，当且仅当 it 和 jt 都满足实例时，赋值对才满足问题实例。 
定义 2 Hamming 距离 
对于变量集合中相同位置的变量取不同值的个数，用 ( ),H i jd t t 表示。从表达式中，Hamming 距离可

以简化为 

( ) ,
1

, 1
i ja a

n

H i j t t
a

d t t
=

= ∑  

其中 ,1
i ja at t 是指示函数，当

a ai jt t≠ ， ,1 1
i ja at t = ；当

a ai jt t= ， ,1 0
i ja at t = 。 

2.4. RBmix模型相关结论 

这里我们提出关于 RBmix 模型存在相变现象的定理。 
定理 2 设 ( )ln 1sr pα= − − ， { }0 1 2min , , , lk k k k=  ，若 01 kα > ，0 1p< < 为两个常数，且 0k ， p满

足不等式 ( )0 1 1k p≥ − ，则 

( )
1 ,

lim Pr Sat
0 .

s

n
s

for r r
for r r→∞


= 


＜

＞
 

通过定理分析，可以知道 RBmix 模型存在和 RB 模型相同的精确的相变点，也会表现出相同的相变现

象，从定理内容上也可以看出相变点不会因为约束所含变量个数的不同而变化，这从理论上严格拓展了

RB 模型只能研究相同约束变量的局限。在控制参数较小时，模型实例以概率 1 可求解；随着控制参数变

化，可解概率也出现从 1 到 0 的突然转变，且求解难度在临界值附近达到峰值。对于 RBmix 模型，有着和

RB 模型一样的阈值行为，那么做出大胆猜测，解空间结构、相变行为会出现和 RB 模型相同的变化，在

https://doi.org/10.12677/pm.2025.154122


金迪 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.154122 194 理论数学 
 

第三章进行理论证明。 

3. RBmix模型的相变现象 

本章主要介绍了当 RBmix 模型的解空间结构发生变化时，表现出的相变行为。很多 CSP 问题都会出

现可解概率从 1 到 0 的突变现象，且在相变点附近求解难度达到峰值。模型的相变现象、平均计算复杂

度均与解空间的高度结构化有关。在标准 RB 模型中，解空间在接近可满足性阈值时会分裂成多个独立

的聚类，且每个聚类中的解数量呈指数级增长。RBmix 模型的解空间结构表现出同样复杂的特征。通过理

论分析，我们发现 RBmix 模型在控制参数增加时，解空间会经历从复制对称阶段到复制对称破缺阶段的

转变，但并未出现分簇相变。这一现象与标准 RB 模型的结果一致，表明 RBmix 模型在解空间结构上具有

与 RB 模型相似的阈值行为。 

3.1. 可满足性相变现象 

可满足相变是 CSP 问题中最先被关注的相变现象。且在相变点附近，问题实例的可解性与不可解性

表现出明显的转变。可满足性相变是理解 CSP 复杂性的关键，它揭示了问题从容易解到难以解的转变，

这在理论计算机科学中具有重要意义。根据定理 2 可以分析出问题实例发生可满足相变的临界点就是

sr r= 处。在可满足相变之前，问题实例以概率 1 可解；在可满足相变之后，问题实例以概率 0 可解。 

3.2. 分簇相变现象 

在分簇相变之前，所有的解都位于一个巨大的解簇中，而在分簇相变之后，解空间会分裂成多个独

立的聚类，每个聚类中的解数量呈指数级减少。接下来结合矩方法进行证明。 
给定 RBmix 模型中一个随机实例 I， ( ) { }I ; IS σ σ= 满足 表示实例 I的解空间，设 ,σ τ 为两组赋值。用

( )Z x 定义任意两个解之间 Hamming 距离为 xN 的解对数，其中 ( )t x 表示特定 Hamming 距离条件为 xN
下的赋值对数量 

( ) ( )1 .
NN N

t x N N
xN

αα α 
= − 

 
 

对于 it 和 jt 两组赋值，赋值有两种选择，即赋值对中所有变量都取相同值或赋值对中有变量的值不 

取同。赋值对是第一种情况概率为
( )
( )

,
,

i

i

C S k
C N k

；赋值对是第二种情况概率为
( )
( )

,
1

,
i

i

C S k
C N k

− 。如果所有变量取

相同赋值，且这样的赋值对是解对数的概率为
( )
( )

1,

,

i i

i i

k k

k k

C d pd

C d pd

−
；除此之外的赋值对是解对数的概率为

( )
( )

2,

,

i i

i i

k k

k k

C d pd

C d pd

−
。用 ( )q x 表示该 Hamming 距离下的赋值对满足一个约束的概率为 

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1, 2,, ,
1

, ,, ,

i i i i

i i i i

k k k k
i i

k k k k
i i

C d pd C d pdC S k C S k
q x

C N k C N kC d pd C d pd

− −  
= ⋅ + ⋅ −  

 
 

其中 

( )
( )

1,
1

,

i i i

ii i

k k k

kk k

C d pd d q p
dC d pd

− −
= = −  
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( )
( )

( )( )
( ) ( )22, 1 11

, 1

i i i i i i

ii i i i

k k k k k k

kk k k k

C d pd d pd d pd
p O

dC d pd d d

− − − −  = = − +  
 −

 

根据组合公式， ( ) ( )
!,

! !i
i i

SC S k
k S k

=
⋅ −

， ( ) ( )
!,

! !i
i i

NC N k
k N k

=
⋅ −

，有 

( )
( )

( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )11 2

211 2

, 11
, 1 1 1

i

i

i

kS S S S
N N N N N N N ki

k
i N N N

C S k g x
x O

C N k N N

−

−

− − −  = = − + +  
 − − −





 

当变量规模较大时 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 1 1 1 1i ik ki ig x g x
q x p x p x

N N
   

= − − + + − − − −   
   

 

令 ( ) ( )
1 ik ig x

t x
N

= − + ，则 

( ) ( )( ) ( ) ( )21 1 1q x p t p t= − + − −  

这样的赋值对满足实例中所有约束的概率是 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
ln

2
, I

1
1 1 1 1

ic rN Nl

S
i

P p t p tσ τ∈
=

 = − + − − ∏  

设 ( )Z x 的期望值为 ( )( )E Z x ，为 ( )t x 与 ( )( ), I1 SP σ τ∈ 的乘积 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
ln

2

1
1 1 1 1

ic rN Nl
xNN

i

N
E Z x d d p t p t

xN =

   = − − + − −    
∏  

由于 ( )( )E Z x 不好计算，且变量取值域规模是随着变量数呈指数增长。因此，为了方便计算定义 

( ) ( )( )lim ln ln
N

h x E Z x N N
→∞

=  

根据斯特林公式 ! 2
NNN N

e
π  ≈  

 
，可得， 

( )( )1
ln

lim ln 1 xx

N

N
xN

x x
N

−

→∞

 
 
  = − ； 

ln lnNd N d= ； 

( ) ( )ln 1 ln 1xNd xN d− = − ； 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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1 2
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有 
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( )
( )( ) ( ) ( ) ( )
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ln 1 ln 1lnlim ln 1 1
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1 ln 1 1 .
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l

iN i

l

i
i

x x xN dN dh x c r p p t p
N N N N N N

x c r p p t pα

−

→∞ =

=

 − −  = + + + − + −  
  
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∑

∑

 

当控制参数 r 变大时， ( )h x 函数是单调递减函数。由 Markov 不等式 ( )( ) ( )( )0P Z x E Z x> ≤ ，可以

分析得出，当 ( ) 0h x < 时， ( )( ) 0E Z x → ，就可以得到 ( )( )0 1P Z x = = ，也就是当 ( )h x 函数图像在 x 轴
下方时，所对应的 Hamming 距离为 xN 的赋值对数不存在。对函数进行分析，可得 

( ) ( )( )
( )( ) ( )

1

2
1

1 1

1 1 1

i

i

kl
i

i k
i

pk p x
h x c r

p p x p
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=

− − −
′

− − + −
∑= +  
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l i

i i ki

x p k p x
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p x p

−

=

 − − − − − ′′
 − + − 

∑=  

由定理 2 中
1

1ik
p

≥
−

，可得 ( ) 0h x′′ > ，即 ( )h x 是凹函数。令 0 sr r r= ，且
( )ln 1sr p
α

= −
−

 

1) 当 sr r= 时 ( )0 1r = ， ( ) ( )0 0, 1 0h h= = ； 
2) 当 sr r< 时 ( )0 1r < ， ( ) ( )0 0, 1 0h h> > ； 
3) 当 sr r> 时 ( )0 1r > ， ( ) ( )0 0, 1 0h h< < 。 
接下来，主要是证明 ( )h x 函数图像在轴下方时，这样的赋值对数不存在，即 ( ) 0h x < ，赋值对不是

解对数 

( ) ( )

( )
( )

( )( )

( )
( )

( )

2 2

1 1

1 2

1 2

1 1

1 1

2 1 ,
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   
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≤ − ⋅

→ − ⋅

→

∑ ∑＞

 

这个式子得出不存在 Hamming 距离为 1x N 和 2x N 之间的赋值对数。也就是说解空间所有的解都被分

分到不同的簇域中，同一个簇域之间的最大 Hamming 距离为 1x N ，不同簇域之间最小 Hamming 距离是

2x N 。分析可得出，分簇相变出现在可满足相变之后。 
根据上述理论分析，对 RBmix 模型生成的实例进行赋值，通过图像直观展示解簇的分布区间。本文探

索混合变量个数下的模型的分簇相变，通过解析实例的解空间结构，探究解空间何时会出现聚集成簇。

在其他参数不变情况下，根据定理 2 相变点的公式，我们通过赋三组不同 k 值、不同α 值来验证控制参

数处于临界值附近时解空间的分簇现象。第一组赋值参数为 0.8,α = ( )0.4, 2,3 ,p K= = ( )0.6,0.4L = 。根

据定理 2 可得 1.5661sr = 。设控制参数 0 sr r r= ，当 0 1r < 时，由定理 2 可知，在可满足相变点前，问题实

例以概率 1 可解；当 0 1r > 时，在可满足相变点后，问题实例以概率 0 可解。从图 1 中可以看出，随着控

制参数 0r 变化，会有相应的函数图像与之对于。举例当 0 0.835r = 时， ( ) 0f x = 有一个交点，当 00.835 1r< <

时， ( ) 0f x = 有两个交点。通过举 0 1r < 的一个例子，即 0 0.92r = 也就是说此时解空间开始发生分簇。可

以发现，当 ( )0.118 ,0.813x N N∈ 时，函数 ( ) 0h x < 。也就是不存在 Hamming 距离在 0.118N 和 0.813N 之

间的赋值对数。解空间结构被分解成不同大小的簇域，其中同一个簇域之间的最大 Hamming 距离为

0.118N ，不同簇域之间最小 Hamming 距离是 0.813N 。 
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Figure 1. Image of ( )h x  function with the control parameter of ( ) ( )0.8, 0.4, 2,3 , 0.6, 0.4p K Lα = = = =  

图 1. 控制参数为 ( ) ( )0.8, 0.4, 2,3 , 0.6, 0.4p K Lα = = = = 的 ( )h x 函数图像 

 
第二组赋值参数为 ( ) ( )0.5, 0.6, 3,6 , 0.6,0.4p K Lα = = = = 。图 2 中曲线从上到下 r 值分别为

0.75 ,0.835 ,0.92 , ,1.1s s s s sr r r r r 。图中 ( )0.78 ,s sx r r∈ 区域内，函数与坐标轴有两个交点。用 0.91r 举例，可以

发现当 ( )0.062,0.815x∈ ，函数 ( ) 0h x < 。也就是不存在 Hamming 距离在 Hamming 和 0.815N 之间的赋值

对数。解空间结构被分解成不同大小的簇域，其中同一个簇域之间的最大 Hamming 距离为 0.062N ，不

同簇域之间最小 Hamming 距离是 0.815N 。 
 

 
Figure 2. Image of ( )h x  function with the control parameter of ( ) ( )0.5, 0.6, 3, 6 , 0.6, 0.4p K Lα = = = =  

图 2. 控制参数为 ( ) ( )0.5, 0.6, 3, 6 , 0.6, 0.4p K Lα = = = = 的 ( )h x 函数图像 
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第三组赋值参数分别为 ( ) ( )0.75, 0.45, 2,4 , 0.6,0.4p K Lα = = = 。举例 0 0.9r = ，从图 3 中可以发现当

( )0.125,0.756x∈ ，有函数 ( ) 0h x < ，也就是说不存在 Hamming 距离为 0.125N 和 0.756N 之间的赋值对数。

解空间被分解成不同大小的簇域，其中同一个簇域的最大 Hamming 距离为 0.125N ，不同簇域的最小

Hamming 距离为 0.756N 。 
 

 
Figure 3. Image of ( )h x  function with the control parameter of ( ) ( )0.75, 0.45, 2, 4 , 0.6, 0.4p K Lα = = =  

图 3. 控制参数为 ( ) ( )0.75, 0.45, 2, 4 , 0.6, 0.4p K Lα = = = 的 ( )h x 函数图像 

 
具体而言，RBmix 模型的解空间在控制参数较低时处于复制对称阶段，解分布均匀，算法求解较为容

易。随着控制参数的增加，解空间进入复制对称破缺阶段，解分布不再均匀，解空间分裂成多个聚类，

每个聚类中的解数量呈指数级减少。然而，与 k-SAT 问题不同，RBmix 模型并未出现凝聚相变，即不存在

一个有限的聚类包含几乎所有解的情况，进一步验证了 RBmix 模型在解空间结构上的独特性。 
 

 
 
此外，RBmix 模型的解空间结构还表现出与标准 RB 模型相似的分簇现象。在分簇相变之前，所有解

都位于一个巨大的解簇中；而在分簇相变之后，解空间分裂成多个独立的聚类，每个聚类中的解数量呈

指数级减少。这一现象通过理论分析和数值实验得到了验证，进一步支持了 RBmix 模型在解空间结构上

的复杂性。 
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综上所述，RBmix 模型在控制参数增加时表现出与标准 RB 模型相似的相变行为，但并未出现凝聚相

变。这一发现为理解随机 CSP 的解空间复杂性提供了新的视角，并为设计高效算法提供了理论支持。未

来的研究可以进一步探讨 RBmix 模型在更高控制参数下的解空间结构，以及其在实际应用中的表现。 

4. 总结 

解空间结构的研究是随机约束满足问题领域的前沿课题，本文基于 RB 模型提出了 RBmix 模型，通过

引入混合约束长度，进一步揭示了高度结构化的解空间特征。关于各种模型的解空间结构既有客观统一

性，又存在彼此的差异性，这为我们关于约束满足问题提供了更全面的理论支持，帮助更好地理解计算

复杂性。未来的研究可以进一步深化解空间结构的理论研究，尝试通过更复杂的数学工具(如高阶矩方法)
来探索解空间的复杂性，算法上可以结合更多优化算法解决更大规模的随机 CSP 问题。根据解空间结构

特性设计高效算法的核心在于理解问题的内在复杂性和解的分布规律，通过分析解空间的聚集特性、相

变点附近的特性可以为算法设计提供重要线索。通过分析解空间的结构变化，可以设计出针对不同阶段

的算法策略，从而提高求解效率。例如，在控制参数较小时，解空间结构简单，问题实例几乎总是可解

的。此时，算法设计可以侧重于快速找到可行解，可以选择约束最多的变量优先赋值；控制参数较大时，

解空间结构复杂，解空间分裂成多个独立的聚类，问题实例可能不可解。此时，算法设计需要应对解空

间的复杂性和求解难度，可以选择从多个初始解出发，探索解空间的不同区域，避免陷入局部最优；在

相变点附近，问题实例的求解难度达到最大值，解空间结构发生显著变化。此时，算法设计需要应对解

空间的不稳定性和求解难度的急剧增加，可以利用机器学习模型预测解空间结构的变化，指导算法设计。 
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