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摘  要 

利用重心插值配点法求解二维定常对流扩散方程。首先介绍了两种重心插值配点法，并给出微分矩阵。

其次，离散二维定常对流扩散方程以及初边值条件，利用置换法和附加法处理边界条件。采用第二类

Chebyshev节点和等距节点进行数值计算，比较了两种边界条件施加方法下两种重心插值法的数值算法。

数值算例表明了重心插值配点法的高精度性。 
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Abstract 
The two-dimensional steady convection-diffusion equation is solved by barycentric interpolation 
method. Firstly, the two barycentric interpolation collocation methods are introduced, and the dif-
ferential matrices are given. Secondly, the two-dimensional steady convection-diffusion equation 
and initial boundary conditions are dispersed, and the boundary conditions are treated by substi-
tution and addition. Numerical calculations are carried out by using the second type of Chebyshev 
node and the equidistant node. Numerical examples demonstrate that this barycentric interpolation 
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collocation method has high accuracy. 
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1. 引言 

对流扩散方程在流体运动、传热和天体物理学、海洋学、气象学以及许多其他领域[1]-[3]都有广泛的

应用，它的研究对科学和工程领域都具有重要的意义。 
近年来，对于对流扩散方程数值求解已有大量研究，很多研究方法已被提出。数值计算方法主要包

括：有限差分法[4]、有限元法[5]、有限体积法[6]等。Tian 和 Dai [7]提出了定常对流扩散方程的高阶紧致

指数有限差分方法，求解了线性和非线性问题，Liao 和 Zhu [8]建立了四阶紧致差分格式求解了一维非定

常对流扩散方程，消除对流项，结合中心差分格式求解，一方面提高了数值精度，另外可以将该方法可

以直接应用于更高维的问题。 
重心有理插值配点法和重心 Lagrange 插值法是无网格法的一种。Berrut [9]系统提出了重心 Lagrange

插值，并且在文中说明了重心插值法的收敛性和重心插值本身无关，而是取决于多项式插值函数，只要

在区间[−1, 1]上的函数足够光滑，那么多项式插值就能以很快的收敛速度收敛到所求函数。同年，Higham
在文献[10]中研究了重心 Lagrange 插值法是向前稳定的，对插值多项式的公式进行的误差分析，并且说

明了在选择恰当的插值节点时重心插值公式的高精度性。2007 年王兆清[11]等人将 Lagrange 插值公式改

写为重心型插值公式，提出了重心型插值公式。Mittal 和 Rohila [12]将 Burgers 方程和 Fisher 方程转化为

常微分方程组，应用重心有理插值法结合 SSP-RK 方法进行求解。王磊磊[13]利用重心插值配点法求解了

二维广义变系数 Poisson 方程，推导出了计算公式，给出数值算例验证了两种重心插值配点法的优越性。

文献[14]基于重心 Lagrange 插值法和重心有理插值法提出了两种新的求积方法，对 Volterra 积分方程求

解。 
本文采用两种重心插值配点法求解二维定常对流扩散方程。第 2 节介绍二维定常对流扩散问题。第

3 节介绍两种重心插值配点法。第 4 节给出本文所求解方程的计算过程。第 5 节给出数值算例验证本文

所提方法的高精度性。 

2. 二维定常对流扩散方程 

本节考虑如下二维定常对流扩散方程： 

( ) ( )
2 2

2 2 , , ,u u u ua b c d f x y x y
x yx y

∂ ∂ ∂ ∂
− − + + = ∈Ω

∂ ∂∂ ∂
                        (1) 

其中，a 和 b 为扩散项系数，c和 d 为对流项系数， ( ),f x y 为源项，该问题的定义域为 [ ] [ ], ,a b c dΩ = × ，

并且未知函数 ( ),u x y 满足如下的边界条件： 
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( ) ( ) ( ) ( )1 2, , ,u a y y u b y yϕ ϕ= =                               (2) 

( ) ( ) ( ) ( )1 2, , ,u x c x u x d xφ φ= =                                (3) 

3. 重心插值配点法及微分矩阵 

3.1. 重心 Lagrange 插值法 

给定 1n + 个不同的插值节点 ix 以及对应的函数值为 ( ) , 0,1, 2, ,i iu u x i n= =  ，那么 Lagrange 插值多

项式为 

( ) ( )
0

n

i i
i

u x l x u
=

= ∑                                     (4) 

其中 Lagrange 插值基函数： 

( )
( )

( )
0,

0,

.

n

k
k k i

i n

i k
k k i

x x
l x

x x

= ≠

= ≠

−
=

−

∏

∏
                                  (5) 

令 

( ) ( )( ) ( )0 1 .nl x x x x x x x= − − −                              (6) 

则公式(4)可以改写为： 

( ) ( )
0 0,

1nn

i
i k k ii i k

l x
u x u

x x x x= = ≠

 
=  

− − 
∑ ∏                              (7) 

定义重心插值权 

( )
0,

1 ,i n

i k
k k i

x x
ω

= ≠

=
−∏

                                  (8) 

则(7)式改写为 

( ) ( ) ( )
0 0

, 0,1, 2, , ,
n n

i i i i
i ii

l x
u x u L x u i n

x x
ω

= =

 
= = = 

− 
∑ ∑ 

                      (9) 

公式(9)中的插值基函数为 ( ) ( ) ,i
i

i

L x l x
x x
ω

=
−

公式(9)是 Lagrange 插值的另外一种表达形式。 

若让公式(9)中的 1iu = 恒成立，则有： 

( ) ( )
0 0

1 ,
n n

i
i

i i i

L x l x
x x
ω

= =

= =
−∑ ∑                                (10) 

结合公式(9)和(10)，即有重心 Lagrange 插值公式： 

( ) ( )0

0

0

.

n
i

i n
i i

i in
ii

i i

u
x x

u x L x u

x x

ω

ω
=

=

=

−
= =

−

∑
∑

∑
                             (11) 
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其中 ( )

0

i

i
i n

i

i i

x x
L x

x x

ω

ω
=

−
=

−∑
为重心 Lagrange 插值基函数。 

3.2. 重心有理插值法 

在区间 [ ],a b 上存在 1n + 个不同的计算节点 , 0,1, , ,ix i n=  且其对应的函数值为 ( )iu x ，简化为 iu 。 
我们选择合适的参数 ,0 , ,d d n d N≤ ≤ ∈ 对于节点 0,1,2, , ,i n d= − 选择 

( ) ( ) ( )1 1, , , , ,i i i i i d i dx u x u x u+ + + + 这 1d + 节点来计算对应的 Lagrange 插值多项式，即得 

( )
,

i d i d
j

i k
k i j i j k k j

x x
u x u

x x

+ +

= = ≠

−
=

−∑ ∏                                 (12) 

构造 ( )iu x 的权函数 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
,

i

i i
i i d

x x
x x x x

λ λ
+

−
=

− −

；根据公式(12)和权函数 ( )i xλ 构造出重心有理

插值函数 

( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
0 , 00

0 0
0

1 11
.

n d i d i d nn d i k
k ki i

i k i j i j kk k j ki k
n d n d n d

i ii ii
i

u ux u x x x x x x x
u x

x xx

ω
λ

λ λλ

− + +−

= = = ≠ ==
− − −

= =

=

−
− − −

= = =
∑ ∑ ∏ ∑∑

∑ ∑∑
              (13) 

其中 ( )
,

11
k

i d
i

k
i J j i j k k jx x

ω
+

∈ = ≠

= −
−∑ ∏ 为插值权， { } { }: , 0,1, , ,kJ i I k d i k I n= ∈ − ≤ ≤ =  根据

,
1 ,

i d i d
j

k i j i j k k j

x x
x x

+ +

= = ≠

−
=

−∑ ∏

可以得到： 

( )
0 0

,
n d n

k
i

i k k

x
x x
ω

λ
−

= =

=
−∑ ∑                                  (14) 

则可以得到重心有理插值公式： 

( ) ( )0

0

0

.

n
k

k n
k k

k kn
kk

k k

u
x x

u x L x u

x x

ω

ω
=

=

=

−
= =

−

∑
∑

∑
                            (15) 

其中 ( )

0

k

k
k n

k

k k

x x
L x

x x

ω

ω
=

−
=

−∑
为重心有理插值基函数。 

3.3. 微分矩阵 

两种重心插值配点法在形式上是一致的，根本不同在于权函数的不同，使用重心有理插值方法进行

计算时，需要选取合适的 d 。 
对于区间 [ ],a b 上的节点 1 2 ,na x x x b= < < < = 函数 ( ),u x y 在节点处的函数值为 

( ) , 1, 2, , ,j ju u x j n= =  则函数 ( )u x 的重心型插值函数为 

( ) ( )
1

n

j j
j

u x L x u
=

= ∑                                   (16) 

对公式(16)在节点{ }, 1, 2, ,ix i n=  处求 k 阶导数，所得结果为 
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( ) ( ) ( ) ( )
1

, 1, 2, ,
n

k k
i j i j

j
u x L x u i n

=

= =∑   

将其写成简洁的微分矩阵如下 
( ) ( ) , 1, 2,k k k= = u C u                               (17) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 2, , , , , , ,
T Tk

nu u u = = 
k k k

1 2 nu x u x u x u u  

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

.

k k k
n

k k k
n

k k k
n n n n

L x L x L x

L x L x L x

L x L x L x

 
 
 

=  
 
 
 

k





   



C                          (18) 

当 0k = 时， ( )0 ,n=C I nI 是 n 阶单位矩阵。 
当 1k = 时插值基函数的1阶导数写成统一形式如下： 

( )

( )

'

'

1,

,

,

j

i

i jj i

n

j i
j j i

i j
x xL x

L x i j

ω
ω

= ≠



 ≠ −= 

− =


∑

                              (19) 

当 2k ≥ 时插值基函数的 k 阶导数写成统一形式如下： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1 '

1,

,
2,3, ,

,

k
j ik

i i j i
k i j
j i

n
k
j i

j j i

L x
k L x L x i j

x x
L x k

L x i j

−
−

= ≠

  
− ≠   −  = =

− =


∑


                 (20) 

以上关于微分矩阵的详细推导过程见文献[15]中第 1.6 节。 

3.4. 插值节点 

由于两种插值公式中的插值权均和插值节点的选取有关，我们选取特殊的两种插值节点，即等距插

值节点和 Chebyshev 插值节点进行计算，由于等距节点在 Matlab 中可以直接利用 linspace 指令生成，因

此下面只给出 Chebyshev 节点的介绍。 
(1) 第一类 Chebyshev 节点 

( )2 1
cos , 0,1,2, ,

2 2j

j
x j n

n
π+

= =
+

  

(2) 第二类 Chebyshev 节点 

cos , 0,1, 2, ,j
ix j n
n
π

= =   

需要注意的是，Chebyshev 节点是定义在区间 [ ]1,1− 内的节点族，对于一般计算区间 [ ],a b ，可以利用 

区间坐标变换公式
( )

2 2
b a x b ax
− +

= + 转换计算即可。 
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4. 重心插值配点法求解二维定常对流扩散方程 

4.1. 双变量重心插值法的介绍 

在此之前，我们先介绍双变量的重心型插值配点法。 
关于变量 x 、 y 的未知函数 ( ),u x y ，我们将定义区间 [ ] [ ], ,a b c dΩ = × 在 x 方向和 y 方向分别离散为

m 、 n 个计算节点，即 1 2 ma x x x b= < < < = 和 1 2 nc y y y d= < < < = ，那么在整个计算区域上便有

m n× 个张量积型插值节点 ( ){ }, , 1, 2, , ; 1, 2, ,i jx y i m j n= =   
那么未知函数 ( ),u x y 的重心 Lagrange 插值公式可以表示成 

( ) ( ) ( )
1 1

, ,
m n

i j ij
i j

u x y L x M y u
= =

= ∑∑                               (21) 

其中 ( ) ( ) ( ), ,ij i j i ju u x y L x M y= 、 分别代表方向 x 和 y 方向上的插值基函数，并且具体形式为： 

( ) ( )

1 1

, y , 1, 2, , ; 1, 2, ,

ji

ji
i jm n

ji

i ji j

y yx x
L x M i m j n

x x y y

νω

νω
= =

−−
= = = =

− −
∑ ∑

                    (22) 

x 和 y 方向上的插值权重分别为： 

( ) ( )
1, 1,

1 1,i jm n

i k j k
k k i k k j

x x y y
ω ν

= ≠ = ≠

= =
− −∏ ∏

                            (23) 

为简化离散矩阵，接下来，对公式(21)求 l r+ 阶偏导数有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

,l r m n
l r

i j ijl r
i j

u x y
L x M y u

x y

+

= =

∂
=

∂ ∂ ∑∑                              (24) 

那么(24)式在插值节点 ( ), , 1, 2, , , 1, 2, ,j kx y j m k n= =  处的 l r+ 阶偏导数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

,l r m nj k l r
i j j k ijl r

i j

u x y
L x M y u

x y

+

= =

∂
=

∂ ∂ ∑∑                            (25) 

写成矩阵的形式： 
( ) ( ) ( )l r l r

x yu C D u+ =                                      (26) 

其中， ( )l
xC 是 x 方向上的 l 阶微分矩阵， ( )r

yD 是 y 方向上的 r 阶微分矩阵。 

4.2. 重心 Lagrange 插值法的离散过程 

将式(21)代入方程(1)中，得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )1 1 1 1

1 1 1 1

( )
,

m n m n

i j i j
i j i j

ijm n m n

i j i j
i j i j

a L x M y b L x M y
u f x y

c L x M y d L x M y

= = = =

= = = =

 ′′ ′′− − + 
  =
 

′ ′+ 
 

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑
                 (27) 

令(27)在节点 ( ), , 1, 2, , ; 1, 2, ,j kx y j m k n= =  处均成立，将这些节点代入上式有： 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )1 1 1 1

1 1 1 1

,

m n m n

i j j k i j j k
i j i j

ij j km n m n

i j j k i j j k
i j i j

a L x M y b L x M y
u f x y

c L x M y d L x M y

= = = =

= = = =

 ′′ ′′− − + 
  =
 

′ ′+ 
 

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑
              (28) 

由插值基函数的性质以及微分矩阵的相关知识： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2( ) , , , , , .i j ij i j ij i j ij j k jk j k ij j k ijL x L x D L x D M y M y C M y Cδ δ′ ′′ ′ ′′= = = = = =  

那么(28)式变成 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1

2 2 1 1
j j

n m n m

mj mj

u f
a b c d

u f

   
    − ⊗ − ⊗ + ⊗ + ⊗ =    
   
   

 D I I C D I I C              (29) 

令 

[ ]11 1 21 2 1, , , , , , , , , T
n n m mnu u u u u u=    U  

[ ]11 1 21 2 1, , , , , , , , , T
n n m mnf f f f f f=    F  

那么(29)式变成 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 1 1

n m n ma b c d − ⊗ − ⊗ + ⊗ + ⊗ = D I I C D I I C U F                (30) 

即 
=LU F                                       (31) 

其中 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 1 1

n m n ma b c d= − ⊗ − ⊗ + ⊗ + ⊗L D I I C D I I C  

接下来对边界条件进行离散： 
利用重心 Lagrange 插值法对(2)进行近似，可以得到离散表达式 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1

,
m n

i j ij
i j

u a y L a M y u yϕ
= =

= =∑∑                           (32) 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1

,
m n

i j ij
i j

u b y L b M y u yϕ
= =

= =∑∑                           (33) 

同理(3)式的离散表达式为： 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1

,
m n

i j ij
i j

u x c L x M c u xφ
= =

= =∑∑                            (34) 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1

,
m n

i j ij
i j

u x d L x M d u xφ
= =

= =∑∑                           (35) 

将(32)-(35)写成矩阵的形式为： 

( ) ( )1 1 2,m n mm nϕ ϕ⊗ = ⊗ =I I U I I U                            (36) 

( ) ( )1 1 2,m n m nnφ φ⊗ = ⊗ =I I U I I U                             (37) 

其中， mI 和 nI 分别表示 m阶单位矩阵和 n 阶单位矩阵， 1mI 和 mmI 分别表示m阶单位矩阵的第 1 行和第
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m行， 1nI 和 nnI 分别表示 n 阶单位矩阵的第 1 行和第 n 行。 
附加法施加边界条件：没有施加边界条件时(31)式是 m n× 维矩阵，将(36)式中左边的 ( )1m n⊗I I 各行

直接附加到(31)式等号的左边，等号右边直接代入，形成 2m n m× + 维矩阵方程。同理，对其它式子也进

行同样操作。 
置换法施加边界条件：对于 x 方向上的边界条件，将(37)式中左边的 ( )1m n⊗I I 各行式子对应置换(31)

式等号的左边矩阵中的第{ }1, , n 行，将(37)式子中 ( )m nn⊗I I 中各行对应置换(31)式等号的左边矩阵的

( ){ }1 1:m n m n− × + × 行，对应地，等式右边也进行置换。对于 y 方向上边界条件的置换也类似。 
至此，我们完成了利用重心 Lagrange 插值法离散二维定常对流扩散方程的过程以及边界条件的处理。 

4.3. 重心有理插值法的离散过程 

同理，将区间定义为 [ ] [ ], ,a b c dΩ = × ，结合式(21)，我们可以得到关于变量 ,x y 的未知函数 ( ),u x y 的

重心有理插值公式为 

( ) ( ) ( )
1 1

,
m n

i j ij
i j

u x y L x M y u
= =

= ∑∑                               (38) 

其中 ( ) ( ) ( ), ,ij i j i ju u x y L x M y= 、 分别代表 x 方向和 y 方向上的插值基函数，并且具体形式和重心

Lagrange 插值法的类似， iω 和 jv 分别是 x 和 y 方向上的插值权重。 
将(38)代入方程(1)中，经过化简得到如下计算格式： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 1 1
n m n ma b c d U F − ⊗ − ⊗ + ⊗ + ⊗ = D I I C D I I C                 (39) 

即 

=LU F                                        (40) 

其中 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )12 2 1
n m n ma b c d= − ⊗ − ⊗ + ⊗ + ⊗L D I I C D I I C  

[ ]11 1 21 2 1, , , , , , , , , T
n n m mnu u u u u u=    U  

[ ]11 1 21 2 1, , , , , , , , , T
n n m mnf f f f f f=    F  

同重心 Lagrange 插值法，对边界条件使用重心有理插值法进行离散： 
可以得到二维定常对流扩散方程 x 的边界条件以及 y 的边界条件的最终离散矩阵形式为： 

( ) ( )1 1 2,m n mm nϕ ϕ⊗ = ⊗ =I I U I I U                            (41) 

( ) ( )1 1 2,m n m nnφ φ⊗ = ⊗ =I I U I I U                             (42) 

其中， mI 和 nI 分别表示 m阶单位矩阵和 n 阶单位矩阵， 1mI 和 mmI 分别表示m阶单位矩阵的第 1 行和第

m行， 1nI 和 nnI 分别表示 n 阶单位矩阵的第 1 行和第 n 行。 
附加法和置换法施加边界条件同重心 Lagrange 插值法离散部分的介绍，这里不再赘述。 

5. 数值算例 

在进行数值计算之前，我们首先给出绝对误差和相对误差的定义： 
(1) 绝对误差： 

c eEr u u= −  
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(2) 相对误差： 

Re r
e

Er
u

=  

其中 • 表示向量的范数， eu 表示精确解， cu 表示数值解。 
下面来验证重心型插值配点法求解二维定常对流扩散方程的高精度性，我们给出如下算例。 
算例 考虑二维定常对流扩散方程 

( )
2 2

2 22 2 ,u u u u f x y
x y x y

 ∂ ∂ ∂ ∂
− − − + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

其中 ( ) [ ] [ ], 0,1 0,1x y ∈ × ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 6 5 sin sin 2 4 cos sin 2 8 sin cos 2x yf x y e x y x y x yπ π π π π π π π π+  = − + +   

该方程具有解析解 

( ) ( ) ( ) ( ), sin sin 2x yu x y e x yπ π+= 。 

边界条件由解析解确定。 
取插值节点数为19 19× ， 17d = 。表 1 给出两种重心插值法在两种不同边界条件施加方法下的计算

误差，结果显示，使用置换法施加边界条件时，两种重心插值法的计算效果均比较好；使用附加法施加

边界条件时，重心有理插值法和重心有理插值法的计算误差都比置换法下的计算误差大，因此在本算例

中我们选取置换法进行研究。 
 

Table 1. Errors in different boundary condition imposition methods for two centre of gravity interpolation methods 
表 1. 两种重心插值法不同边界条件施加方法的误差 

施加方法 
重心 Lagrange 插值 重心有理插值 

Er Rer Er Rer 
置换法 4.7323e-12 2.3450e-13 6.9204e-12 3.4294e-13 
附加法 1.9005e-09 9.4179e-11 1.8991e-09 9.4110e-11 

 
将上述结果与文献[16]中的数值计算方法积分方程法和有限体积法分别进行比较，对比结果见表 2。

我们发现两种重心插值法求解对流扩散方程时在较小节点数下就能够取得较小的计算误差。而文献[16]
中所提方法在节点数达到100 100× 时，两种计算数值计算方法的计算误差数量级分别为 510− 和 410− ，由此

可以表明重心插值法的高精度性。但是重心插值法在处理多个边界条件或者复杂边界条件在编程上的处

理比较复杂。 
 

Table 2. Comparison of computational errors of several numerical calculation methods 
表 2. 几种数值计算方法的计算误差的比较 

计算方法 Er Rer 
积分方程法 1.7002e-3 3.2920e-4 
有限体积法 1.8961e-2 4.5692e-3 

重心 Lagrange 插值法 4.7323e-12 2.3450e-13 
重心有理插值法 6.9204e-12 3.4294e-13 

 
表 3 给出两种重心插值法在不同插值节点类型下随节点数的增加计算误差的变化，计算结果显示，
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在第二类 Chebyshev 节点下，随着节点数的增加，重心 Lagrange 插值法的计算误差变化幅度较小，误差

数量级保持在 1110− ，整体上保持不错的计算精度，重心有理插值法的计算误差随节点数的增加逐渐变大，

在节点数达到 35 35× 时，误差数量级保持在 1010− ；在等距节点下，重心 Lagrange 插值法的计算误差随着

节点数的增加越来越大，当节点数达到 25 25× 时，数量级变成 110− ，节点数再增加时，重心 Lagrange 插

值法所得误差变得非常大，数值算法不稳定；而重心有理插值法的计算误差随节点数的增加先变小再变

大，误差数量级最后保持在 510− ，结果比重心 Lagrange 插值法下的结果要好，因此，两种重心插值法在

第二类 Chebyshev 节点下均有良好的计算精度，而在等距节点下，重心 Lagrange 插值法更适用于较少数

量的插值节点，重心有理插值法的适用性更好。 
 

Table 3. Computational errors of two interpolation methods under two types of interpolation nodes 
表 3. 两类插值节点下两种插值法的计算误差 

节点数 
等距节点 第二类 Chebyshev 节点 

重心 Lagrange 重心有理 重心 Lagrange 重心有理 
21 21×  6.6145e-05 1.1592e-05 9.4067e-12 1.3138e-11 
23 23×  4.8583e-03 9.2491e-06 1.0495e-11 1.0644e-11 
25 25×  2.2330e-01 1.5676e-05 1.4978e-11 2.7430e-11 
27 27×  5.6331e-01 2.5067e-05 2.1299e-11 2.3914e-11 
29 29×  1.4909e+02 2.0283e-05 2.5357e-11 4.5984e-11 
31 31×  4.0335e+03 2.1826e-05 3.4243e-11 8.7449e-11 
33 33×  9.6827e+03 3.2130e-05 3.7722e-11 1.1507e-10 
35 35×  5.3974e+04 7.3608e-05 7.8012e-11 2.3820e-10 

 
根据前面的分析，给出两种重心插值法在第二类 Chebyshev 节点下的数值解如图 1，结果显示两种插

值法都具有良好的数值拟合性。 
 

 
(a) 重心 Lagrange 插值法的数值解图                    (b) 重心有理插值法的数值解图 

Figure 1. Numerical solution plots of the two interpolation methods under Chebyshev node 
图 1. Chebyshev 节点下两种插值方法的数值解图 

 
下面给出第二类 Chebyshev 节点下两种重心插值法对应的误差分布图，见图 2，重心 Lagrange 插值

法在区域边界处的震荡要比重心有理插值法下的震荡大一些，两种重心插值法在中心区域处均比较稳定。 
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(a) 重心 Lagrange 插值法的误差图                       (b) 重心有理插值法的误差图 

Figure 2. Error distribution of two interpolation methods under Chebyshev node 
图 2. Chebyshev 节点下两种插值法的误差分布 

6. 结论 

本文介绍求解二维定常对流扩散方程的重心 Lagrange 插值配点法和重心有理插值配点法，得到定常

对流扩散方程离散化的矩阵格式。数值算例验证了两种重心插值方法在 Chebyshev 节点下的数值解和精

确解均具有较好的吻合度。在等距节点下，重心有理插值法的计算精度要比重心 Lagrange 插值法的计算

精度高。 
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