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摘  要 

本文主要考虑T R× 上的二维修正的超粘性Navier-Stokes方程，通过对方程进行线性化处理，揭示了其

无粘阻尼特性以及增强耗散现象。进一步地，借助构造合适的权重函数，并运用Bootstrap论证方法，研

究发现，当Couette流受到足够小的扰动时，混合增强耗散效应将显著发挥作用，解在时间
1
5t ν 时收敛

(其中ν 表示运动粘度系数)。因此，可以得出结论：具有初值的二维修正的超粘性Navier-Stokes方程的

稳定性阈值不比
1
2ν 差。 
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Abstract 
This paper primarily investigates the two-dimensional modified hyperviscous Navier-Stokes equa-
tions on T R× . By linearizing the equations, we reveal their inviscid damping properties and en-
hanced dissipation phenomena. Furthermore, through the construction of appropriate weight 
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functions and the application of the Bootstrap argument, we find that when the Couette flow is sub-
jected to sufficiently small perturbations, the enhanced dissipation effect due to mixing becomes 

significant, and the solution converges in time at a rate of 
1
5t ν  (where ν  denotes the kinematic 

viscosity coefficient). Therefore, we can conclude that the stability threshold for the two-dimen-
sional modified hyperviscous Navier-Stokes equations with initial values is no worse than that of 

1
2ν . 
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1. 引言 

在本文中，我们考虑二维超粘性 Navier-Stokes 方程 

( )

1
2 2

2

0 0 .

t

in

u
u u u u u P

u
u u t u

ν
  
∂ + ⋅∇ + ∆ + = −∇     
∇ ⋅ = = =

，

，

                             (1) 

在区域 ( ){ },x y T RΩ = = × 上，其中ν 表示运动粘度系数，流体速度 ( )1 2,u u u= ，P 为压力，T 的周期是 2π 。 
首先，针对方程(1)，我们找到其解 u，并将其视为 Couette 流 ( ),0y 的扰动(方程中的扰动 inu 足够小)。

并定义解为 

( ) ( ) ( ), , ,0 , , .u t x y y u t x y= +  

取 2 1
x yu u uω ⊥= ∇ ⋅ = ∂ − ∂ ，由(1)可知，Couette 流周围的扰动的 Navier-Stokes 方程的涡度形式为 

( )

2 2 2

0 .

t x

in

y u u u u

u
t

ω ω ω ω ν ω
ψ ω

ψ
ω ω

⊥

⊥

∂ + ∂ + ⋅∇ + + ⋅∇ = − ∆

∆ =


= ∇
 = =

，

，

，
                         (2) 

2. 主要结果的陈述 

本文的目的是研究在高雷诺数 0ν → 时扰动ω 求解方程(2)的长期动力学。研究的核心目标是评估

couette 的稳定性阈值，特别是明确其与运动粘度系数ν 的依赖关系。也就是说，对于给定 1N > ，尝试找

到小的 0γ > ，使得当初始扰动 inω 满足 in N
γω ν 时，扰动 inω 在空间中保持很小，并确定这类稳定解的

动态行为。 
在高雷诺数下，三维实验和计算机模拟中经常观察到非线性不稳定性出现在比线性理论预测更低的

雷诺数，这种现象通常被称为亚临界跃迁[1]。在某些情况下，流动在所有雷诺数下均为线性稳定，但非

线性稳定性阈值可能随着运动粘度系数 0ν → 而降低，导致在任何实验或模拟中，流动在有限的雷诺数
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下出现不稳定性。因此，给定一个范数 N⋅ ，目标是确定一个 ( )Xγ γ= ，使得当初始扰动 inω 满足

in N
γω ν 时，解保持稳定，而当 in N

γω ν 时，解则变得不稳定。在应用数学和物理学领域[2] [3]，参

数 γ 通常被称为“转换阈值”或“跃迁阈值”，它用于描述系统从一种状态转换到另一种状态的临界值。 
参数 γ 的最小值预计会非依赖于标准 X 。例如，在 Bedrossian J 和 Masmoudi N [4]的三维 Couette 流

的数值实验中，估计“粗糙”初始扰动(例如弱 X )会导致较高的 γ 。具体而言，在 Bedrossian J、P. Germain
和 N. Masmoudi [5] [6]的关于三维 Couette 流的文章中显示了当 X 为Gevrey m− 类且 2m < 时， 1γ < ；而 

在另一篇文章[7]中证明了当 sX H= 且
7
2

s > 时，
3
2

γ ≤ ，这一结果与[4]中给出的数值估计
31
20

γ = 一致。 

而对于二维 Couette 流，J. Bedrossian,、N. Masmoudi 和 V. Vicol [8]证明了当 X 为Gevrey m− 且 2m =

时， 0γ = ，这意味着在高雷诺数条件下，当初始扰动足够光滑时，Couette 流能够保持均匀稳定，且不

会发生亚临界跃迁。此外，J. Bedrossian 和 N. Masmoudi [9]指出，在二维欧拉方程(即当运动粘性系数 0ν =

时)的条件下，对于此类足够光滑的 Gevrey 类初始扰动，Couette 流同样表现出非线性稳定性。 

在本文中我们估计的稳定性阈值为
1
2

γ ≤ ，我们的主要结果如下。 

定理 2.1 若
1
2

sin Hω ν=  ，
1

1 2 ,sH
u ν=  其中 0 1ν< ≤ ， 1s > ，则方程(1)在时间上的唯一整体解

满足 

2

1
2

0 0s sL H L Hω ν ω∞ + ∆ ，                              (3a) 

( ), sL H
x ty yω ∞+ ，                                (3b) 

并且有增强的耗散估计 

2
10
1

.sL H vω
−

≠                                      (4)  

其中 0ω 表示ω 关于 x 的零傅里叶模上的投影，而ω≠ 表示关于 x 的非零傅里叶模上的投影； 0u 表示 u 关于

x 的零傅里叶模上的投影；非零频率投影用 0f f f≠ = − 表示(本文的其他记号将在下一节给出)。 
本文最具挑战性的问题在于坐标变换后非线性项的复杂性。此外，为了有效控制非线性项的低频部

分，需要借助双拉普拉斯项，而这一项的量级通常小于低频的拉普拉斯项。故在本文中，进一步引入了

分数阶拉普拉斯项来实现对非线性项低频部分的精确控制。由于在能量估计的过程中 

( )1
z 00

T
L vA f f Af dzdvdt−

≠ ≠∂ ∆ ∂∫ ∫  

不能由 

2
2 0 ss

s vv L HL HL H
MM f f f ∞∂  

进行控制。所以必须分别来考虑低频部分和高频部分。 

符号和预备知识 

(1) 对于函数 f 、 g ，当存在常数 0C > 且 f Cg≤ 时，用 f g 表示(常数C 与参数 ,v t 无关)； 
(2) 对于某个足够接近 0 的通用常数 0 ，当 0f g≤  时，用 f g 表示(常数 0 与参数 ,v t 无关)； 

(3) 对于给定的标量或向量 u ，定义 ( )
1

2 21u u= + ； 

(4) 函数的 x (或 z )平均值表示为 ( )0
1 ,

2 T
f f x y dx

π
= ∫ ； 
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(5) 用
( ),

q pq p
t x yL L L Lh h= 表示 ( )

1

0q p

p qT p q
L Lh h dxdy dt

Ω

 
=   
 
∫ ∫  (其中 [ ], 1,p q∈ ∞ 且 0T > )； 

(6) 记 ( ) ( )
1

0
, , sq s

T q q
HL H

h t x y h dt= ∫ 为
( ),

q s q sL H t x yL Hh h=  (其中 [ ]1,q∈ ∞ 且 0s ≥ )； 

(7) 用 ĥ 表示 h 的傅里叶变换 

( ) ( ) ( )1ˆ , , .
2

i xk y

T R
h k e h x y dxdyηη

π
− +

×
= ∫∫  

用 k ， l 和η，ξ 表示T 方向变量 z  (或 x )和 R 方向变量 v  (或 y )的傅里叶变换。 
(8) 定义较低频投影为， 

( ) ( ) ( )1
1 ˆ
2

iy
R

h y e h dη χ η η η
π< = ∫ ； 

及高频投影为 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
1 ˆ1 .

2
iy

R
h y h h y e h dη χ η η η

π≥ <= − = −∫  

(9) Plancherel 定理：设 f 是一个在实数轴上平方可积的函数，即 ( )2f L R∈ 。那么， f 的傅里叶变换

f̂ 也是平方可积的，并且有 

( ) ( )
2 2ˆ .f x dx f dξ ξ

+∞ +∞

−∞ −∞
=∫ ∫  

3. 线性化问题 

在讨论非线性问题前，理解 Navier-Stokes 方程的线性化问题至关重要。围绕 Couette 流的线性化问

题具有经典意义，其研究可追溯至 20 世纪初[10] [11]。近年来，线性稳定性分析取得了显著进展[12]-[16]。 
方程(2)的线性化形式可以表示为 

2

.
t xyω ω ν ω
ψ ω

∂ + ∂ = − ∆

∆ =

，                                 (5) 

考虑其坐标变换 
x z x ty= − ， 

.y v y=  

定义其在新坐标中的变换为 

( ) ( ) ( ), , , , , ,f t z y t z ty y t x yω ω= + = ， 

( ) ( ) ( ), , , , , , .t z y t z ty y t x yφ ψ ψ= + =  

故式(5)可写为 

( )

2

2
.

t L

L

L zz y z

f f
f

t

ν
φ

∂ = − ∆∆ =

∆ = ∂ + ∂ − ∂

，

，                                 (6) 

因此，方程(6)在傅里叶空间中的解为 
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( ) ( ) ( )222
0ˆ ˆ, , , .
t k k d

inf t k f k e
ν η τ τ

η η
− + −∫=  

由ω 和 f 的关系，得到 

( ) ( )
( )( )222

0ˆ ˆ, , , .
t k k t d

int x y k kt e
ν η τ τ

ω ω η
− + − −∫

= +  

不难得到对某个通用的常数 0c > ，有 

( ) 22

5
.c t

in LL
t e νωω≠

−                                  (7) 

对任何非零的整数 k ，有 

( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( )( )

222
0

222
0

2 2

2
22 2

ˆ ,
ˆ , ,

1 ˆ ,

t

t

k k t din

k k t d

in

k kt
t k e

k

kt k kt e
k kt

ν η τ τ

ν η τ τ

ω η
ψ η

η

η ω η
η η

− + − −

− + − −

∫

∫

+
=

+

= + +
+ +

，

              (8) 

由于 2 2 1k η+ ≥ ，易得 

( ) 22 2 2k kt tη η+ + ，                                  (9) 

根据式(7) (8)和(9)有 

( ) 22

5

2

1 .c t
iL n H e

t
t νψ ω −

≠                               (10) 

通过类似的方法我们可以得到 

( ) ( )2 2

5

22
1

0 0
1

x yL L
c t

in H et t t
t

νωψ ψ −−
≠ ≠∂ + ∂ ，                     (11) 

这意味着方程具有无粘阻尼特性以及增强耗散现象。 

4. 定理 2.1 的证明 

采用与线性化问题相同的坐标变换方法： 

( ) ( ) ( ), , , , , ,f t z y t z ty y t x yω ω= + = ， 

( ) ( ) ( ), , , , , ,t z y t z ty y t x yφ ψ ψ= + = ， 

方程(2)则可改写成 

( )

( )

2 2 2

1

2
.

t L L

L L

L

L zz y z

f u f u f u u f

u f
f

t

ν

φ

⊥

−⊥

∂ + ⋅∇ + + ⋅∇ = − ∆


= −∇ −∆
∆ =
∆ = ∂ + ∂ − ∂

，

，

，
                         (12) 

4.1. 权重的构造 

在本文中我们需要构造一个具有以下性质的傅里叶乘子： 

( ) ( )0, , ,0, 1M k M tη η= = ，                                 (13a) 

( ), , 1c M t k η≤ ≤ ，                                     (13b) 
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对于 0k ≠ ， 

22

kM
M k ktη

− ≥
+ −



，                                    (13c) 

对于 0k ≠ ，在  η 中一致有， 

( )
( ),

1,M k
M k k
η η

η
∂

，                                      (13d) 

对于 0k ≠ ， 

( )
1 1

210 2, , , 1MM t k k ktν η ν η
−  

− + −  
 

 ，                           (13e) 

( ) ( ), , , ,MM t k MM t kη η ξ η− − −  ，                             (13f) 

其中常数 ( )0,1c∈ 与ν 无关。下面通过引理来证明存在这样的乘子 M 。 
引理 4.1.1 对于某个常数 0 1c< < ，存在满足条件(13a)-(13f)的乘子 M 。 
证明：首先构造满足(13a)的乘子 u 和 2M 。第一步先定义当 0k ≠ 时的乘子 1M 和 2M 。定义 0k ≠ 的

1M 为： 

1
22

1

kM
M k ktη

− =
+ −



， ( )1 0, , 1.M k η =  

易证明 1M 对于(13b)、(13c)、(13d)和(13f)都成立[17]。再定义 0k ≠ 的 2M ： 
1
5

2
21

2
51

M
M

t
k

ν

ην

− =
 

+ −  
 



， ( )2 0, , 1.M k η =  

与 1M 类似，易证(13b)、(13d)和(13f)对于 2M 也成立。 

对于 0k ≠ 时，当
1
5t

k
η ν

−
− ≥ ，有

1
5 , 1k ktν η − 成立；当

1
5t

k
η ν

−
− ≤ 时，有 21

5

1

1

1

t
k
ην

 
− +  

 

成立。 

当
1
5t

k
η ν

−
− ≥ ，

1 21
2 210 52 , , 1.k kt k ktν ν η ν η

−
− = − 当

1
5t

k
η ν

−
− ≤ ， 

1 1 1 1
2 2210 10 10 10

2 2 2 2
2

.MM M M M c
M

ν ν ν ν
− − −

− = −


   从而可以得到，乘子 2M 满足不等式(13e)。令 

1 2M M M= ，则 M 也满足(13a)和(13b)。易证(13c)-(13f)对于 M 也成立。故引理 4.1.1 成立。 
定义

s
A M= ∇ ，由 Plancherel 不等式和(13b)，有 

( ) 2s sH HL
f A t f f≤  

和 ( ) 2
0 sHA f f= 成立。 

4.2. Bootstrap 论证 

本文中，式(12)的局部适定性是标准的，对足够小的 t ∗、
1

1 2
sH

u ν=  ，有 
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( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2

1
2

0, ; 0, ; 0, ;
2

s
LL t L L t L L t L

Af Af MM fν∞ + ∆ + − ∇ < ，  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2

1
1 1 12
0 0 00, ; 0, ; 0, ;

2
s

L t L L t L L t L
Au Au MM uννν∞ + ∂ + − ∇ < ，  

并且上式左侧的所有量均随时间连续变化。设T (T ≤ ∞ )为 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2

1
2

0, ; 0, ; 0, ;
8

s
LL T L L T L L T L

Af Af MM fν∞ + ∆ + − ∇ <                 (14a) 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2

1
1 1 12
0 0 00, ; 0, ; 0, ;

8
s

L t L L t L L t L
Au Au MM uννν∞ + ∂ + − ∇ < ，               (14b) 

成立的最大时间。由以上述的讨论可知，T t> ∗。式(14a) (14b)为引导假设。接下来，证明对于常数  不

等式(14a) (14b)也成立。 
命题 4.2.1 对于所有的 1s > 且足够小(仅取决于 s )的 ，通过引导假设，有 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2

1
2

0, ; 0, ; 0, ;
.4

s
LL T L L T L L T L

Af Af MM fν∞ + ∆ + − ∇ <   

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2

1
1 1 12
0 0 00, ; 0, ; 0, ;

4
s

L t L L t L L t L
Au Au MM uννν∞ + ∂ + − ∇ < ，  

根据连续性论证，T = ∞。 
证明：对于(14b)，首先将 A 作用于方程，然后与 Af 作内积，再通过直接计算可以得到 

( )

( ) ( )
2 2 2 2

22 21 1 1
0 0 00, ;

1 1 2 1 1
0 00 0

1
2

.

s

L L T L L

L L

d Au Au MM u
dt

A u Au dy A u u Au dy

ννν

φ⊥

+ ∂ + − ∇

= − ∇ ⋅∇ −∫ ∫



 

对上述等式在区间 [ ]0,T 上进行时间积分，得到  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2

2

2

22 21 1 1
0 0 00, ; 0, ;

21 1 1 2 1 1
0, 0 00 00 0

21
0,

1
2

1
2
1
2

s

L L T L L T L

T T
in L LL

in L

Au T Au MM u

Au A u Au dydt A u u Au dydt

Au D

ννν

φ⊥

+ ∂ + − ∇

= − ∇ ⋅∇ −

= − −

∫ ∫ ∫ ∫



，

 

其中 ( )1 1
00 0

T
L LA u Au dydtφ⊥= ∇ ⋅∇∫ ∫ 。按照零频和非零频进行划分，有 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1
0 0 0 0 00 0 0

1 1 1 1
0 0 00 00 0

00 0 0

T T
L L L L

T T
L L L L

A u Au dydt A u Au dydt

A u Au dydt A u Au dydt

φ φ

φ φ

⊥ ⊥
≠

⊥ ⊥
≠ ≠ ≠

≠ ≠ ≠≠

= ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇

+ ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇

= + + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫



   

                (15) 

对于项 00 和项 00 ，由于被积函数为 0，故为 0。对于项 0≠ ，有 

( ) ( )1 1 2 1 1
0 0 0 0 00 00

T T
L L zA u Au dydt A f u Au dzdvdtν νφ⊥ −

≠ ≠ ≠= ∇ ⋅∇ = −∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫  

根据 plancherel 定理，有 ( )2 1 1
0 0 0zA f u Au dzdvν ν

−
≠−∂ ∂ ∂ =∫ ，故项 0 0≠ = 。对于项 ≠≠ ，有 
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( )
( )( )

( ) ( )( )( )

1 1
00 0

1 1
00

1
00

T
L L

T
L L

T
z z z

A u Au dydt

A u Au dvdzdt

A t t Au dvdzdtν ν

φ

φ

φ φ

⊥
≠≠ ≠ ≠

⊥
≠ ≠

≠ ≠

= ∇ ⋅∇

= ∇ ⋅ ∇

= ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫



 

可以通过 sH 代数性质和 Hölder 不等式以及(13e)和式(14a)，可以得到 

( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )

( )

2
,

2
,

2

1
00

2 1
00

2 1
00

1
0

2

1 1
210 2

0 , , ,

s
t

s s ss
v

z v

s

z

t

T
z z z

T
z z z z z

T
z z z z zH H

L H

L H

H LH

L L
f

A t t Au dvdzdt

A t t t Au dvdz dt

t

f MM t k k

t t Au dt

Au

kt

ν ν

ν ν ν

ν ν ν

φ φ

φ φ φ φ

φ φ

η ν

φ

η

φ

ν∞

∞≠

−

≠≠ ≠ ≠

≠ ≠ ≠ ≠

≠ ≠ ≠ ≠

= ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂

≤ ∂ − ∂ ∂ + ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂

∂ −

 
− + −

∂ ∂ + ∂ − ∂ ∂ −



∂



∂

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫










2

2 2
2 2

2

21 1
5 2

0

1
3 5 .

s

s

L H

s
L L LL H L L

f

f MM f Afν ν

ν

∞

≠

−

≠ ≠

−




 
− ∇ + ∆  

 


 

     (16) 

对于项 ( )2 1 1
00 0

T
D A u u Au dydt= ∫ ∫ ，有 

( ) ( )
( ) ( )

0 0
2 1 1 2 1 1

0 0 00 0 0

2 1 1 2 1 1
0 0 00 00 0

00 0 0

T T

T T

D A u u Au dydt A u u Au dydt

A u u Au dydt A u u Au dydt

D D D D

≠ ≠

≠

≠

≠ ≠ ≠≠

= +

+ +

= + + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫                     (17) 

对于项 00D 、项 0D ≠ ，由于被积函数为 0，故为 0。对于项 0D≠ ，有 

( ) ( )( )12 1 1 1 1
0 0 0 0 00 00

0.
T T

z LD A u u Au dydt A f u Au dzdvdt≠

−
≠ ≠= = −∂ −∆ =∫ ∫ ∫ ∫              (18) 

对于项 ( )2 1 1
00 0

T
D A u u Au dydt≠≠≠ ≠= ∫ ∫ ，有 

( )( )

( )

( )

2
,

2 22
,

1 1 1
0

1 1 1
00

1
0

ss
z v

ss t tt z

L

v

H

z L

T
z

L

LH

L H L LLL H

D A f u Au dydt

f u Au dt

f Af f ∞≠

−
≠≠ ≠ ≠

−
≠ ≠

⊥ −
≠

= −∂ −∆

≤ ∂ ∆

∇ ∆

∫∫∫

∫



 

结合 M 的性质(13b)和(13c)，易证 2 2 2

1 .s
t

s

L H L L
L L f MM f⊥ −

≠ − ∇∇ ∆   

( )
2

2 2 2
0

0

ˆ1
sL Ht

sT

k
f k f d dtη η

≠

+≈ +∑ ∫ ，由于
2

2

sL Ht

f≠ 是
2

2

sL Ht

f 的一项，而 

( ) ( )2

2 22 22 2 2
0 0

0

ˆ1s s

sT T
L LL H H k

f f dt k k kt f d dtη η η≠ ≠
≠

 ∆ = ∆ = + + + − ∑∫ ∫ ， 

因为 f≠ 只包含 1k ≥ ，故 ( )22 1k ktη+ − ≥ ，从而有 2 2
2 2

s sLL H L Hf f≠ ≠∆ ，故 
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( )
2 2

2 2 ,

1
3 22

t z
s

v
L L H

s

L LL L
MM f AfD f ν∞≠

−

≠ ≠− ∇ ∆                    (19) 

通过(15)(16)(17)(18)和(19)可知(14b)对于常数  也成立。 
对于(14a)，与(14b)一样的方法可得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 2 2

22 2

0, ;

2 2

1
2

.

s
LL L T L L

L

d Af t Af t MM f t
dt

A u t f t Af t dzdv A u t f t Af t dzdv A u t u t Af t dzdv

ν

⊥

+ ∆ + − ∇

= − ⋅∇ − − ⋅∇∫ ∫ ∫



对上述等式在

区间 [ ]0,T 上进行时间积分，有  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

2 2 2 2 2

2

2

22 2

0, ; 0, ;

2

0

2 2
0 0

2

1
2

1 0
2

1 0
2

s
LL L T L L T L

T
LL

T T

L

Af T Af t MM f t

Af A u t f t Af t dzdvdt

A u t f t Af t dzdvdt A u t u t Af t dzdvdt

Af D F

ν

⊥

+ ∆ + − ∇

= − ⋅∇

− − ⋅∇

= − − −

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫



，

 

其中 ( ) ( )( ) ( )
0

T
LA u t f t Af t dzdvdt= ⋅∇∫ ∫ 。按照零频和非零频进行划分，有 

( ) ( )0 00 0
.

T T
L LA u f Afdzdvdt A u f Afdzdvdt≠ ≠= ⋅∇ + ⋅∇ = +∫ ∫ ∫ ∫                (20) 

对于项 ( )
0

T
LA u f Afdzdvdt≠ ≠= ⋅∇∫ ∫ ，有 

( ) ( )0 00 0
.

T T
L LA u f Afdzdvdt A u f Afdzdvdt≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠≠= ⋅∇ + ⋅∇ = +∫ ∫ ∫ ∫    

对于项 ≠≠ ，通过 sH 代数性质和 Hölder 不等式，有 

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

22
,,

2
,

2
,

22 2
,

0

0

1
0

1 .

s

ss

z vz v

z v

z v

s
t z v

s
t t

LL

L

L

T
L

T
L H

T
L L L HH

L L L L H L LL H

A u f Af dt

u f Af dt

f f Af dt

f f Af ∞

≠≠ ≠ ≠

≠ ≠

⊥ −
≠ ≠

⊥ −
≠ ≠

≤ ⋅∇

⋅∇

∇ ∆ ∇

∇ ∆ ∇

∫

∫

∫









 

由于 

( ) ( )2

22 22 2 2
0 0

0

ˆ1s s

sT T
L LL H H k

f f dt k k kt f d dtη η η≠ ≠
≠

 ∇ = ∇ = + + + − ∑∫ ∫ ， 

( ) ( )2

2 22 22 2 2
0 0

0

ˆ1s s

sT T
L LL H H k

f f dt k k kt f d dtη η η≠ ≠
≠

 ∆ = ∆ = + + + − ∑∫ ∫ ， 

其中 ( )22 1k ktη+ − ≥ ，故 ( ) ( )
22 22 2k kt k ktη η + − ≤ + −  ，从而 2 2s sL LL H L Hf Af≠∇ ∆ 。故 

( )
2

2
2

2 2

1
3 2 .

s
L LL LL L LAfMM ff t A ν∞≠≠

−
∇ ∆−                      (21) 

对于项 ( )0 00

T
LA u f Afdzdvdt≠ ≠= ⋅∇∫ ∫ ，有 

( ) ( )0 0 0 0 00 00 0
.

T T
L LA u f Af dzdvdt A u f Af dzdvdt≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠= ⋅∇ + ⋅∇ = +∫ ∫ ∫ ∫    
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由于 0f 与 z 无关，由 plancherel 定理，可得 

( )

( )
00 0 00

1
0 00

0.

T
L

T
z L v

A u f Af dzdvdt

A f f Af dzdvdt

≠ ≠

−
≠

= ⋅∇

= ∂ ∆ ∂

=

∫ ∫

∫ ∫



                           (22) 

对于项 ( )0 00

T
LA u f Af dzdvdt≠ ≠ ≠ ≠= ⋅∇∫ ∫ ，有 

( )( )
( ) ( )

1
0 0 01 10

1 1
0 01 10 0

0 0 .

T
z L v v

T T
z L v z L v

H L

A f f f Af dzdvdt

A f f Af dzdvdt A f f Af dzdvdt

η η

η η

−
≠ ≠ ≠ ≠≥ <

− −
≠ ≠ ≠ ≠≥ <

≠ ≠ ≠ ≠

= ∂ ∆ ∂ + ∂

= ∂ ∆ ∂ + ∂ ∆ ∂

= +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫



 

            (23) 

由于 

( ) ( )
2 22 2

0 1
ˆ1 0,

s

s

v
H

f f d
η

η η η η
≥

∂ = +∫ ， 

( ) ( )2

22 22 2 2 ˆ1 .s

s

L L Hf k k kt f d dtη η η ∆ = + + + − ∑∫∫  

故
2

0 1 sv
H

f
η ≥

∂ 是 2
2

sL L Hf∆ 的其中一项，从而有 2 2 2

2 2 2
0 1 .s

sv L LL H L LH
f f Af

η ≥
∂ ≤ ∆ ∆  

故 

( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )

2
2 ,

,

2
,

2 22
,

2
,

1
0 0 10

1
0

1
3 2

10

1
0 10

1

.

z v
z v

z v

s
t z v z v

s s

tt

T
H z L v

T
z L v

T
z L vH H

L

L
L

L

L

L LL H L L L

A f f Af dzdvdt

A f f Af dt

f f Af dt

f Af Af

η

η

η

ν

∞

−
≠ ≠ ≠ ≠≥

−
≠ ≠≥

−
≠ ≠≥

⊥ −
≠

−

= ∂ ∆ ∂

≤ ∂ ∆ ∂

∂ ∆ ∂

∇ ∆ ∆

∫ ∫

∫

∫







 

                     (24) 

因为 1η < ，所以
2

21 00v
L L L LAfA f

η ∞
∞<

∂  ，可以得到 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2 ,

,

2
2 ,

,

2
,

222
,

1
0 0 10

1
0 10

1
0 10

1
0

1
3 2 .

z v
z v

z v
z v

z vz v

s

s t tt

T
L z L v

T
z L v

T
z L v LH

L L L LLL

L
L

LL

LLH

A f f Af dzdvdt

A f f Af dt

f A f Af dt

f ff AA

η

η

η

ν

∞

−
≠ ≠ ≠ ≠<

−
≠ ≠<

−
≠ <

⊥
≠

−

≠

−

= ∂ ∆ ∂

≤ ∂ ∆ ∂

∂ ∆ ∂ ∆

∇ ∆ ∆

∫ ∫

∫

∫







 

                  (25) 

估计零频部分，由于 0f 与 z 无关，则 0 可写为 

( ) ( )2 2
0 0 0 .v v z v v zA f f Afdzdvdt A f f Afdzdvdt− −

≠= −∂ ∂ ∂ = −∂ ∂ ∂∫∫ ∫∫                (26) 
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由于 plancherel 定理，可得到 

( )2
0 0 0v v zA f f Af dvdz−

≠−∂ ∂ ∂ =∫ ， 

类似 Euler 交换子估计[16]，可得到 
2 0.v v zf Af Af−

≠ ≠∂ ∂ ∂ =∫  

因此，有 

( )( )2 2
0 0 0 .v v z v v zA f f f Af Af dzdvdt− −

≠ ≠ ≠= −∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂∫∫                     (27) 

根据 plancherel 定理，可得到 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2
0

ˆ ˆ ˆ, , 0, , , , .
k

A k A k kf f k A k f k d d dtηξ ξ η η ξ η ξ ξ η ξ
η≠

− = − − −∑ ∫∫∫          (28) 

将差值 ( ) ( ), ,A k A kξ ξ η− − 分为两个交换子，一个和 M 有关，另一个和
s

∇ 有关，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

22 2 2 22

22 2

, , , 1 1

, , 1

.

ss

s

A k A k M k k k

M k M k k

ξ ξ η ξ ξ ξ η

ξ ξ η ξ η

 
− − = + + − + + −  

 

+ − − + + −

= + 

 

对于  ，通过中值定理，可得到对于某些 [ ]0,1θ ∈ ，使得 

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

122 2

22
1

2 2
1

2 2 .

, 1 2
2

1 1

s

s s

sM k k

k k

ξ ξ θη ξ

η

θη η

ξ η ξ

−

− −

= + + − −

+ + −
 

+  +
 

+ 





                   (29) 

对于  ，由于 M 满足(13d)，根据(13d)和中值定理，有 

( )( )22 21 .
s

k
k
η

ξ η+ + −                              (30) 

将(28)、(29)和(30)结合，有 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2
0

2

2 2

0

2

0

0

2

2 2 2

ˆ ˆ ˆ0, , , ,

ˆ

1 1

1

1

.

ˆ ˆ0, , , ,

ˆ ˆ ˆ0, , , ,

s s

k

s

k
s

k

f f k A k f k d d dt

f f k A k f k d d dt

f f k A k f k d d

k

d

k

k

k t

η ξ η ξ ξ η ξ

η ξ η ξ ξ η ξ

η ξ η ξ ξ η

ξ η ξ

ξ η

ξ ξ

≠

≠

≠

+ +
 

+  
 

× −

=

− + +

+ + −

+ +

−

+ −

= +

∑ ∫∫∫

∑ ∫∫∫

∑ ∫∫∫



 



 

对于项 ，则有 
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( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
22

,
2

1
12 2 2 222 2

0
0 0

1
2 22

0

0

ˆ ˆ ˆ1 0, , ,

ˆ 0,

.

s s

z v
s s

t tt

s
T

k k

T

L H L HL

H H

L

k f f k d d Af k d d dt

f f d Af dt

f f Af

ξ η η ξ η η ξ ξ η ξ

η η

∞

≠ ≠

≠ ≠

≠ ≠

     + + − −         

 =  
 

=

∑ ∑∫ ∫∫ ∫∫

∫ ∫

 

 

对于项，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

0

ˆ ˆ ˆ1 0, , ,

.

s

k
k f f k Af k d d dtη η ξ η ξ ξ η

≠

+ + + −

= +

∑ ∫∫∫ 

 

  

其中 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
2

,

1
2 2 22

0
0

1
2 2 22

0

2 2

0

0

0

00 0

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ1 0, , ,

ˆ ˆ

, 1 0,

ˆ ˆ, 0

ˆ0 , ,

,

,

s

s

ss
z vt

sT

s

k

s

H
k

T s
H

k

T

HLH

k

L

f k k d f d Af dt

k f f k Af k d d dt

f f k Af k d d dt

f k d f d Af dt

f f Af dt f

ξ η ξ η η η

ξ η ξ η

η ξ η ξ ξ η

η η ξ η ξ ξ

η η η

η

∞

≠
≠

≠
≠

≠ ≠

≠

≠

≠

 − + − 
 

 + − − 
 

=

+

+

+

−

−

∑∫ ∫

∑ ∫∫∫

∑ ∫

∑∫

∫

∫∫

∫

∫ ∫

 



( ) ( )
22 22

,,

0

0
1

ss

z vz v
s t tt

L L L LLL H

T

HH

LL

f

f Af

Af dt

Af ∞

≠

⊥ −
≠∇ ∆ ∆

∫


 

综上，可得到 

2
2 3 5

00

1

.ss L HL Hf f ν∞

−

≠                                 (31) 

对于项 ( ) ( )( ) ( )2
0

T
D A u t f t Af t dzdvdt= ∫ ∫ ，有 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2
0

2 2
0 0 00 0

2 2
00 0

00 0 0

T

T T

T T

D A u t f t Af t dzdvdt

A u f Af dzdvdt A u f Af dzdvdt

A u f Af dzdvdt A u f Af dzdvdt

D D D D

≠

≠ ≠ ≠

≠ ≠ ≠≠

=

= +

+ +

= + + +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
                      (32) 

由于 0f 与 z 无关，对于项 ( )2
00 0 00

T
D A u f Af dzdvdt= ∫ ∫ ，有 

( )( )1
00 0 00

0
T

z LD A f f Af dzdvdt−
≠= −∂ −∆ =∫ ∫                          (33) 

对于项 ( )2
0 00

T
D A u f Af dzdvdt≠ ≠= ∫ ∫ ，有 

( )( )1
0 00

T
z LD A f f Af dzdvdt−

≠ ≠ ≠= −∂ −∆∫ ∫                          (34) 
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⊥ −
≠ ≠

⊥
≠

−

−

∇ ∆

∇ ∆ ∆

∫



 

  

对于项 ( )2
0 00

T
D A u f Af dzdvdt≠ ≠= ∫ ∫ ，有 

( )( )
( )

( )

2
,

22
,

2

1
0 00

1
00

1

0

3

1

2 .

ss

s

z v

s
t zt t v

T
z L

T
L L HH L

LLL L L H LH

D A f f Af dzdv dt

f f Af dt

f f Af

ν

∞

−
≠ ≠ ≠

⊥ −
≠ ≠

⊥ −
≠ ≠

−

≤ −∂ −∆

∇ ∆

∇ ∆

∫ ∫

∫



 

                        (35) 

对于项 ( )2
0

T
D A u f Af dzdvdt≠≠ ≠ ≠= ∫ ∫ ，有 

( )( )
( )

( )

2

2 2

,

2
,

1

0

1
0

1

1
3 2 .

z v

s
t

s
t v

s

t z

s

T
z L

T
L L HH

L L L HL H L

L

L

D A f f Af dzdv dt

f f Af dt

f f Af

ν

∞

−
≠≠ ≠ ≠ ≠

⊥ −
≠ ≠ ≠

⊥ −
≠ ≠ ≠

−

≤ −∂ −∆

∇ ∆

∇ ∆

∫ ∫

∫



 

                        (36) 

对于项 ( ) ( )( ) ( )2
0

T
F A u t u t Af t dzdvdt⊥= ⋅∇∫ ∫ ，有 

( ) ( )2 2
0 00 0

T T
F A u u Afdzdvdt A u u Afdzdvdt F F⊥ ⊥

≠ ≠= ⋅∇ + ⋅∇ = +∫ ∫ ∫ ∫                (37) 

由于 0f 与 z 无关，故 

( )( )( )
( )

( )

2
,

22 2
,

1

0

1
0

1 1

z v

s s
t z v

s

t

sL

L t

L

LL H

T
z L

T
zH H

L L z LL H

F A u f Afdzdv dt

u f Af dt

f f Af ∞

−⊥
≠ ≠ ≠

⊥ −
≠ ≠

⊥ − ⊥ −
≠ ≠

≤ ⋅∇ −∂ −∆

∂ ∇ ∆

∇ ∆ ∂ ∇ ∆

∫ ∫

∫



 

其中 

( )
( )2 2

22 2 2 21
2

1
20

1 ˆ
s sL H L Ht

L
t

Lz
T

z Lf f fkk d dt
k kt

η η
η

⊥ − ⊥ −
≠ ≠∂ = +∇ ∆ ∂ ∇ +

+ −
∆ ∑∫  

( ) ( )
2

22 2 22 2 2
0 0

1 ˆ
s sL H Ht

L L
T T

dt k k ktf tf df dη η η≠ ≠
 = = + + + −∆ ∆ ∑∫ ∫  

因为 f≠ 只包含 1k ≥ ，从而有 22
1

ssLz L L HL H
f f⊥ −
≠ ≠∂ ∇ ∆ ∆ 。故有 

2 22
1

1
3 2 .s

t
s

tL HL L L L H L LF f f Af ν∞
⊥ −

≠ ≠ ≠

−
∇ ∆ ∆                       (38) 

对于项 ( )2
0 00

T
F A u u Afdzdvdt⊥= ⋅∇∫ ∫ ，因为 f≠ 只包含 1k ≥ ，从而有 22

1
ssLz L HL H

f f⊥ −
≠ ≠∂ ∇ ∆  ，根据(14a)
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故有 
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2
0 00

1
00

1
0

2
0

ss L

s sL

z v

t zt v

s
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sL Ht

T

T

L

L L

z HH

zL H H

L H

L

F A u u Afdzdv dt

u f Af dt

u f Af

f f

∞

∞

⊥

⊥ −
≠ ≠

⊥ −
≠ ≠

≠

≤ ⋅∇

∂ ∇ ∆

∂ ∇ ∆

∫ ∫

∫





                         (39) 

由式(20)~(25)和(31)~(39)，可知(14b)成立。故引理 4.2.1 成立，因此，定理 2.1 成立。 
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