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摘  要 

在本文中，我们研究了一类非线性p-Laplacian退化椭圆方程解的不存在性： 
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其中 p1 2< < ， 1γ > ，且 µ 是一个非负拉东测度，集中于调和容量

为零的集合E上。本文首先利用截断技巧构造逼近方程，并借助Lions的结果和估计，获得逼近解的存在性及

估计，这些估计保证了通过逼近问题的解取极限，可以得到原问题的解。最后，借助控制收敛定理、弱下半

连续性及其他相关方法，证明了在源项为集中于调和容量为零的集合的拉东测度时，原问题的解趋于零。 
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Abstract 
In this paper we study the existence and regularity of solutions for a class of nonlinear degenerate 
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elliptic equations 
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 where p1 2< < , 1γ > , and µ  is a 

nonnegative Radon measure concentrated on a set of zero harmonic capacity. This paper first employs 
a truncation technique to construct an approximating equation. By utilizing Lions’ results and esti-
mates, the existence and a priori bounds of the approximate solution are obtained. These estimates 
ensure that the solution to the original problem can be derived by taking the limit of the solutions to 
the approximating problems. Finally, using the controlled convergence theorem, weak lower semi-
continuity, and other related methods, it is proven that when the source term is a Radon measure 
concentrated on a set of zero harmonic capacity, the solution to the original problem tends to zero. 
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1. 引言与主要结果 

椭圆型偏微分方程在数学、物理、工程等多个领域具有重要应用，尤其是在非牛顿流体力学、图像

处理、材料科学等问题中。p-Laplacian 方程是一类重要的非线性椭圆方程，其标准形式为： 

( ) ( )2 ,pdiv u u f x x−− ∇ ∇ = ∈Ω  

其中 1p > ，Ω是 N
 的一个有界区域。关于该方程解的存在性和正则性，已有大量研究。例如，Serrin 等

人[1]研究了二阶拟线性椭圆方程的局部行为，并证明了在适当条件下解的正则性。Lions [2]和 DiBenedetto 
[3]等人利用变分法、能量估计及对偶方法，证明了 p-Laplacian 方程在某些函数空间中的弱解的存在性。

此外，Boccardo 和 Orsina [4]研究了源项为拉东测度时的 p-Laplacian 方程，得到了存在性和正则性的一些

重要结果。 
然而，与大量关于解存在性的研究相比，关于解的不存在性的研究仍然较少，特别是当源项 µ 是集

中于调和容量为零的集合上的拉东测度时，解是否存在仍然是一个重要的开放问题。事实上，在某些退

化或奇异条件下，该类方程可能不存在解(参见[5])，Boccardo 对二阶退化椭圆方程的解的不存在性进行

了讨论，并得到了在源项为集中于调和容量为零的集合上的非负拉东测度时，解不存在；本文的主要目

标是将这一结果推广至 p-Laplacian 退化椭圆方程，即研究如下形式的退化椭圆方程的解的不存在性： 

( )
( ) ( )1

,
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0 .

p

a x u
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u

u x

γ
µ

−

  ∇
  − + = ∈Ω   + 

= ∈∂Ω

                         (1.1) 

现在我们陈述关于(1.1)中各项的假设： 
(1) Ω是 N 的一个有界开子集，且 2N > ； 
(2) : N Na Ω× →  是一个 Carathéodory 函数(即对于几乎所有 ,x∈Ω ( ),a x ⋅ 在 N 上连续，而对于每
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个 Nξ ∈ ， ( ),a ξ⋅ 在Ω上是可测的)，对于几乎所有 x∈Ω以及任意 , Nξ η ∈ ，ξ η≠ ，并且满足 

( ), ,pa x ξ ξ α ξ⋅ ≥                                  (1.2) 

( ) 1, ,pa x ξ β ξ −≤                                  (1.3) 

( ) ( ) ( ), , 0,a x a xξ η ξ η− ⋅ − >                               (1.4) 

其中α 和 β 是正常数。 
(3) ρ 和 γ 是满足以下条件的实数 

1 2,p< <                                      (1.5) 

1;γ >                                       (1.6) 

(4) µ 是一个非负拉东测度，集中于调和容量为零的集合 E 上。 
我们的主要结果如下： 
定理 1 假设 1γ > ，且 µ 是一个非负拉东测度，集中于调和容量为零的集合 E 上。那么，方程 
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−
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没有解。 
更确切地说，设 nf 是一列非负的 ( )L∞ Ω 函数序列，在测度的紧收敛意义下收敛到δ ，设 nu 是方程(1.2)

的解序列，那么 nu 在Ω上几乎处处收敛到零，并且有 

( )1,
0lim d .nn

u Wϕϕ ϕ µ
Ω→+

∞

Ω∞
∀ ∈= Ω∫ ∫  

本文的结构安排如下：第二部分给出证明的关键步骤，第三部分总结我们的研究结论，并探讨未来

的研究方向。 

2. 证明过程 

在证明定理 1 之前，我们先考虑如下方程： 
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                          (2.1) 

其中 ( ) 0f x ≥ 是某个 Lebesgue 空间 ( )mL Ω 中的函数，
( )1 2p

m
p

γ − +
= ，其余条件与(1.1)一致。(2.1)的近

似方程如下： 

( )
( ) ( )1

,
,

1

0 .

n
n np

n

n

a x u
div u f x

u

u x

γ −

  ∇  − + = ∈Ω   + 
= ∈∂Ω

                         (2.2) 

由[2]和[5]，我们不难得到以下结论： 

方程(2.2)存在唯一分布解 ( )
( )

( )
1 2

1,1
0

p
p

nu W L
γ − +

∈ Ω ∩ Ω ，使得对于任意 ( )1,
0Wψ ∞∈ Ω 有 
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( )
( ) ( )1

,

1
n n

n np
n
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u f

u
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+ =

+
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证明：设 µ 如该命题所述，则(参见[6])，对于每个 0δ > ，存在一个函数 δψ 属于 ( )0C∞ Ω ，使得 

( )0 1, , 1 d .p
δ δ δψ ψ δ ψ µ δ

Ω Ω
≤ ≤ ∇ ≤ − ≤∫ ∫  

注意，由于关于 δψ 在 ( )1,
0

pW Ω 中的估计，以及 0 1δψ≤ ≤ 这一事实，当δ 趋于零时， δψ 在 ( )L∞ Ω 的

弱*拓扑下趋于零。如果 nf 是一列非负函数，并且在测度的紧收敛意义下收敛到 µ ，即如果 

( )0 ,lim dnn
Cf ϕ µ ϕϕ

Ω Ω→+∞
= ∀ ∈ Ω∫ ∫  

那么 

( ) ( )0 lim 1 1 d .nn
f δ δψ ψ µ δ

Ω Ω→+∞
≤ − = − ≤∫ ∫                         (2.3) 

设 nu 为逼近问题(2.2)的非负解。如果我们在(2.2)中选择 ( )11 1 nu γ−− + 作为测试函数，那么由(1.2)，并

去掉非负的低阶项，我们有 
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回顾(1.3)，因此有 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

11 1
1

1 1

,
,

1 1

p p
ppp p

n np
np p

n n

a x u u
C f

u uγ γ
β

−− −
−

− −Ω Ω Ω

∇ ∇
≤ ≤

+ +
∫ ∫ ∫  

其中常数 C 依赖于 ,α β 和 γ 。因此，至多经过选取一个子序列，存在 σ 属于 ( )1

Np
pL −

 
Ω  

 
和 ρ 属于

( )1
p

pL − Ω ，使得 
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分别在 ( )1

Np
pL −

 
Ω  

 
和 ( )1

p
pL − Ω 中弱收敛。 

在(2.2)中选择 ( ) ( )11 1 1nu γ
δψ− − + −  作为测试函数得到 
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∫ ∫

             (2.5) 

我们研究右侧的项。对于第一项，由(2.3)可得 
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( )
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f δ

δ
ψ

+ Ω→+∞→
− =∫  

而对于第二项，利用(2.4)以及 ( )11 1 nu γ− − +  的有界性，我们有 
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回忆到σ 属于 ( )1

Np
pL −

 
Ω  

 
， δψ 在 ( )1,

0
pW Ω 中趋于零，并且利用 ( )11 1 nu γ− − +  的有界性，我们有 
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δ
σ ψ
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 ⋅∇ − + = ∫  

因此，由于(2.5)左侧的两项都是非负的，我们得到 
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假设(1.2)随即给出 
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由于泛函 

( ) ( )1 1 1
p p

p pv L v δψ− −
Ω

∈ Ω −∫  

在 ( )1
p

pL − Ω 上弱下半连续，所以 
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这意味着 0ρ = 。因此，由于 
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由(2.4)的第二个极限可知，序列 ( )11 1 nu γ−− + 在 ( )1,
0

pW Ω 中弱收敛到零，因此(至多经过选取一个子序列) 

它在 ( )qL Ω 中强收敛到零，其中
Npq

N p
=

−
。因此， nu (至多经过选取一个子序列)在Ω中几乎处处趋于零。 

由于极限不依赖于子序列，整个序列 nu 在Ω中几乎处处趋于零。现在，对于 ( )( )NpLΦ∈ Ω ，并结合(1.3)，
我们有 
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因此，由(2.4)， 
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这意味着 0σ = 。因此，在(2.2)中取极限，即在 
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( ) ( ) ( )1,
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n np
n

a x u
u f W

u γ

ϕ
ϕ ϕ ϕ ∞

−Ω Ω Ω
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我们得到，由于第一项趋于零，对于每个 ( )1,
0Wϕ ∞∈ Ω ， 

lim d ,nn
u ϕ ϕ µ

Ω Ω→+∞
=∫ ∫  

证毕。 

3. 结论 

在本文中，我们研究了在某种极端情况下，即右端源项是一个非负拉东测度，集中于调和容量为零

的集合 E 上方程(2.4)的解的不存在性，推广了 Boccardo 在[5]中的结果。我们的分析表明，对于1 2p< < ，

关于二阶退化椭圆方程的解的不存在性理论结果可以推广到 p-Laplacian 退化椭圆方程，从而进一步完善

该领域的研究框架。 
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