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摘  要 

文章主要研究了如下双调和方程 ( ) ,   2 2p Nu u u Q x u u x−∆ − ∆ + = ∈α | | ，其中 

( )−
−

, ,
4

NN
N

∗∗ 2
≥ 5, 2 < 2 = ∈ 2 +∞α 是一个常数，位势函数 ( ) : NQ x → 是一个正连续函数。在位势函

数Q 满足合适的假设下，通过应用集中紧性引理和比较讨论的方法得到上述方程基态解的存在性。 
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Abstract 

In this paper, consider the following biharmonic equations ( ) ,   2 2p Nu u u Q x u u x−∆ − ∆ + = ∈α | | , 

where ( )−
−

, ,
4

NN
N

∗∗ 2
≥ 5, 2 < 2 = ∈ 2 +∞α  is a constant and the potential function ( ) : NQ x → 

is a positive continuous function. Under the appropriate assumption of the potential function Q, by 
applying the concentration compactness lemma and comparative discussion methods to obtain the 
existence of the ground-state solutions for the above equation. 
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1. 引言 

文章研究了形式为 

( )2 2Δ Δ | | ,    p Nu u u Q x u u xα −− + = ∈                            (1.1) 

的双调和方程基态解的存在性，其中 ( )25,  2 2 ,  2,
4

NN p
N

α∗∗≥ < < = ∈ − +∞
−

是一个常数，Q 是满足某些 

条件的正连续函数。本文研究的双调和方程又称为四阶椭圆型偏微分方程，其是椭圆型偏微分方程中的

一个典型例子。该类方程被广泛应用于生物物理学中 Hilfrich 问题、稳态的曲面扩散流模型、微分几何中

的 Willmore 曲面、材料加工过程中的 Cahn-Hilliard 扩散问题、量子力学中求解粒子运动的薛定谔方程以

及 Paneitz-Branaon 方程中各种丰富现象的描述[1]，它们还出现在连续介质力学的各个领域，包括弹性力

学和粘性流体的缓慢流动[2]，多用于对外力弹性反应的薄结构的建模[3] [4]。 
众所周知，变分方法是研究椭圆型偏微分方程的强有力的工具，这是一门 17 世纪末发展起来的数学

分支，它可应用于证明方程解的存在性、多重性或求方程的近似解等问题。变分法将自然界中的大量问

题归结为求某个泛函在一定条件下的极值问题或临界点问题，其主要思想是将欧拉–拉格朗日方程解的

问题转化为对应泛函的极值问题或临界点问题，通过找到泛函的极值或临界点来找到原方程的解。 
1973 年，著名数学家 Rabinowitz 和 Ambrosetti [5]合作证明了著名的山路定理，它是极大极小方法的

典范。形象地说，一只蚂蚁从盆地中爬出来，在最佳道路上至少有一点，它是该道路上的最高点，又是

周围山峰的最低点。对于本文研究的高阶椭圆型偏微分方程，所对应的 Euler 泛函在工作空间既无上界又

无下界，用经典极大极小方法求解比较困难。为此应用 Nehari 流形方法，其本质思想是在全空间上无下

界的 Euler 泛函可能在某个子空间有下界，且 Euler 泛函在空间上的极小值点就是所求方程的解。这个特

性使得 Nehari 流形方法成为研究高阶椭圆型偏微分方程解的存在性的有力工具，这也使研究方程的基态

解受到了国内外学者的广泛关注。 
关于双调和方程数学方面的研究，许多学者考虑如下方程 

( )2 , ,             ,

0,                             

u c u f x u

u u

∆ + ∆ = Ω


= ∆ = ∂Ω

在 中

在 上
                           (1.2) 

解的存在性，其中Ω是 N 中的有界光滑区域。最初 Lazer 对悬索桥的非线性振动问题进行了研究[6]，自

此关于双调和方程非平凡解的存在性问题逐渐引起了人们的关注。例如，Micheletti [7]应用变分方法研究

了方程(1.2)非平凡解的存在性。Zhang [8]根据 Morse 理论及局部环绕定理，得到了方程(1.2)多解的存在

性。Zhou 和 Wu [9]应用变号临界定理求解方程(1.2)的弱解。 
除此之外，由变分法研究全空间 N 上双调和方程解的存在性问题也引起了数学工作者的广泛关注，

在全空间 N 上求弱解主要的困难之一是缺乏 Sobolev 嵌入的紧性。作者[10]选择了具有紧嵌入性质的径

向和非径向对称的函数空间，证明了方程 
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( )2Δ Δ ,   Nu u g u xβ− = ∈  

无穷多径向和非径向解的存在性。此外，还可以通过集中紧性原理以及位势函数的相关性质来恢复紧性。

作者[11]研究了以下非线性双调和方程 

( ) 12Δ Δ ,   ,p Nu u V x u u u x−− + = ∈                          (1.3) 

其中
22 2

4
Np

N
∗∗< < =

−
。当位势函数V 满足强制条件时，作者通过结合 Pohožaev 型恒等式和 Nehari 流 

形得到了限制在流形上的极小化子，再由集中紧性原理证明了 ( )PS 序列的紧性，最后利用变分方法证明

了方程(1.3)基态解的存在性。 
为了得到我们的结果，我们对位势函数 ( )Q x 做出以下假设： 

( ) ( ) ,NQ Q C∈   满足 ( ) ( )00 lim inf
Nx x

Q Q x Q x
→∞ ∈

< = =


。 

解 u 称方程(1.1)的一个基态解指的是， 0u ≠ 且其在所有非平凡解中具有最小临界值。 
我们的主要结果如下： 
定理 1.1 如果条件 ( )Q 成立，那么方程(1.1)存在一个基态解。 

2. 主要结果的证明 

令 

( ) ( ) ( ){ }2 2 2: : ,  ,  2N N N NH u L D u Lβ β β+= ∈ ∈ ∀ ∈ ≤     

由于 ( )2,α ∈ − +∞ ， 

( )( ) ( )
1

2 2 22 2,    N
Nu u u u dx u Hα= ∆ + ∇ + ∀ ∈∫



 ， 

是 ( )2 NH  上的一个范数[12]，并且该范数与通常的范数 

( ) ( )2 2 2

1
1 22
2

2
,  N NH H L

u u u D uβ

β ≤

 
= =   

 
∑





 

等价，其中 2,  Hu u 为 Hilbert 空间 ( )2 NH  上的内积。 
在 ( )2 NH  上定义方程(1.1)对应的能量泛函为 

( ) ( ) ( )2 2 21 1 | |
2 N N

pu u uu dx Q x u dx
p

αϕ ∆ + ∇ −+= ∫ ∫ 
。 

很容易验证 ( ) ( )( )1 2 ,Nu C Hϕ ∈   。此外对任意的 ( )2, Nu Hϑ ∈  ，我们有 

( ) ( ) ( ) 2, Δ Δ | |N N
pu u u u dx Q x u u dxϕ ϑ ϑ α ϑ ϑ ϑ−= + ∇ ∇ + −′ ∫ ∫ 

。 

于是，泛函ϕ 的临界点对应方程(1.1)的弱解。 
接下来我们将证明泛函ϕ 具有山路几何结构。设 

( ) ( ){ }2 :  NB u H uρ ρ= ∈ ≤ 和 ( ) ( ) ( ){ }2 :  NS B u H uρ ρ ρ= ∂ = ∈ = 。 

引理 2.1 假设 ( )Q 成立，则 
(1) 存在常数 ,  0ρ β > ，使得对任意的 ( )u S ρ∈ ，有 ( )uϕ β≥ ； 
(2) 存在 ( )2 Ne H∈  ，使得当 e ρ> 时，有 ( ) 0eϕ < 。 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.154130


董蕊 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.154130 275 理论数学 
 

证 (1) 对任意的 ( )u S ρ∈ ，由 Sobolev 不等式，我们有 

( ) ( )2 2 21 1 1 1 .
2 2 2N

p p pC Cu u Q x u dx u u
p p p

ϕ ρ ρ= − ≥ − = −∫  

选择 0ρ > ，使得 2 21 1 : 0
2 4

pC
p

ρ ρ ρ β− = = > 。则对任意的 ( )u S ρ∈ ，有 ( )uϕ β≥ 。 

(2) 设 ( )2 Nu H∈  且 0u > ，对任意的 0t ≥ ，当 t ∞→ + 时，有 

( ) ( ) ( )
2

2 2 2

2 N N

p
pt ttu u u u dx Q x u dx

p
ϕ α ∞= ∆ + ∇ + − → −∫ ∫ 

。 

因此存在一个足够大的 0 0t > ，令 0e t u= ，使得当 e ρ> 时，有 ( ) 0eϕ < 。∎ 
为了证明方程基态解的存在性，我们定义泛函 ( )uϕ 对应的 Nehari 流形 

( ) { } ( ){ }2: \ 0 : , 0Nu H u uϕ′= ∈ =  。 

引理 2.2 对任意的 ( ) { }2 \ 0Nu H∈  ，存在唯一的 ( ) 0t u > ，使得 ( )t u u ∈ 。 
证 设 ( ) { }2 \ 0Nu H∈  ，定义函数 ( ) ( )g t tuϕ= ，其中 [ )0,t ∞∈ ，有 

( ) ( ) ( )
2

2

2 N

p
pt tg t tu u Q x u dx

p
ϕ= = − ∫ 。 

显然，我们有 ( ) ( )2 20  N
ppg t tu u t Q x u dx−= ⇔ ∈ ⇔ =′ ∫


。易证 ( )0 0g = 且当 0t > 充分大时， 

( ) 0g t < ；当 0t > 充分小时， ( ) 0g t > 。因此，存在唯一的 ( )0 0t t u= > ，使得
[ )

( ) ( )00,
max
t

g t g t
∞∈

= 。故 ( )0 0g t′ =  

且 ( )0t u t u u= ∈ 。∎ 
为了得到我们的结果，定义极大极小值 

[ ]
( )( )

( ) { }
( ) ( )

21 2Γ 0,1 0\ 0
: inf max ,  : inf max : inf ,

N ut tu H
c t c tu c u

γ
ϕ γ ϕ ϕ

∈ ∈∈ ≥∈
= = = 和 


               (2.1) 

其中 [ ] ( )( ) ( ) ( )( ){ }2Γ : 0,1 , : 0 0,  1 0NC Hγ γ ϕ γ= ∈ = < 。 
接下来，我们给出极大极小值的一些性质。 
引理 2.3 1 2 0c c c= = > 。 
证 对任意的 ( )2 Nu H∈  ，我们有 

( ) ( ) ( )1 1 1,  0
2 2 N

pu u u Q x u dx
p

ϕ ϕ
 

− = − 
 

′ ≥∫


。 

对任意的 γ ∈ Γ，我们定义 ( ) ( )( ) ( ): ,h t t tϕ γ γ′= 。应用 Sobolev 不等式，容易验证存在一个常数 
0ρ > ，使得 ( )inf , 0

u
u u

ρ
ϕ

=
′ > 及 ( )1γ ρ> 。这表明存在 ( )1 0,1t ∈ ，使得 ( )1 0h t > 。此外，根据 Γ的定义， 

对任意的 Γγ ∈ ，有 ( ) ( )( )1 2 1 0h ϕ γ≤ < 。故存在 ( )0 1,1t tγ ∈ ，使得 ( )0 0h tγ = ，即 ( )0t
γγ ∈ 。因此 

[ ]
( )( ) ( )( ) ( )0 20,1

max inf
ut

t t u cγϕ γ ϕ γ ϕ
∈∈

≥ ≥ =


， 

因此， 2c c≥ 。 
另一方面，对任意的{ } ( ) { }2 \ 0Nu H⊂  ，我们有 ( )0 0ϕ = 且当 t 充分小时， ( ) 0tuϕ > ；当 t 充分大

时， ( ) 0tuϕ < 。因此，存在 * 0t > ，使得对任意的 *t t≥ ，有 ( )* 0t uϕ < 。令 ( ) *
u t tt uγ = ，其中 [ ]0,1t ∈ ，则

Γuγ ∈ ，所以 

[ ]
( )( )

[ ]
( )( )

[ ]
( ) ( )*

0,1 0,1 0,1 0
inf max max max maxut t t t

c t t tt u tu
γ

ϕ γ ϕ γ ϕ ϕ
∈Γ ∈ ∈ ∈ ≥

= ≤ = ≤ ， 
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因此， 1c c≤ 。 
最后，由引理 2.2 知，对任意的 ( ) { }2 \ 0Nu H∈  ，存在唯一的 ( ) 0t u > ，使得 ( )t u u ∈ ，有 

( ) ( )( ) ( ) 20
max inf

vt
tu t u u v cϕ ϕ ϕ

∈≥
≥ ≥ =


 

因此， 21c c≥ 。 
另一方面， 

( ) { }
( ) ( ) ( )

21 20 0\ 0
inf in : inf max max f

N t utH uu
c tu tu u cϕ ϕ ϕ

∈ ∈≥ ≥∈
= ≤ = =

 
。 

因此， 21c c≤ 。 
综上所述， 1 2c c c= = 。∎ 
当位势函数 ( )Q x 满足条件 ( )Q 时，我们考虑方程(1.1)的极限问题 

22
0Δ Δ ,    ,p Nu u u Q u u xα −− + = ∈  

其中 ( ) **
0

22,  ,  5,  2 2 ,  0
4

NN p Q
N

α ∈ − + ∞ ≥ < < = >
−

为条件 ( )Q 中定义的常数。 

定义泛函ϕ 的极限泛函 ( )2
: NHϕ∞ → 为 

( ) ( )2 2 2
0

1
2

,1
N N

pu u u u dx Q u dx
p∞ϕ α= ∆ + ∇ + −∫ ∫ 

 

易证 ( )( )1 2 ,NC H∞ϕ ∈   。类似地，我们定义极限泛函ϕ∞ 的 Nehari 流形和极大极小值为 

( ) { } ( ){ }2: \ 0 :  ,  0Nu H u u∞ ϕ∞
′= ∈ =   

和 

[ ]
( )( )

( ) { }
( ) ( )

23Γ 0,1 0\ 0
: inf max , : inf max : inf  ,

N ut tu H
c t c tu m u

∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞γ

ϕ γ ϕ ϕ
∈ ∈∈ ≥∈

= = = 和 


          (2.2) 

其中 [ ] ( )( ) ( ) ( )( ){ }2Γ : 0,1 , : 0 0,  1 0NC H∞ ∞γ γ ϕ γ= ∈ = < 。 
引理 2.4 3 0c c m∞ = = > 。 
证 与引理 2.3 的证明完全一样。∎ 
引理 2.5 c c∞≤ ，其中 ,  c c∞ 分别由(2.1)，(2.2)定义。 
证 由条件 ( )Q 知，对任意的 Nx ∈ ，有 ( ) 0Q x Q≥ 。则对任意的 ( )2 Nu H∈  ，有 

( ) 0 .N N
pQ x Q u dx≥∫ ∫ 

 

由此可得 ( ) ( )u uϕ ϕ∞≤ 。根据 Γ和 Γ∞ 的定义，我们得到 Γ Γ∞ ⊂ 。因此 

[ ]
( )( )

[ ]
( )( )

[ ]
( )( )

Γ Γ Γ0,1 0,1 0,1
inf max inf max inf max 

t t t
t t t

∞
∞γ γ γ

ϕ γ ϕ γ ϕ γ∞∈ ∈ ∈∈ ∈ ∈
≥ ≥ ， 

即 c c∞≤ 。∎ 
[定理 1.1 的证明]由引理 2.1，泛函ϕ 具有山路几何结构。设 c为(2.1)中定义的山路水平值。由山路定

理，泛函ϕ 有 ( )cPS 序列，即存在序列{ } ( )2 N
nu H⊂  ，使得当 n ∞→ 时，有 

( ) ( ),  0n nu c uϕ ϕ′→ → 。 

因此，对充分大的 n ，我们有 

( ) ( ) 21 1 11 ,
2n n n n nc u u u u u

p p
ϕ ϕ

 
+ + ≥ − = − 

 
′ 。 
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由于 2p > ，上式表明{ }nu 在 ( )2 NH  中是有界的。 
我们不妨在子列的意义下假设 

nu ⇀ 2,   ( ) Nu H 在 中, 

nu → **,   ( )  2 2 .s N
locu L ≤ <在 中, s  

因此，对任意的 ( )0
NC∞ω ∈  有 ( ) ( ), , 0nu uϕ ω ϕ ω′ ′→ = 。即 u 是方程(1.1)的弱解。接下来我们证明

0u ≠ 。我们不妨假设 0u = ，下面分两种情况考虑。 
情况一： ( )Q x ≢ 0Q  
我们断言，在这种情况下有 0u ≠ 。若不然，假设 0u = 。下证当 0u = 时，序列{ }nu 也是泛函ϕ∞ 的

( )cPS 序列。 
因为 ( ) 0lim

x
Q x Q

→∞
= ，所以对任意的 0ε > ，存在 0ρ > ，使得当 x ρ> 时，有 

( ) 0Q x Q ε− < 。 

于是，当 n ∞→ 时，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 00 0\ 0

1 1 1 1 .N N

p p p
nn n n n nB B

Q x Q dx Q x Q dx Q x Q dx C o
p p

u u u u u
pρ ρ

ϕ εϕ ∞ ≤ − = − + − ≤ +− ∫ ∫ ∫ 
 

由于 ( )nu cϕ → ，故有 ( )nu cϕ∞ → 。另一方面，对任意的 ( )2 ,  1Nv H v∈ ≤ ，由 Holder 不等式，我们有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
0

1 1
00 \ 0 0                                      

                                      

 

1

 ,

.

 N

N

n n n

n nB

p

p

B

p

n

u u v u v

u

Q x Q dx

Q x Q dx Q x Q dv

C o

u xv
ρ ρ

ε

ϕ ϕ −

− −

∞ ≤ −

= −

+

′ −

+

≤

′

−

∫

∫ ∫




 

注意到{ }nu 在 ( )p N
locL  中收敛到 0 。由{ }nu 的有界性和 Sobolev 不等式， 

( ) ( ) 0n nu uϕ ϕ∞
′′ − → 。 

由于 ( ) 0nuϕ′ → ，故有 ( ) 0nuϕ∞′ → 。所以{ }nu 也是泛函ϕ∞ 的一个 ( )cPS 序列。 
由 ( )Q x ≢ 0Q 以及条件 ( )Q ，可知存在常数 00,  NR x> ∈  以及 0x 的一个邻域 ( )0RB x



，使得对任意的 

( )0Rx B x∈


，有 ( )0 0: 0Q x Qσ = − > 及 ( ) 0
1
2

Q x Q σ− > 。 

根据 Lions 的紧性引理[13]，我们知道序列{ }nu 可能存在以下两种情形： 
(1) 消失：当 n ∞→ 时，有 

( )
sup 0

R nN

p
nB y

y
u dx

∈

→∫


。 

(2) 非消失: 存在{ } N
ny ⊂  和常数 0β > ，使得 

( )
limsup

R n

p
nB yn

u dx β
→∞

≥∫ 。 

若假设(1)发生，{ }nu 在 ( )2 NH  中有界。 当 n ∞→ 时，有 

( )0,    p N
nu L→ 在 中。 

于是，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 2 1 2 21 0- , ,P NNn n n Ln
p p

n nc o Q x dxu u u C u
p

uϕ ϕ
 

= − ≤ → 
 

′< + = ∫



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这是矛盾的，所以消失不可能发生。 
从而，(2)成立。不失一般性，假设 

( )
0

R n

p
nB y

u dx β≥ >∫ 。                               (2.3) 

我们断言 { }ny 在 N 中无界的。事实上，若不然，不妨假设 { }ny 是有界的，则存在 0ρ > ，使得

( ) ( )0R nB y Bρ⊂ 。由(2.3)可得 

( ) ( )0R n

p p
n nB y B

u dx u dx
ρ

β ≤ ≤∫ ∫ 。 

由于在 ( )p N
locL  中有 0nu → ，取极限有 

( )0
lim 0p

nBn
u dx

ρ
β

→∞
≤ =∫ ， 

这与 0β > 矛盾。因此{ }ny 是无界的。在子列的意义下，当 n ∞→ 时， ny → ∞ 。 
我们定义 ( ) ( )0nn nx u x y xv = + − ，则{ }nv 在 ( )2 NH  中有界。我们不妨在子列的意义下假设 

nv ⇀ ( )2,    Nv H 在 中, 

nv → ( ) **,    2 2 .p N
locv L p≤ <在 中,  

由(2.3)，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )
0

 lim  0. 
nR R

p p
nB x Bn y

v x dx u x dx β
→∞

= ≥ >∫ ∫  

因此 0v ≠ 且 

( )( ) ( ) ( )( )
00 0

1 0
2N R

p p
B xQ x Q v dx Q x Q v dx σβ∫ − ≥ ∫ − ≥ >


。 

此外，由于{ }nu 是 ∞ϕ 的 ( )cPS 序列，故{ }nv 也是 ∞ϕ 的 ( )cPS 序列。由引理 2.4 和法图引理，我们得到 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

0

0 0

inf

1         ,

1 1         liminf
2

1 1        liminf
2

1        liminf ,

        ,

 

2

2

N

N

v

p
n nn

p
n n nn

n n nn

c m v v

v v v

Q x y x v dx
p

Q x y x u x y x dx
p

u u u

c

∞
∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

∞ ∈

→∞

→∞

→∞

= = ≤

= −

 
≤ − + − 

 
 

= − + − + − 
 

 = − 
 

=

′

′

∫

∫







 

于是由引理 2.5，我们有 

( )c v∞ϕ= 。 

由于 v是 ∞ϕ 的一个临界点，与引理 2.2类似的证明方法，我们可以证明 ( )
0

max
t

tv∞ϕ
≥

是由唯一的 ( )t t v=

取到的。因此 

( ) ( )
0

max
t

c v tv∞ ∞ϕ ϕ
≥

= = 。 

此外，对任意的 ( )2 Nv H∈  ，我们有 
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( ) ( ) ( )( )0
1

N
pv v Q x Q v dx

p∞ϕ ϕ= + −∫ 。 

注意到 0v ≠ ，所以由引理 2.2 知，存在 ( )0 0t v > ，使得 ( )0t v v ∈ ，由引理 2.3，我们有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0
1 1inf ,N N

p p

u
v t v v u Q x Q t v v dx c Q x Q t v v dx c

p p∞ ∞ϕ ϕ ϕ
∈

≥ ≥ + − = + − >∫ ∫  
 

这与 ( )c v∞ϕ= 矛盾。所以 0u ≠ ，即 u 是方程的非平凡解。 
情况二： ( ) 0Q x Q≡  
对于该情形，显然有 ∞ϕ ϕ= 。若 0u ≠ ，则 u 是方程(1.1)的非平凡解。若 0u = ，与情况一类似的证明

方法，我们可以找到一个序列{ } N
ny ⊂  使得 ny ∞→ 且 

( )limsup  
R n

q
nB y

n
xu d β

→∞
∫ ≥ 。 

设 ( ) ( )n n nv x u x y= + ，则{ }nv 是ϕ 的一个有界的 ( )cPS 序列。假设当 n ∞→ 时，在 ( )2 NH  中有 nv v 。

则 0v ≠ 是ϕ 的一个临界点。从而 u 是方程的一个非平凡解。 
最后，令 

( ) ( ) ( ){ }2inf : ,  0,  0Nd v v H v vϕ ϕ= ≠ ′∈ = 。 

根据下确界的定义，存在序列{ } ( ) ( ){ }2 : 0,  0N
nv v H v vϕ′⊂ ∈ = ≠ ，使得 

( ) ( ),     0n nv vdϕ ϕ′→ → 。 

因此{ }nv 是有界的 ( )dPS 序列。在子列的意义下，不妨假设 

( )2,  N
nv v H 在 中 。 

当 ( )Q x ≢ 0Q 时，由上面的证明可知 ( )0,  v v dϕ≠ = 且 ( ) 0vϕ′ = ，即 v是方程(1.1)的基态解。 
当 ( ) 0Q x Q≡ 时，上述讨论可知，存在ϕ 的另一 ( )dPS 序列{ }nw 使得 0nw w ≠ 。此外，还有 

( )w dϕ = 且 ( ) 0wϕ′ = ，即 w 是方程(1.1)的基态解。 
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