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摘  要 

本文主要谈论了“实数单位”是什么的问题。通过单位线段OA在OA延长线上的运动，从几何直观得到

“1”是自然数的单位。在对自然数单位“1”的组合与拆分的过程中，进一步加深了对进位制的理解，

并且通过对“1”的等分得到了分数单位。将整数和分数形式统一，得到了有理数的概念。使单位线段做

反向运动得到表示负有理数的点。通过对小数数位的分析得到，在OA线段所在的直线上，每一个无限不

循环小数总能找到一条线段与之对应。因此，无理数的单位也是“1”。最终，得到实数的单位为“1”。

研究实数单位对理解数的概念的一致性和数与式运算的一致性都有着深刻的意义。 
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Abstract 
This article mainly talks about the question of what a “real unit” is. Through the movement of OA on 
the extension line of the unit line segment, it is intuitively obtained from the geometry that “1” is 
the unit of natural numbers. In the process of combining and splitting the natural number unit “1”, 
the understanding of the carry system is further deepened, and the fractional unit is obtained by 
dividing the “1”. The whole number and fraction form are unified, and the concept of rational num-
bers is obtained. Make the unit line segment move in the opposite direction to get a point represent-
ing a negative rational number. Through the analysis of decimal places, it is obtained that on the 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2025.154134
https://doi.org/10.12677/pm.2025.154134
https://www.hanspub.org/


汪小双 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.154134 310 理论数学 
 

straight line where the OA line segment is located, each infinite non-cyclic decimal can always find 
a line segment corresponding to it. Therefore, the unit of an irrational number is also “1”. Eventually, 
the unit of the real number obtained is “1”. The study of real units is of profound significance for 
understanding the consistency of the concept of number and the consistency of number and formula 
operations. 
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1. 问题提出 

数学是一个变化莫测的学科，但是万变不离其宗，我们只要找到变化的本源与规律，那么遇到任何

问题都可以以不变应万变。在数学知识体系的建构中，单位是用于衡量或表示量的标准，它作为比较其

他同类量大小的基准。我们知道对于图形的面积计算公式是基于规定单位面积而得到的，那么在数的运

算中，是否也存在数的单位呢？数的单位是什么？研究数的单位有什么意义呢？ 

2. 认识实数单位 

纵向来看，回顾已有的数集扩充过程，可以看到，每一次扩充都与实际需求密切相关。自然数对加

法、乘法封闭，在对自然数的减法运算进行研究时，第一次引入了负数的概念，得到了新的集合——整

数。整数对加法、减法、乘法封闭，在对其除法进行研究时，得到了分数。将分数和整数放在一起统称为

有理数。为了解决正方形对角线的度量，以及 2 2 0x − = 这样的方程在有理数集中无解的问题，人们把有

理数集扩充到了实数集。数集扩充后，在实数集中规定的加法运算、乘法运算，与原来在有理数集中规

定的加法运算、乘法运算协调一致，并且加法和乘法都满足交换律和结合律，乘法对加法满足分配律[1]。 
数学概念有着它的历史发展路径，但是为了数学概念的学习，世人会进一步通过公理等形式来规范

其概念。当然，这些公理除了可以自洽以外，还要符合其概念的历史产生过程。从上述数的概念产生和

逻辑分析路径来看，不难发现，实数产生的根源是对自然数集进行一步一步扩展得到的。那么研究实数

的单位，其实就可以转化为研究自然数的单位。 

2.1. 认识自然数单位 

数学概念的形成是人类智慧的结晶。数(作为名词)，是人们从生产和生活实践中抽象出来的，如自然

数、有理数、实数等[2]。在人类发展历史中认识到“1”没有想象中的简单，“1”是从大量的“一只羊、

一头年”中抽象出来的。经过漫长的历史发展，出于数学的严谨性和规范性的考虑，皮亚诺对自然数进

行了公理化的规定。他认为：“每个自然数都有后继数，不同自然数的后继数不同。”按现代数学观点，

自然数就是符合“皮亚诺公理的数”[3]。在皮亚诺公理中规定的后继原则是比加法更为基础的运算。通

过皮亚诺公理，我们显然得到，“1”是自然数的单位。 
数形结合是数学中一种较为合理且形象的思维方法。以平面上任意一点为端点，取任意长度为单位

长度，画出一条线段。用这条线段的长度表示数字“1”。如果按照这样的方式，想要在此基础上表示数

字“2”，那么只需要“+1”就可得到。选择线段的一个端点，在这条线段的延长线上即可表示出数字“2”。
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如果将第一条线段记为 OA，第二条线段记为 AB。那我们就可以按照这样的方式，依次表示出线段 BC、
CD…那么线段 OB、线段 OC、线段 OD 分别表示数字“2”、“3”、“4”…此时我们将端点 O 记为数

字“0”，将 OA 的运动方向记为“正方向”，那么点 A 的位置表示数字“1”，点 B 的位置表示数字“2”
(如图 1)。因此可以通过线段 OA 从端点 O 开始沿着正方向运动，在线段 OA 的延长线上表示出整个自然

数集。线段 OA 以这样的方式可以一直运动下去，更加直观的体现出自然数集合是无限的。 
 

 
Figure 1. Generation of natural numbers 
图 1. 自然数的生成 

自然数单位的组合与拆分 
加法是一切运算的基础，皮亚诺公理中的后继原则是比加法更为基础的算理。3 + 5 = ？表示 3 之后

第五个后继数是几？在自然数单位“1”的视角下，加法运算为 3 个“1”加上 5 个“1”等于几个“1”？

在图 1 中，规定加法表示单位线段做正向运动。从起始点 O 开始，先运动 3 个单位长度，再运动 5 个单

位长度所到达的点表示的数字即为其结果。加法的本质是对自然数单位的个数进行累加。 
“1”是自然数的单位，也可以看作是自然数的基本单位。那么此时，就可以形成一个以“1”为基础

单位的“量纲”。任意组合的“1”都可以作为自然数的新单位。因此，新单位的加法运算就是对相同加

数和的简便运算。将新单位的加法运算称为乘法运算。从加法出发定义数的运算，如图所示。因此，只

要规定单位“1”、起始点 O、运动的正方向，任意自然数进行有限次加、乘、乘方运算，其结果都可以

用这种方式表示出来(如图 2)。 
 

 
Figure 2. The operation of numbers 
图 2. 数的运算 

 
(1) 自然数单位的组合——进位制的认识 
通过自然数单位组合形成的新单位，在本质上实现了对信息的压缩与抽象。这种“一组”就是进位。

例如，十进制中，将 10 个“1”组成一组“10”形成新的计数单位。在位值制下，满十进一。位值制中

的十进制如表 1 所示。以此类推，二进制，也就是 2 个“1”为一组，满二进一。在第一个数位上表示几

个“1”(1 = 20)，第二个数位上表示几个“21”，第三个数位表示几个“22”…例如 1011(2) = 1 × 20 + 1 
× 21 + 0 × 22 + 1 × 23 = 11。同理，任意 X 进制的位值制都可以表示出来(如表 2)。 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.154134


汪小双 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.154134 312 理论数学 
 

Table 1. Digital units 
表 1. 数位单位 

... 千万 百万 十万 万 千 百 十 个 

... 
10 个

“100000” 
10 个

“100000” 
10 个

“10000” 
10 个

“1000” 10 个“100” 10 个“10” 10 个“1” “1” 

... 107 106 105 104 103 102 101 1=100 

 
Table 2. Explore the relationship between various number systems and digits 
表 2. 各种进制与数位的关系 

 第 n 个数位 第(n − 1)个数位 ... 第三个数位 第二个数位 第一个数位 

十进制 10n − 1 10n − 2 ... 102 101 100 = 1 

二进制 2n − 1 2n − 2 ... 22 21 20 = 1 

八进制 8n − 1 8n − 2 ... 82 81 80 = 1 

十六进制 16n − 1 16n − 2 ... 162 161 160 = 1 

x 进制 Xn − 1 Xn − 2 ... X2 X1 X0 = 1 

 
(2) 自然数单位的拆分——分数单位的认识 
将自然数的基本单位“1”进行拆分，可以将其二等分、三等分、四等分…按照这种方式，我们可以

找到所有的分数单位，让它们按照图 1 的方式进行运动，则可以在 OA 的延长线上找到所有表示分数的

点(如图 3)。因此分数单位也是“1”(如图 4)。 
 

 
Figure 3. The decomposition of unit “1” 
图 3. 单位“1”的拆分 

 

 
Figure 4. The origin of scores 
图 4. 分数的产生 
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2.2. 认识有理数单位 

用 0 作为分界量，将大于 0 的数称为正数，在正数前加上符号“-”的数叫作负数。正数和负数是表

示一对相反意义的量。引入负数后，数的范围就变大了[4]。按照图 1 的方式，单位线段从点 O 开始作反

向运动到达的点表示负数。我们可以通过线段运动直观地感受到这种变化。将表示单位“1”的线段 OA，

从端点 O 开始进行反向运动，则可以依次找到表示−1，−2，−3，…的点(如图 5(左))；将表示每个分数单

位的线段也进行同样的运动，那可以得到所有表示负分数的点(如图 5(右))。将由单位“1”运动得到点表

示的数都称为整数，将由分数单位运动得到的点都称为分数。注意到：将单位“1”进行“一等分”时， 

可以将“1”写为“
1
1
”的形式。所有的整数 Z，都可以写成“

1
Z
”的形式。将可以写形式的数称为有理 

数。因此有理数的单位也是“1”(如图 6)。 
 

 
Figure 5. The Movement of Fractional Units 
图 5. 分数单位的运动 

 

 
Figure 6. The Origin of Rational Numbers 
图 6. 有理数的产生 

 
分数在数系扩张中是基于除法运算的自然性而产生的。分数中的分数线可以看作是除号分子是被除

数，分母是除数。将分数归入十进制中，那么就可以得到对应的数位。依次类推，可以得到 X 进制的小

数数位(如表 3)。 
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Table 3. The relationship between any base and digits 
表 3. X 进制与数位的关系 

 第 n 个 
数位 

第(n−1)个 
数位 ... 

第三个 
数位 

第二个 
数位 

第一个 
数位 

小

数

点 

第一个 
数位 

第二个 
数位 

第三个 
数位 ... 

第(n−1 个 
数位 

第 n
个 
数位 

十进制 10n−1 10n−2 ... 102 101 100=1 . 10−1 10−2 10−3 ... 10−(n−1) 10−n 

二进制 2n−1 2n−2 ... 22 21 20=1 . 2−1 2−2 2−3 ... 2−(n−1) 2−n 

八进制 8n−1 8n−2 ... 82 81 80=1 . 8−1 8−2 8−3 ... 8−(n−1) 8−n 

十六进制 16n−1 16n−2 ... 162 161 160=1 . 16−1 16−2 16−3 ... 16−(n−1) 16−n 

X 进制 Xn−1 Xn−2 ... X2 X1 X0=1 . X−1 X−2 X−3 ... X−(n−1) X−n 

 
将分数转化为整数的除法运算时，按照除法法则，当除以 q 时，可得到余数 p。余数只能取 1，2，

3，…，( 1p − )，因此，结果有两种情况：① 有一个余数 r 为 0，得到商是整数或有限小数；② 余数 r 均

不为 0，则相除 p 次后，必定会出现余数相同的情况，余数相同则接下来商的结果必相同，于是就得到了

无限循环小数。所以将分数转化为整数除法运算得到的结果——整数、有限小数和无限循环小数也称为

有理数。 

2.3. 认识无理数单位 

在认识到小数数位和无限循环小数之后，很容易构造出无限不循环小数。小数数位是将单位“1”进

行拆分得来的。在理想情况下，每一个无限不循环小数总能找到一条线段与之对应。 
数学中将无限不循环小数又叫做无理数。常见的无理数有非完全平方数的平方根、π 等[4]。怎样找

到一条长度为π 的线段？如图 7，直径为 1 个单位长度的圆从原点沿数轴向右滚动一周圆上的一点由原

点 O 到达 O’，则 OO’ = π ∙1 =。因此，可以理解为无理数π 的单位为“1”。 
 

 
Figure 7. The number π is represented on the number line 
图 7. π 在数轴上表示 

 

 
Figure 8. The arithmetic square root is represented on the number line 
图 8. 算术平方根在数轴上表示 

 
无理数在数系扩张中是基于开方运算的自然性而产生的。通过数形结合，运用勾股定理，在两条直 

角边都为 1 的直角三角形中，可以找到长度为
2 21 1 2+ = 的线段。同理可以找到 ( )223 1 2= + ，依

次类推可以找到 ( ) ( )221 1n n n N ∗= + − ∈  (如图 8)。因此，可以理解为无理数非完全平方数的平方根 
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的单位为“1”。 

3. 认识实数单位的意义 

3.1. 对数的概念理解的一致性 

构建和谐、统一、连续的实数系，是可微和可积的可实现性的理论基础，也是学科理论横向与纵深

发展的关键。《义务教育数学课程标准(2022 年版)》指出学生要理解数与数量的关系，经历数与数量关

系的探究过程，要从本质上感悟数概念的一致性，发展数感和符号意识[5]。以单位“1”为线索，将将数

的认识和数系扩张的知识串连在一起(如图 9)。通过数轴的动态生成过程，让学生更为直观的感受到数的

概念的一致性。 
 

 
Figure 9. The emergence of real numbers 
图 9. 实数的产生 

 
在数学的教与学中，如果我们从实数单位“1”的视角切入中小学数学的学习，很多困难的问题都可

以迎刃而解。在小学初学数的概念时，将自然数中的后继原则渗透在教学中，可以让学生更好地理解自

然数的加法。对于分数问题中单位“1”的理解，一直是小学分数教学的难点。将单位“1”与一段线段的

整体相对应，在数轴上感受分数的形成，有助于学生理解整体与部分之间的关系。 
数轴是学生将“数”与“形”进行转换的重要工具，通过数轴可以借助“形”来直观理解和解决问

题。在初中学习数轴的相关知识时，学生需要学会数轴的三要素。但是直接给学生给出数轴的概念，其

教学效果收效甚微。很多同学对于理解单位长度这一概念比较困难，更容易混淆相反数、绝对值等概念

[6]。从单位“1”入手，带领学生共同感受有理数的生成，不仅可以让学生直观感受到“引入负数使数进

行第一次扩张”，还可以通过线段的运动让学生更加深刻地理解单位长度、绝对值、相反数等概念。 

3.2. 对数与式运算理解的一致性 

自然数的加减运算是在自然数单位“1”的基础上进行的。分数的加减运算，是对分数单位进行运算。
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异分母分数的加减首先要换为同分母(同单位)，才能进一步进行计算。在有理数的加减运算中，可以先进

行同类型的数的运算，之后再将不同类型的数转为同类型，进行计算。关于无理数的运算，对于π 和 2
来说，它们都是无理数中的单位。但是作为无限不循环小数来说，它们不能进一步的合并。无理数运算

的结果最终都只能写成 ( )1 1 2 2 3 3a A a A a A a Q+ + + ∈ ，其中 A 是无理数单位。 
运算单位是代数中建立各种运算法则的基础[7]。数量到数字是第一层次的抽象，用字母符号表示数

实现了第二层次的抽象[5]。因为，不同的字母表示不同的数。所以，不同字母都是由实数单位“1”生成

的新单位。 
数式的概念是从诸多例证中抽象出本质属性而获得的，是一个抽象与归纳的过程。用字母表示数使

得代数式的运算与数的运算具有一致性[7]。在进行代数式的运算时，同样需要找到代数式运算的单位。

只有相同的单位才可以进行加减，所以在进行代数运算时，定义了新概念“同类项”——所含字母相同，

并且相同字母的指数也相同的项。 
故代数式的运算建立在数的运算的基础之上，数的运算是代数式运算的特殊情况，而代数式的运算

更加具有一般性。 

4. 小结 

本文从“实数单位”是什么的问题出发，通过数的概念的历史发展分析得到，应该先研究“自然数

的单位是什么”。之后通过单位线段 OA 在 OA 延长线上的运动，一步一步得到表示自然数集合的点。

“1”是自然数的单位，也是自然数的基础单位，则可以产生一个以“1”为基本单位的“量纲”。在对自

然数单位“1”的组合与拆分的过程中，进一步加深了对进位制的理解，并且通过对“1”的等分得到了分

数单位。通过对整数和分数的形式统一，得到了有理数的概念。以 0 为分界点，正数与负数是一对具有

相反意义的量。因此，可以在 OA 线段的反向延长线上，使单位线段做反向运动可以得到表示负有理数

的点。之后，通过小数数位的分析，得到在 OA 线段所在的直线上，每一个无限不循环小数总能找到一

条线段与之对应。因此得到，无理数的单位也是“1”。最终，得到实数的单位为“1”。以实数单位“1”
这样一个新的视角来串连数的认识与数系扩张，可以加深对数与式运算一致性的理解。 
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