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摘 要

本文考虑一类具时变记忆核及线性阻尼的黏弹性波动方程的初边值问题。首先，通过引入记忆函

数将问题进行转化，建立适当的时变记忆空间，并证明了记忆函数所满足的积分不等式。进一步，

利用 Feado-Galerkin 方法证明了弱解的存在性，并得到了解的一致有界性。其次，我们证明了
解对初值的连续依赖性，从而得到解的唯一性。最后，在外源项为 0 的条件下，通过构造辅助泛
函，利用积分不等式，证明了系统能量的指数衰减。相关方法在一般非时变黏弹性波动方程解的

长时间行为研究中仍然适用。
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Abstract

This paper is concerned with the initial boundary value problem of a viscoelastic
wave equations with time dependent memory kernel and linear damping. Firstly, we
introduce a memory function and rewrite the problem to a equivalent system. By
constructing an appropriate time dependent memory space, we control the memory
function by some integral inequalities. Furthermore, the existence of weak solutions is
proved by the Feado-Galerkin method, and the uniform boundedness of the solutions
is also obtained. Secondly, we prove the continuous dependence of the solutions on the
initial values and obtain the uniqueness of the solution. Finally, by constructing an
auxiliary functional and using the integral inequality, we prove the exponential decay
of the energy under the condition that the external source term is 0. The related
methods are also applicable in the study of the long time behavior of solutions of
classical viscoelastic wave equations.
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1. 引言

在本文中我们考虑如下时变黏弹性波动方程

∂ttu− ht(0)∆u−
∫ ∞

0

h′
t(s)∆u(t− s)ds+ ut + f(u) = g, (1.1)

方程满足齐次 Dirichlet 边界条件
u(t)|∂Ω = 0 , (1.2)
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及初值条件 
u (τ) = uτ ,

∂tu (τ) = vτ ,

u (τ − s) = ϕτ (s) , s > 0,

(1.3)

其中 τ > 0，Ω ⊂ R3 是有光滑边界的有界区域。ϕτ 为给定函数，描述初始时刻 τ 前黏弹性物体的

状态，不需要满足方程(1.1)。ht (s) = kt (s) + k∞ 为时变记忆核，其中 k∞ > 0 为常数，表示材料

的松弛模量，kt(s) 为与时间 t 相关且关于 s 可积的函数，表示随时间变化的瞬时弹性模量。

当 ht(s) = h(s)，即记忆核与时间 t 无关时，大量文献研究了此类黏弹性波动方程解的长时间

行为，其中具有开创性的是 C.M.Dafermos 等人的一系列工作，1968 年，C.M.Dafermos 在 [1] 中
研究了一类一维非线性黏弹性方程的混合初边值问题，证明了在适当条件下解的存在唯一性及解

的适定性；之后，他在 [2] 中考虑了 n 维情形下线性黏弹性方程的初边值问题，并利用 HALE 动

力系统理论框架，在记忆核不满足凸性条件的情况下，证明了系统解的渐近稳定性，得到了更好

的结论。1991 年，M.Fabrizio 和 B.Lazzari 在 [3] 中研究了线性黏弹性波动方程，他们提出了关
于记忆核的一系列假设，并运用拉普拉斯变换转化方程后证明了方程解存在唯一性，在此基础上，

他们进一步讨论了系统能量指数衰减的条件；1996 年，Munoz Rivera.J.E. 和 Barreto.R.K 在 [4]
中考虑了非线性黏弹性方程，将记忆核的指数衰减假设改为多项式衰减假设，证明了解的一阶和

二阶能量衰减速率与记忆核衰减速率相同，即记忆核决定了解的衰减行为。21 世纪初，V.Pata 等
人进一步考虑了具有阻尼项的黏弹性线性双曲方程 [5]、具有非线性源项的黏弹性半线性双曲方
程 [6] 以及源于等温黏弹性理论的半线性双曲方程 [7] 解的存在性与长时间行为，并证明了相应系
统的吸收集与全局吸引子的存在性。相关研究还可参见文献 [8, 9]。

如果黏弹性材料的弹性随时间变化 ( 如材料老化、硬化等 )，则黏弹性核 h 与时间 t 相关，方

程变为(1.1)中的形式。此时，方程的非自制性是结构性的。这种非自制性导致方程的解空间与时
间相关，使得经典的研究方法不再适用。关于这类方面的研究目前还比较少，比较有代表性的工

作是 V.Pata 等人在文献 [10, 11] 中的系列工作，在文献 [10] 中，他们主要研究了具时变记忆核的
黏弹性波动方程

∂ttu− ht(0)∆u−
∫ ∞

0

h′
t(s)∆u(t− s)ds+ f(u) = g,

在给出一系列的假设条件下，证明了解的存在性、连续依赖性和唯一性。之后在文献 [11] 中，他
们弱化了上篇文章给出的假设条件，并给出新的相关条件，证明了吸收集和吸引子的存在性。受

此启发本文改用积分计算进行证明含有时变的黏弹性记忆核性质。

上述文章主要考虑了时变黏弹性项对系统带来的耗散，一个很自然的问题是，当时变黏弹性

系统中同时出现阻尼带来的能量耗散时，系统的衰减性会发生怎样的变化，典型例子是线性弹簧

和黏性阻尼器组合的弹性模型。时变记忆核通过历史应力应变关系提供长期耗散，而线性阻尼项

通过速度相关的即时耗散加速能量衰减。这种阻尼与记忆项组成的双渠道耗散结构不仅加快了能

量衰减速率，还降低了系统对记忆核衰减特性的依赖，使得在较弱的记忆核条件下仍能保证能量

的指数衰减。本文主要考虑此类具线性阻尼的时变黏弹性波动方程系统稳定性问题。具体地，我

们考虑初边值问题(1.1)-(1.3)，利用 Feado-Galerkin 方法证明问题弱解的存在唯一性，并在假设外
源项 g = 0 的条件下，证明了方程能量的指数衰减。
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本文所采用的处理时变黏弹性波动方程的方法对非时变情形仍然适用。具体地，我们构造了

记忆函数所满足一个代数方程来代替经典研究方法中的微分方程，并利用代数方程对记忆函数进

行估计，可以证明，在非时变情形下该代数方程与经典理论中的微分方程是等价的。

本文的具体结构如下：在第 2 节中，我们介绍一些符号、假设条件及预备知识；在第 3 节中，
我们给出弱解的定义并证明解的存在性和唯一性；最后，我们在第 4 节中证明系统能量的指数衰
减性。

2. 预备知识与假设

设 A = −∆ 为满足 Dirichlet 边界条件的拉普拉斯算子，则 A 是 L2(Ω) 上的正线性算子，其

定义域为 D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)。对任意 σ ∈ R，定义 Hilbert 空间 Hσ = D(A

σ
2 )，其上内积与

范数分别定义为

⟨u, v⟩σ = ⟨Aσ
2 u,A

σ
2 u⟩, ∥u∥σ =

∥∥Aσ
2 u

∥∥ . (2.1)

其中 ⟨·, ·⟩ 与 ∥ · ∥ 分别表示 L2(Ω) 上的内积与范数。当 σ = 0 时，H0 = L2(Ω)，此时我们将 H0

简记为 H。当 σ = 1 时，H1 = H1
0 (Ω)，根据嵌入定理知 H1 ↩→ L6，且由(2.1)有

⟨u, v⟩1 = ⟨A1/2u,A1/2v⟩ = ⟨∇u,∇v⟩, ∀u, v ∈ H1
0 .

当 σ = −1 时，H−1 = H−1(Ω) 为 H1 的对偶空间。当 σ = 2 时，H2 = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)。

为求解问题(1.1)，利用 Dafermos 在文献 [2] 中的思想，引入新变量

ηt (s) = u (t)− u (t− s) , s > 0 .

令 µt (s) = −k′
t (s) = −h′

t (s)，为简单起见记 k∞ = 1，则方程(1.1)可变换为如下形式：

∂ttu−∆u−
∫ ∞

0

µt(s)∆ηt(s)ds+ ∂tu+ f(u) = g, (2.2)

且当 t ≥ τ 时，有

ηt (s) =

{
u (t)− u (t− s) , s ≤ t− τ ,

ητ (s− t+ τ) + u (t)− uτ , s > t− τ ,
(2.3)

其中

ητ (s) = u (τ)− u (τ − s) = uτ − ϕτ (s),

进而原方程初值条件可化为： 
u (τ) = uτ ,

∂tu (τ) = vτ ,

ητ = ητ .

(2.4)

可以验证，问题(1.1)-(1.3)与问题(2.2)-(2.4)等价，于是我们可以将求解(1.1)-(1.3)的问题转化为求
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解(2.2)-(2.4)。值得一提的是，在经典的非时变问题研究 ( 如 Dafermos [1, 2]、V.Pata [5–7] ) 中，
ηt(s) 由微分方程

∂tη
t = −∂sη

t + ∂tu (2.5)

控制，但该方程在时变情形下不再成立，其原因在于 ηt(s) 所在记忆空间是随时间变化的，因此

无法在严格意义下对 ηt(s) 进行微分运算。于是，我们用代数方程(2.3) 替代常用的微分方程(2.5)，
可以验证，(2.3)与(2.5)等价且对于经典非时变情形也是适用的。

接下来，对固定的 σ, τ ∈ R 及 t ≥ τ，我们介绍文献 [12] 中给出的时变记忆空间的定义，记

Mσ
t = L2

µt
(R+;Hσ+1) =

{
ηt : R+ → Hσ+1

∣∣ ∫ ∞

0

µt(s)∥ηt∥2σ+1ds < +∞
}
,

定义其上内积与范数分别为

⟨ηt, ξ⟩Mσ
t
=

∫ ∞

0

µt(s)⟨ηt(s), ξ(s)⟩σ+1ds,

∥ηt∥2Mσ
t
= ⟨ηt, ηt⟩Mσ

t
,

则Mσ
t 为一加权的时变 Hilbert 空间。在此基础上，定义 Hilbert 空间 Hσ

t 如下

Hσ
t = Hσ+1 ×Hσ ×Mσ

t ,

该空间范数满足

∥(u, v, ηt)∥2Hσ
t
= ∥u∥2σ+1 + ∥v∥2σ + ∥ηt∥2Mσ

t
.

我们将问题(2.2)-(2.4)放在 Hσ
t 中进行讨论。

下面我们给出时变记忆核 µt(s) : R×R+ → R+ 满足的条件 [10]
(h1) 对每个固定的 t ∈ R，函数 µt(s) 是非增、绝对连续、可积的；

(h2) 对任意 τ ∈ R，存在可积函数 Kτ : [τ,∞) → R+，使得对每个 t ≥ τ 及 s > 0 有

µt(s) ≤ Kτ (s)µτ (s).

(h3) 对几乎每个 s > 0，函数 µt(s) 关于 t ∈ R 都是可微的。此外，对 R×R+ 中的紧集 K，映射
Υ1 : (t, s) → µt(s) 和 Υ2 : (t, s) → µ̇t(s) 满足

Υ1 ∈ L∞(K),Υ2 ∈ L∞(K).

(h4) 存在局部有界函数 M : R → R+ 及常数 δ > 0，使得对所有 t ∈ R 和几乎每个 s > 0 都有

µ̇t(s) + µ′
t(s) ≤ M(t)µt(s),

其中

µ̇t(s) = ∂tµt(s), µ′
t(s) = ∂sµt(s).
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由 (h1)可知，函数 s → µt(s) 是几乎处处可微的且对每个 t ∈ R，有

µ′
t(s) ≤ 0, a.e. s > 0.

令

κ(t) =

∫ ∞

0

µt(s)ds, (2.6)

则由 (h2)可得
κ(t) ≤ Kτ (t)κ(τ), ∀t ≥ τ.

此外，(h2)还保证了时变空间具有如下的嵌入关系。
引理 2.1. 䇴ٽ µt(s) ┗䏩 (h2)，ࡏMσ

τ ⊂ Mσ
t，∀t ≥ τ，঩ሯ∅Ѡ ηt ∈ Mσ

τ，ᴿ

∥ηt∥2Mσ
t
≤ Kτ (t)∥ηt∥2Mσ

τ
, ∀t ≥ τ, (2.7)

定义时变空间Mσ
t 上的线性算子 Tt，满足

Tt : D(Tt) ⊂ Mσ
t → Mσ

t ,

Ttη
t = −η′,

其定义域为

D(Tt) =
{
ηt ∈ Mσ

t : η′ ∈ Mσ
t , lim

s→0
ηt(s) = 0 在Hσ+1 中

}
.

利用分部积分可得

⟨Ttη
t, ηt⟩Mσ

t
=

1

2

∫ ∞

0

µ′
t(s)∥ηt(s)∥2σ+1ds, ∀ηt ∈ D(Tt),

根据文献 [12] 可知 Tt 是一极小生成子。由 (h1)中 µt(s) 是非增性质可得 Tt 是一个非增算子, 即

⟨Ttη
t, ηt⟩Mσ

t
≤ 0,∀ηt ∈ D(Tt).

由引理2.1可知，对于任意的 t ≥ τ，Tt 是 Tτ 的延拓。

在 (h1)-(h4)的条件下，我们可以进一步得到关于记忆空间Mσ
t 的一些性质。

引理 2.2. [10] 䇴ٽ µt(s) ┗䏩 (h2) ъ ητ ∈ Mσ
τ，Ԛ Φ(u, ητ ) = 6κ(τ)∥u∥2L∞(τ,T ;Hσ+1)+3∥ητ∥2Mσ

τ
，

ࡏ ηt ∈ Mσ
τ ⊂ Mσ

t，ъᴿ

∥ηt∥2Mσ
τ
≤ Φ(u, ητ ), ∀t ∈ [τ, T ],

∥ηt∥2Mσ
t
≤ Φ(u, ητ )Kτ (t) ∈ L1(τ, T ).

引理2.2说明当 ηt 的初值 ητ 在Mσ
τ 空间中时，ηt 也在Mσ

τ 空间中，这解决了 ηt 所在空间的

一致性问题。
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引理 2.3. [10] 䇴ητٽ ∈ D(Tτ )，䛙Ѿሯӄ∅жѠt ∈ [τ, T ]，ᴿηt ∈ D(Tτ )，ηt ∈ W 1,∞(τ, T ;Mσ
τ )，

ᒬъᯯぁ

∂tη
t = Tτη

t + ∂tu(t), (2.8)

൞Mσ
τ ѣᡆ㄁Ⱦ

引理2.3说明如果 ηt 的初值 ητ 属于 Tτ 的定义域，则 ηt 也属于 Tτ 的定义域，于是求导运算

可以定义。同时可以看到，方程(2.8)与经典问题中的微分方程本质上是一致的。

在非时变问题的研究中，ηt(s) 可由微分方程(2.5)所导出的微分不等式控制，但由于在本问题
中微分方程(2.5) 被替换成了代数方程(2.3)，我们需要下述积分形式的不等式来对 ηt(s) 的范数进

行控制，它们这在之后的证明中是十分重要的。

引理 2.4. 䇴uٽ[10] ∈ C1([τ, T ],Hσ+1) ъητ ∈ C1(R+,Hσ+1) ∩ D(Tτ ሯࡏ，( a, b ∈ [τ, T ]，ᴿу

ㅿᕅ

∥ηb∥2Mσ
b
≤ ∥ηa∥2Mσ

a
+

∫ b

a

∫ ∞

0

[µ̇t(s) + µ′
t(s)]∥ηt(s)∥2σ+1dsdt+ 2

∫ b

a

⟨∂tu(t), ηt⟩Mσ
t
dt.

引理 2.5. 䇴ٽ[10] u ∈ W 1,∞(τ, T ;Hσ+1) ъητ ∈ Mσ
τ Ⱦࡏሯ a, b ∈ [τ, T ]，ᴿуㅿᕅ

∥ηb∥2Mσ
b
≤ ∥ηa∥2Mσ

a
+M

∫ b

a

∥ηt∥2Mσ
t
dt+ 2

∫ b

a

⟨∂tu(t), ηt⟩Mσ
t
dt,

ެѣ䇴

M = sup
t∈[τ,T ]

M(t).

下面我们给出外源项 g 和内源项 f 的假设：

设 g ∈ H，f ∈ C1(R)，f(0) = 0 且存在常数 C ≥ 0，使得

|f ′(u)| ≤ C(1 + |u|2), (2.9)

lim inf
|u|→∞

f(u)

u
> −λ1, (2.10)

其中 λ1 是 A 的第一个特征值。上述关于 f, g 的假设是比较经典的。

3. 存在性和唯一性

3.1. 解的存在性

在本小节中，我们将用 Feado-Galerkin 方法证明问题(2.2)-(2.4)弱解的存在性。首先给出问题
弱解的定义。

定义 3.1. 䇴T > τ，zτ = (uτ , vτ , ητ ) ∈ Hτ ѰжѠരᇐੇ䠅Ⱦሯӄࠖ҄∅жѠt ∈ [τ, T ] ，〦࠳ᮦ

z(t) = (u(t), ∂tu(t), η
t) ∈ Ht,
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ᱥ॰䰪[τ, T ] рԛzτ ѰٲࡓⲺ䰤从(2.2)-(2.4)Ⲻᕧ䀙，ྸ᷒ z(t) ┗䏩ԛсᶗԬφ

(i) u ∈ L∞(τ, T ;H1)，∂tu ∈ L∞(τ, T ;H)，∂ttu ∈ L1(τ, T ;H−1) ;
(ii) u(τ) = uτ，∂tu(τ) = vτ ;
(iii) ᮦ࠳ ηt ┗䏩㺞⽰ޢᕅ(2.3);
(iv) ሯӄ∅Ѡφ ∈ H1 ԛ਀ࠖ҄ᡶᴿt ∈ [τ, T ]，ᴿ

⟨∂ttu(t), φ⟩+ ⟨u(t), φ⟩1 +
∫ ∞

0

µt(s)⟨ηt(s), φ⟩1ds+ ⟨∂tu(t), φ⟩+ ⟨f(u(t)), φ⟩ = ⟨g, φ⟩. (3.1)

下面我们给出弱解存在性定理。

定理 3.1. 䇴ٽ µt ┗䏩 (h1) - (h4)，ٲࡓ zτ = (uτ , vτ , η
t
τ ) ∈ Hτ，ࡏሯ∅Ѡ T > τ ∈ R，䰤

从(2.2)-(2.4)൞ [τ, T ] р㠩ቇᴿжѠ䀙 z(t) ∈ Ht ┗䏩

sup
t∈[τ,T ]

∥z(t)∥Ht
≤ C,

ެѣ C > 0 Ѱӻד䎌ӄ TȽτ ⲺᑮᮦȾٲࡓૂ

上述定理可由经典的 Feado-Galerkin 方法证明。对任意的 n ∈ N，设 {wn} 是 H 的一组标准

正交基，并在 H1 中也是正交的，定义函数

un(t) =

n∑
j=1

anj (t)wj ,

由(2.3)知

ηtn (s) =

{
un (t)− un (t− s) , s ≤ t− τ ,

ητn (s− t+ τ) + un (t)− uτn , s > t− τ ,

且

ητn (s) = un (τ)− un (τ − s) ,

设 zn(t) = (un(t), ∂tun(t), η
t
n)，zτn(t) = (un(τ), ∂tun(τ), η

t
n(τ)) = (uτn, ∂tuτn, η

t
τn)，其中 uτn 在

H1 中收敛到 uτ，∂tuτn 在 H 中收敛到 ∂tuτ，ηtτn 在Mt 中收敛到 ηtτ，根据微分方程的标准存在

性理论，在区间 [τ, Tn] 上存在问题(2.2)-(2.4) 的局部解 zn。

接下来需要通过对 zn 进行先验估计，将解的存在时间从 Tn 延拓到任意 T > 0。这里，我们

主要给出先验估计的证明。

引理 3.1. 䇴 ∥zτ∥Hτ
≤ R，R ≥ 0Ⱦࡏ zn(t) ∈ Ht，t ≥ τ，ъᆎ൞жѠ䶔ࠅⲺ↙࠳ᮦ Q : R+ → R+，

ֵᗍ

sup
t∈[τ,T ]

∥zn(t)∥Ht
≤ Q(R).

Proof. 根据 zτn 及初值的定义，有

∥zτn∥Hτ
≤ ∥zτ∥Hτ

≤ R.
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对 t ∈ [τ, Tn]，定义能量泛函

En(t) = ∥un(t)∥21 + ∥∂tun(t)∥2 + 2⟨F (un(t)), 1⟩,

其中

F (u) =

∫ u

0

f(s)ds.

根据(2.9)得

|f(u)| =
∣∣∣∣∫ u

0

f ′(s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ |u|

0

|f ′(s)|ds ≤
∫ |u|

0

C(1 + s2)ds ≤ C(1 + |u|3),

F (u) ≤ C

∫ u

0

(1 + |s|3)ds = C

(
|u|+ 1

4
|u|4

)
≤ C(1 + |u|4).

由 Hölder 不等式和嵌入定理，有∫
Ω

|un(x)|4dx ≤
(∫

Ω

|un(x)|6dx
) 2

3
(∫

Ω

1dx

) 1
3

= ∥un(x)∥4L6 ≤ C∥un(x)∥41.

于是由(2.9)，可得

2⟨F (un(t)), 1⟩ ≤ C

∫
Ω

1 + |un(x)|4dx ≤ C(1 + ∥un(x)∥41), (3.2)

再根据(2.10)，可得
2⟨F (un(t)), 1⟩ ≥ −(1− θ)∥un∥21 − C, (3.3)

结合(3.2)和(3.3)及能量泛函 En(t) 的定义，当 0 < θ < 1，我们有

θ
[
∥un(t)∥21 + ∥∂tun(t)∥2

]
− C ≤ En(t) ≤ Q (∥un(x)∥1 + ∥∂tun(x)∥) . (3.4)

另一方面，在(3.1)中取 φ = ∂tun，可得

d

dt
En + 2⟨ηtn, ∂tun⟩Mt

+ 2⟨∂tun, ∂tun⟩ = 2⟨g, ∂tun⟩, (3.5)

由(3.4)得

2⟨g, ∂tun⟩ ≤ 2∥g∥∥∂tun∥ ≤ 2∥g∥
√

1

θ
(En + C) ≤ C + CEn, (3.6)

将(3.6)代入到(3.5)中，并且注意到 2⟨∂tun, ∂tun⟩ = 2∥∂tun∥2 ≥ 0，则有

d

dt
En + 2⟨ηtn, ∂tun⟩Mt

≤ C + CEn,

对其在 [τ, t] 上积分得
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En(t) + 2

∫ t

τ

⟨ηyn, ∂tun(y)⟩My
dy ≤ En(τ) + C + C

∫ t

τ

En(y)dy. (3.7)

注意到，当引理2.5中 a = τ，b = t，σ = 0 时，有

∥ηtn∥2Mt
≤ ∥ητn∥2Mτ

+M

∫ t

τ

∥ηyn∥2My
dy + 2

∫ t

τ

⟨ηyn, ∂tu(y)⟩My
dy. (3.8)

记

εn(t) = En(t) + ∥ηtn∥2Mt
,

将(3.7)和(3.8)相加可得

εn(t) ≤ εn(τ) + C + C

∫ t

τ

εn(y)dy,

由 Gronwall 引理知 εn(t) 有界，再根据(3.4)和 εn(t) 的定义，可知 ∥un(t)∥、∥∂tun(t)∥、∥ηtn∥ 均
有界，且其估计值与 n 无关，于是我们可以将 zn(t) 的存在时间延拓到任意的 T > 0。

由于先验估计成立，我们可以对 un(t)、∂tun(t)、ηtn 在相应空间中抽取收敛子列得到 z(x, t) =

(u, ∂tu, η
t) 是问题(2.2)-(2.4)在 [τ, T ]× Ω 上的弱解，具体过程可参见文献 [10]。

接下来为了进一步完成定理3.1的证明，我们还需要对 z(x, t) 在 Ht 中进行范数的一致性估计，

由 u(t) 和 ∂tu(t) 的连续性和弱收敛性得到，对每个 t ∈ [τ, T ]，下式成立

sup
t∈[τ,T ]

[∥un(t)∥1 + ∥∂tun(t)∥] ≤ Q(R).

对固定的 t ∈ [τ, T ]，在Mt 中存在子序列 ηtn(x) 弱收敛于 qt，且

∥qt∥Mt
≤ lim inf

n→∞
∥ηtn∥Mt

≤ Q(R),

设 η̃n = ηtn − ηt，ũn = un − u，η̃τn = ητn − ητ，则

∥η̃∥2Mt
≤ Φ(ũn, η̃τn)Kτ (t) → 0

因为 ũn 在 C([τ, T ];H(Ω)) 中趋于 0，η̃τn 在Mt 中趋于 0，所以 qt = ηt，得 ∥ηt∥Mt
≤ Q(R)。得

到

sup
t∈[τ,T ]

[∥un(t)∥1 + ∥∂tun(t)∥+ ∥ηt∥Mt
] ≤ Q(R)�

即得

sup
t∈[τ,T ]

∥z(t)∥Ht
≤ Q(R).

3.2. 解的唯一性

本节中我们证明解的唯一性。
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定理 3.2. 㤛 z1(t) = (u1(t), ∂tu1(t), η
t
1)，z2(t) = (u2(t), ∂tu2(t), η

t
2) ᱥ䰤从(2.2)-(2.4)൞ [τ, T ] рⲺ

њѠ䀙，ъ z1(τ), z2(τ) ∈ Hτ，ᆎ൞жѠᑮᮦ C > 0(ӻד䎌ӄ τȽTȽHτ рⲺٲࡓ)，ֵᗍሯ∅Ѡ

t ∈ [τ, T ] ᴿ

∥z1(t)− z2(t)∥H−1
t

≤ C∥z1(τ)− z2(τ)∥Hτ
.

Proof. 由定理3.1知
sup

t∈[τ,T ]

[∥u1(t)∥1 + ∥u2(t)∥1] ≤ C, (3.9)

定义 z̃(t) = z1(t)− z2(t) = (ũ(t), ∂tũ(t), η̃
t)，并设

Γ(t) = ∥ũ(t)∥2 + ∥∂tũ(t)∥2−1.

则由弱解定义可知

⟨∂ttũ(t), φ⟩+ ⟨ũ(t), φ⟩1 +
∫ ∞

0

µt(s)⟨η̃t(s), φ⟩1ds+ ⟨∂tũ(t), φ⟩+ ⟨f(u1(t)− u2(t)), φ⟩ = 0, (3.10)

且

η̃t(s) =

ũ(t)− ũ(t− s), s ≤ t− τ,

η̃τ (s− t+ τ) + ũ(t)− ũτ , s > t− τ.

在(3.10)中取 φ = A−1∂tũ(t)

⟨∂ttũ(t), A−1∂tũ(t)⟩+ ⟨ũ(t), A−1∂tũ(t)⟩1 +
∫ ∞

0

µt(s)⟨η̃t(s), A−1∂tũ(t)⟩1ds

+ ⟨∂tũ(t), A−1∂tũ(t)⟩+ ⟨f(u1(t)− u2(t)), A
−1∂tũ(t)⟩

=
1

2

d

dt
∥∂tũ(t)∥2−1 +

1

2

d

dt
∥ũ(t)∥2 + ⟨η̃t, ∂tũ(t)⟩M−1

t
+ ∥∂tũ(t)∥2−1+

⟨f(u1(t)− u2(t)), ∂tũ(t)⟩−1

=0.

整理得
d

dt
Γ(t) + 2⟨η̃t, ∂tũ(t)⟩M−1

t
+ 2∥∂tũ(t)∥2−1 = 2⟨f(u2(t)− u1(t)), ∂tũ(t)⟩−1, (3.11)

由(2.9)、中值定理 ( 取 ξ = u1 − u2 ) 和 Sobolev 嵌入定理，有

∥f(u2(t)− u1(t))∥−1 ≤ ∥ C
(
1 + |ξ|2

)
|ũ|∥−1 ≤ C

∥∥C (
1 + |u1|2 + |u2|2

)
|ũ|

∥∥
L

6
5 (Ω)

,

再根据(3.9)和 Hölder 不等式，得

∥f(u2(t)− u1(t))∥−1 ≤ C
∥∥1 + |u1|2 + |u2|2

∥∥
L3(Ω)

∥ũ∥L2(Ω) ≤ C
(
1 + ∥u1∥21 + ∥u2∥21

)
∥ũ∥ ≤ C∥ũ∥.

(3.12)
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将(3.12)代入(3.11)中，∥∂tũ(t)∥2−1 ≥ 0，得到

d

dt
Γ(t) + 2⟨η̃t, ∂tũ(t)⟩M−1

t
≤ 2 ∥f(u2(t)− u1(t))∥−1 ∥∂tũ(t)∥−1 ≤ C∥ũ∥ ∥∂tũ(t)∥−1

≤ C
(
∥ũ∥2 + ∥∂tũ(t)∥2−1

)
≤ CΓ(t).

对 ∀τ ≤ t ≤ T，将上述不等式在 [τ, t] 上积分，可得

Γ(t) + 2

∫ t

τ

⟨η̃y, ∂tũ(y)⟩M−1
y
dy ≤ Γ(τ) + C

∫ t

τ

Γ(y)dy. (3.13)

利用引理2.5并取 a = τ，b = t，σ = −1，可得

∥∥η̃t∥∥2

M−1
t

≤ ∥η̃τ∥2M−1
τ

+M

∫ t

τ

∥η̃y∥2M−1
y

dy + 2

∫ t

τ

⟨η̃y, ∂tũ(y)⟩M−1
y
dy. (3.14)

将(3.13)和(3.14)相加, 可得

∥z̃(t)∥2H−1
t

≤ ∥z̃(τ)∥2H−1
τ

+ C

∫ t

τ

∥z̃(y)∥2H−1
y

dy.

最后由 Gronwall 引理和嵌入 Hτ ↩→ H−1
τ 可得定理3.2成立。

定理 3.3. 㤛 z1(t) = (u1(t), ∂tu1(t), η
t
1)，z2(t) = (u2(t), ∂tu2(t), η

t
2) ᱥ䰤从(2.2)-(2.4)൞ [τ, T ] рⲺ

њѠ䀙，ъ z1(τ), z2(τ) ∈ H1
τ，ᆎ൞жѠᑮᮦ C > 0 δӻד䎌ӄ τȽTȽHτ рⲺٲࡓε，ֵᗍሯ∅

Ѡ t ∈ [τ, T ] ᴿ

∥z1(t)− z2(t)∥Ht
≤ C∥z1(τ)− z2(τ)∥Hτ

.

Proof. 该定理证明思路与定理3.2类似。主要区别在于，在(3.10)中取 φ = ∂tũ(t)，∥∂tũ(t)∥2 ≥ 0，

得

d

dt

(
∥ũ∥21 + ∥∂tũ∥2

)
+ 2

∫ ∞

0

µt(s)⟨η̃t(s), ∂tũ(t)⟩1ds = −∥∂tũ(t)∥2 + ⟨f(u2(t)− u1(t)), ∂tũ(t)⟩

≤ C
(
∥ũ∥21 + ∥∂tũ∥2

)
.

对 ∀τ ≤ t ≤ T，将上述不等式在 [τ, t] 上积分，有

[
∥ũ(t)∥21 + ∥∂tũ(t)∥2

]
+ 2

∫ t

τ

⟨η̃y, ∂tũ(y)⟩My
dy ≤

[
∥ũ(τ)∥21 +

∥∂tũ(τ)∥2 + C

∫ t

τ

(
∥ũ(y)∥21 + ∥∂tũ(y)∥2

)
dy.

用上述不等式与引理2.5 ( 当 a = τ，b = t，σ = 0 ) 相加，得

[
∥ũ(t)∥21 + ∥∂tũ(t)∥2 + ∥η̃t∥2Mt

]
≤

[
∥ũ(τ)∥21 + ∥∂tũ(τ)∥2
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+∥η̃τ∥2Mτ
+ C

∫ t

τ

(
∥ũ(y)∥21 + ∥∂tũ(y)∥2 + ∥η̃y∥2My

)
dy,

整理得

∥z̃(t)∥2Ht
≤ ∥z̃(τ)∥2Hτ

+ C

∫ t

τ

∥z̃(y)∥2Hy
dy.

再由 Gronwall 引理可得定理3.3成立。

定理3.2和定理3.3表示了问题(2.2)-(2.4)解对初值的连续依赖性，进而可知当初值不变时，解
是唯一的。

4. 衰减性

在本节中，我们在外源项 g = 0 的条件下证明系统(2.2)-(2.4)能量的指数衰减。首先我们将 µt

所满足的条件 (h4)替换为 (h4’)，并在此基础上给出 µt 的额外三个假设 [11]。
(h4’) 存在局部有界函数 M : R → R+ 及常数 δ > 0，使得对每个 t ∈ R 和几乎所有 s > 0 都有

µ̇t(s) + µ′
t(s) + δκ(t)µt(s) ≤ 0.

(h5) κ(t) 为形如(2.6)中的函数，并满足

inf
t∈R

κ(t) > 0.

(h6) 函数 µ̇t(s) 满足一致积分估计

sup
t∈R

1

[κ(t)]2

∫ ∞

0

|µ̇t(s)|ds < ∞.

(h7) 对每个 t ∈ R，函数 µt(s) 在零附近是有界的，且满足

sup
t∈R

µt(0)

[κ(t)]2
< ∞.

如果黏弹性核 µt(s) 与时间 t 无关，则条件 (h4′) 即为经典的指数衰减条件

µ′(s) + δµ(s) ≤ 0.

条件 (h7) 对记忆核在 s = 0 处的取值进行了限制，避免其在 s = 0 处出现奇异性。

首先，我们给出系统能量泛函的定义

E(t, τ) = 1

2
∥z(t)∥2Ht

,
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并要求初始时刻满足

E(τ, τ) ≤ R.

再定义如下辅助泛函

L(t) = L(t) + ∥ηt∥2Mt
,

其中

L(t) = ∥u(t)∥21 + ∥∂tu(t)∥2 + 2⟨F (u(t)), 1⟩.

可以证明，上述定义的系统能量是有界的。

定理 4.1. 䇴 Q Ѱ䙈໔↙࠳ᮦ，ࡏሯ∅Ѡ t ≥ τ，ᴿզ䇗

E(t, τ) ≤ Q(R).

Proof. 当 0 < θ < 1，根据不等式(3.2)�(3.3)可得

L(t) ≥ ∥u(t)∥21 + ∥∂tu(t)∥2 + ∥ηt∥2Mt
− (1− θ)∥u(t)∥21 − C

=
θ

2
∥u(t)∥21 + ∥∂tu(t)∥2 + ∥ηt∥2Mt

− C

≥ θE(t, τ).

L(t) ≤ ∥u(t)∥21 + ∥∂tu(t)∥2 + ∥ηt∥2Mt
+ C(1 + ∥u(t)∥41)

≤ C(1 + ∥u(t)∥41 + ∥∂tu(t)∥2 + ∥ηt∥2Mt
)

≤ Q(E(t, τ)).

即

θE(t, τ) ≤ L(t) ≤ Q(E(t, τ)), (4.1)

说明 L(t) 与 E(t, τ) 等价。接下来，在(3.1)中取 φ = ∂tu(t)，有

⟨∂ttu(t), ∂tu(t)⟩+ ⟨u(t), ∂tu(t)⟩1 +
∫ ∞

0

µt(s)⟨ηt(s), ∂tu(t)⟩1ds+ ⟨∂tu(t), ∂tu(t)⟩+ ⟨f(u), ∂tu(t)⟩

=
1

2

d

dt
∥∂tu(t)∥2 +

1

2

d

dt
∥u(t)∥21 + ⟨ηt, ∂tu(t)⟩Mt

+ ∥∂tu(t)∥2 + ⟨F ′(u), 1⟩ = 0.

对方程两端在 [a, b] 上进行积分，得

∥∂tu(b)∥2−∥∂tu(a)∥2+∥u(b)∥21−∥u(a)∥21+2

∫ b

a

⟨ηt, ∂tu(t)⟩Mt
dt+2

∫ b

a

∥∂tu(t)∥2dt+2⟨F (b), 1⟩−2⟨F (a), 1⟩ = 0,

即

L(b) + 2

∫ b

a

⟨ηt, ∂tu(t)⟩Mt
dt+ 2

∫ b

a

∥∂tu(t)∥2dt = L(a), (4.2)

注意到，当引理2.4中 σ = 0 时，有
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∥ηb∥2Mσ
b
≤ ∥ηa∥2Mσ

a
+

∫ b

a

∫ ∞

0

[µ̇t(s) + µ′
t(s)]∥ηt(s)∥2σ+1dsdt+ 2

∫ b

a

⟨∂tu(t), ηt⟩Mσ
t
dt. (4.3)

将(4.2)和(4.3)相加可得

L(b)−
∫ b

a

∫ ∞

0

[µ̇t(s) + µ′
t(s)]∥ηt∥21dsdt+ 2

∫ b

a

∥∂tu(t)∥2dt ≤ L(a), (4.4)

其中 µ̇t(s) + µ′
t(s) ≤ 0，

∫ b

a
∥∂tu(t)∥2dt ≥ 0，并且令 a = τ，b = t，得

L(t) ≤ L(τ) ≤ Q(E(τ, τ)) ≤ Q(R),

再由(4.1)可得即得到结论 E(t, τ) ≤ Q(R)。

下面引入泛函

Λ(t) = L(t) + 2ε[Φ(t) + 4Ψ(t)],

其中

Φ(t) = 2⟨u(t), ∂tu(t)⟩,

Ψ(t) = − 2

κ(t)

∫ ∞

0

µt(s)⟨ηt(s), ∂tu(t)⟩ds.

根据上述 Φ(t) 和 Ψ(t) 的定义可知

|Φ(t) + Ψ(t)| ≤ C∥z(t)∥2Ht
, (4.5)

由于(4.1)、(4.5)及 Λ(t) 定义，得

θ

2
E(t, τ) ≤ Λ(t) ≤ Q(E(t, τ)) ≤ Q(R). (4.6)

接下来我们给出系统能量衰减率估计定理。

定理 4.2. 䇴 Q Ѱ䙈໔↙࠳ᮦ，ε > ሯ∅Ѡࡏ，0 t ≥ τ，ᴿզ䇗

E(t, τ) ≤ Q(R)e−ε(t−τ).

该定理的证明主要依赖如下 Gronwall 引理及积分不等式。
引理 4.1. (Gronwall ᕋ⨼ [11]) 䇴 τ ∈ R，Θ : [τ,+∞) → R Ѱ䘔㔣࠳ᮦ，ሯӄ ε > 0 ԛ਀∅Ѡ

b > a ≥ τ，ᆎ൞

Θ(b) + 2ε

∫ b

a

Θ(t)dt ≤ Θ(a),

ሯӄ∅Ѡtࡏ ≥ τ，ᴿ
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Θ(t) ≤ eC |Θ(τ)|e−ε(t−τ).

引理 4.2. ᖉ 0 < θ < 1 ᰬ，ሯ∅Ѡb > a ≥ τ，࠳ᮦ Φ(t) ૂ Ψ(t) 䏩┗ࡡ࠼

Φ(b) + (2− θ

32
)

∫ b

a

∥u(t)∥21dt ≤ Φ(a) + 2

∫ b

a

∥∂tu(t)∥2dt

+
32

θ

∫ b

a

κ(t)∥ηt∥2Mt
dt− 2

∫ b

a

⟨f(u), u(t)⟩dt.
(4.7)

Ψ(b) +

∫ b

a

∥∂tu(t)∥2dt ≤ Ψ(a)−M

∫ b

a

∫ ∞

0

[µ̇t(s) + µ′
t(s)]∥ηt(s)∥21dsdt

+
θ

32

∫ b

a

∥u(t)∥21dt+
32C

θ

∫ b

a

κ(t)∥ηt∥2Mt
dt

+

∫ b

a

2

κ(t)

∫ ∞

0

µt(s)⟨ηt(s), f(u)⟩dsdt.

(4.8)

引理4.2的证明过程类似于文献 [11] 中的引理 5.3 和引理 5.4，相较于文献 [11]，本文所处理问
题中考虑了阻尼项 ut(t) 的存在，但阻尼项的存在不影响引理4.2中的估计。

下面给出定理4.2的证明。

Proof. 由引理4.2中 Φ(t) 所满足不等式及(2.10)，得

Φ(b) +

(
1 +

θ

2

)∫ b

a

∥u(t)∥21dt+ 2

∫ b

a

⟨F (u), 1⟩dt

≤ Φ(a) + 2

∫ b

a

∥∂tu(t)∥2dt+
2

θ

∫ b

a

κ(t)∥ηt(s)∥2Mt
dt,

(4.9)

根据引理4.2中 Ψ(t) 所满足不等式、(h5)及(2.9)，得

Ψ(b) +

∫ b

a

∥∂tu(t)∥2dt

≤ Ψ(a)−M

∫ b

a

∫ ∞

0

[µ̇t(s) + µ′
t(s)]∥ηt∥21dsdt+

θ

16

∫ b

a

∥u(t)∥21dt+
32

θ

∫ b

a

Q(∥u(t)∥1)κ(t)∥ηt(s)∥2Ht
dt.

(4.10)
将(4.9)和 4 倍的(4.10)相加，得

Φ(b) + 4Ψ(b) +

∫ b

a

L(t)dt+ θ

2

∫ b

a

E(t, τ)dt

≤ Φ(a) + 4Ψ(a)− 4M

∫ b

a

∫ ∞

0

[µ̇t(s) + µ′
t(s)]∥ηt∥21dsdt+Q(R)

∫ b

a

κ(t)∥ηt∥2Mt
dt

将上述不等式乘 2ε 和(4.4)相加，得

Λ(b) + 2ε

∫ b

a

Λ(t)dt+N1 +N2 + 2

∫ b

a

∥∂tu(t)∥2dt ≤ Λ(a), (4.11)
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其中

N1 = ε

∫ b

a

(θE(t, τ)− 4ε[Φ(t) + 4Ψ(t)])dt,

N2 = −(1− 8εM)

∫ b

a

∫ ∞

0

[µ̇t(s) + µ′
t(s)]∥ηt∥21dsdt− 2εQ(R)

∫ b

a

κ(t)∥ηt∥2Mt
dt.

当 ε 取足够小，得到 N1 是非负的。由 (h4’)可得到 N2 估计

N2 ≥ [δ(1− 8εM)− 2εQ(R)]

∫ b

a

κ(t)∥ηt∥2Mt
dt,

同理，ε 取足够小时，得到 N2 是非负的，则(4.11)可化为

Λ(b) + 2ε

∫ b

a

Λ(t)dt ≤ Λ(a),

由引理4.1，得
Λ(t) ≤ eC |Λ(τ)|e−ε(t−τ).

根据(4.6)，有
E(t, τ) ≤ θ

2
Λ(t) ≤ θ

2
eC |Λ(τ)|e−ε(t−τ) ≤ Q(R)e−ε(t−τ),

即当 g = 0 时，(2.2)-(2.4)的能量是指数衰减的。

注 4.1. ᖉཌⓆ亯 g ̸= 0 ᰬ，䘆⭞ԛрᯯ⌋㜳ཕ䇷᱄㌱㔕੮᭬䳼Ⲻᆎ൞ᙝ，䘑㙂䘎ਥ䇷᱄㌱㔕੮ᕋ

ᆆⲺᆎ൞ᙝ，⴮ީᐛ֒ሼ൞੄㔣⹊ガѣኋᔶȾ
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