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摘  要 

本文主要研究具有脉冲和时滞的四元数神经网络(QVNN)的输入到状态稳定(ISS)。首先，由于四元数乘

法不适用于交换律，所以我们将四元数神经网络分解为四个实值神经网络来进行分析，然后通过比较原

理和平均脉冲间隔方法，以及利用Lyapunov-Krasovskii函数和一些矩阵不等式，提出了一些充分的条

件，以确保所考虑的系统是输入到状态稳定(ISS)。最后，我们给出了一个数值模拟例子及其仿真图来证

明理论结果的正确性和有效性。 
 
关键词 

四元数神经网络(QVNN)，时滞，脉冲，输入到状态稳定(ISS) 
 

 

Input-to-State Stability of  
Quaternion-Valued Neural Networks with 
Impulses and Time Delay 

Nan Ma 
College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 
 
Received: Mar. 20th, 2025; accepted: Apr. 16th, 2025; published: Apr. 29th, 2025  

 
 

 
Abstract 
In this paper, the input-to-state stability of quaternion-valued neural networks (QVNN) with im-
pulses and time delay is investigated. First of all, in virtue of the quaternion multiplication is not 
suitable for commutative law, QVNN is resolved into four real-valued neural networks (RVNNs). 
With the help of the comparison principle and average impulse interval approach, and making use 
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of a Lyapunov function and some inequalities, we obtain sufficient conditions to assure the consid-
ered system is ISS. Finally, one numerical example and their simulations are given to show the cor-
rectness and effectiveness of our theoretical results. 
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1. 引言 

神经网络作为一种模拟人脑神经元结构和功能的计算模型，自 20 世纪 40 年代 McCulloch-Pitts 提出

神经元模型以来，经历了漫长而曲折的发展历程。它在处理复杂非线性问题、模式识别、优化计算等诸

多领域展现出独特的优势，吸引了众多学者的广泛关注[1]-[4]。随着人工智能技术的飞速发展，现代科学

与工程的众多领域，神经网络都发挥着不可或缺的关键作用，如图像识别、人工智能、信号处理、以及

联想记忆等[5]-[8]。 
然而，传统的神经网络模型大多基于实数域构建，在处理某些复杂问题时存在局限性。四元数神经

网络(Quaternion-Valued Neural Networks, QVNNs)应运而生，它将神经元的激活函数和权重等参数扩展到

四元数域。四元数的概念由爱尔兰数学家 William Rowan Hamilton 提出，作为一种超复数，由一个实数

部分和三个虚数部分组成，其独特的代数结构为处理多维信息提供了有力工具。在神经网络的研究范畴

中，四元数神经网络能够同时处理多个通道的信息，这使得它在诸如彩色图像处理、多传感器数据融合

等需要处理多维信息的复杂任务中展现出显著优势[9]-[11]。通过引入四元数，神经网络可以更加高效地

处理和分析多维数据，避免了因将多维信息分别处理而可能导致的信息丢失和计算复杂度增加的问题。

近年来，实值和复值神经网络被扩散在无线通信、工程操作、信号处理和模式识别领域。四元数神经网

络可以被视为复值和实值神经网络的扩展，其优势在三维和四维数据建模中具有巨大的发展潜力。所以

四元数神经网络现在被越来越广泛的应用在实际生活当中。 
由于四元数特殊的非交换性，所以适用于实值和复值神经网络的方法不能直接运用到四元数神经网

络中，因此，必须通过将四元数神经网络分解为四个实值神经网络，或者分解为两个复值神经网络，来

进行研究。例如，在[12]中，Shu 和 Song 等人将四元数神经网络分解为两个复值神经网络，并使用同构

映射定理，研究了具有不可微时变延迟的四元数神经网络的全局 μ 稳定；在[13]中，Zhang 和 Liu 等人将

四元数神经网络分解为四个实值神经网络，研究了具有时滞的递归神经网络的全局指数稳定性；在[14]
中，Qi 和 Bao 等人将四元数神经网络分解为四个实值神经网络，研究了具有时滞的四元数神经网络的指

数输入到状态稳定性。 
在现实世界的复杂系统中，脉冲和时滞现象普遍存在。脉冲是指系统状态在某些特定时刻发生瞬时

突变，这种突变可能源于外部干扰、内部机制的突然切换等多种因素。一些不稳定的系统需要通过脉冲

控制来稳定，一些稳定的系统可能会受到突然的不确定性现象的干扰甚至破坏。对于 QVNNs，还应考虑

脉冲效应，以抵抗某些突然现象的扰动或稳定它们。最近，一些作者研究了脉冲型 QVDNNs (IQVDNN)，
并取得了一些优异的结果[15]-[17]。时滞则是指系统当前状态受到过去状态的影响，这种影响可能来源于

信息传输的延迟、物理过程的惯性等。时滞神经网络由于能够更精准地刻画现实世界中存在的时间延迟
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现象，成为了神经网络研究领域中的重点关注对象。时间延迟在各类实际系统中广泛存在，因为信号在

神经元之间的传递需要时间，这就导致了时滞的产生，它往往是导致系统不稳定和性能下降的重要因素

[18]-[21]。脉冲和时滞的存在使得系统的动态行为更加复杂，它们可能会导致系统出现不稳定、振荡甚至

混沌等现象，从而影响神经网络的性能和可靠性。因此，研究具有脉冲和时滞的四元数神经网络的稳定

性问题具有极其重要的理论和实际意义。在[22]中，Tu 和 Yang 等人利用直接四元数法研究了具有不确定

时滞和脉冲的四元数值神经网络的指数稳定性。和其他的稳定性概念相比，输入到状态稳定性在实际系

统分析中具有更强的实用性，其强调在有界输入情况下系统状态的有界性以及输入对状态的影响程度。 
输入到状态稳定性(Input-to-State Stability, ISS)作为稳定性理论的重要拓展，能够细致描述系统状态

与输入之间的定量关系。相较于传统的稳定性概念，ISS 不仅关注系统在零输入时的稳定性，更强调在有

界输入情况下系统状态的有界性以及输入对状态的影响程度。这种特性使 ISS 在实际系统分析中具有更

强的实用性，因为在现实应用中，系统不可避免受到各种外部输入和干扰的影响，而 ISS 理论可以帮助

我们准确评估输入变化对系统状态的影响，从而为系统的设计和优化提供依据。对于实值神经网络，已

经有大量文献研究了其在不同条件下的输入到状态稳定性，包括线性、非线性、时变、时滞等多种情况

[23]-[25]。通过扩展 ISS 的概念，我们可以获得积分输入到状态稳定性和输入到输出稳定性等。在[26]中，

Wu 和 Tang 等人研究了脉冲随机延迟系统线性假设的输入到状态稳定以及积分输入到状态稳定；在[27]
中，Wang 和 Li 等人研究了非线性脉冲延迟系统的输入到状态稳定和积分输入到状态稳定。 

鉴于上述研究现状和挑战，本文将深入研究具有脉冲和时滞的四元数神经网络的输入到状态稳定性

问题。首先，我们将构建一个具有脉冲和时滞的四元数神经网络模型，明确系统的动态方程和相关参数。

然后，针对该模型，提出一种新的 Lyapunov-Krasovskii 泛函构造方法，该方法充分考虑了四元数域的代

数特性以及脉冲和时滞的影响，通过巧妙设计泛函的形式和参数，使得能够有效地分析系统的输入到状

态稳定性。然后利用不等式技巧和矩阵理论等工具，推导出确保系统输入到状态稳定的充分条件。期望

本文的研究成果能够为四元数时滞神经网络在实际工程中的应用提供更加坚实的理论基础。 
本文的主要贡献包括：(1) 首次系统地研究具有脉冲和时滞的四元数神经网络的输入到状态稳定性

问题，填补了该领域的研究空白；(2) 提出了一种新的适用于四元数神经网络的 Lyapunov-Krasovskii 泛
函构造方法，为四元数神经网络的稳定性分析提供了一种新的思路；(3) 通过推导出的输入到状态稳定的

充分条件，为四元数神经网络的设计和应用提供了理论指导，有助于提高四元数神经网络在复杂环境下

的稳定性和可靠性。 
本文的结构大纲如下，第 2 节介绍了本文使用的符号和基本定义，以及描述了研究的模型和用到的

基本引理。第 3 节介绍了主要的理论结果，提出了确保具有脉冲和时滞的四元数神经网络的输入到状态

稳定的条件。第 4 节提供了一个示例来证明理论结果的有效性。最后，第 5 节给出了本研究的结论。 

2. 预备知识 

2.1. 四元数代数 

首先，我们先介绍一些符号和基本定义。 
四元数可以写成如下形式： 0 1 2 3q q q i q j q k= + + + ， q Q∈ ，其中 Q 表示四元数域，系数

0 1 2 3, , ,q q q q R∈ ， , ,i j k 为虚部单位，并且虚数单位遵循以下 amiltonΗ 规则： 
2 2 2 1, , , .i j k ij ji k jk kj i ki ik j= = = − = − = = − = = − =  

从规则来看，四元数的乘法是不满足乘法交换律的。假设两个四元数 0 1 2 3m m m i m j m k= + + + ，

0 1 2 3n n n i n j n k= + + + ，下面给出四元数加法和乘法的定义： 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

0 0 1 1 2 2 3 3

0 1 2 3 0 1 2 3

m n m n m n i m n j m n k

mn m m i m j m k n n i n j n k

+ = + + + + + + +

= + + + + + +
 

( ) ( )
( ) ( )

0 0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 0 2 3 3 2

0 2 2 0 1 3 3 1 0 3 3 0 1 2 2 1

m n m n m n m n m n m n m n m n i

m n m n m n m n j m n m n m n m n k

= − − − + + + −

+ + − + + + + −
 

0 1 2 3m m m i m j m k= + + + 的共轭用 *m 来表示， *
0 1 2 3m m m i m j m k= − − − ， m 的模用 m 来表示，

* 2 2 2 2
0 1 2 3m mm m m m m= = + + + 。对于 ( )1 2, , , T n

n Qµ µ µ µ= ∈
，则 µ 的模为 

( )1 2, , ,
T

nµ µ µ µ=  ， µ 的范数为
2

1

n

i
i

µ µ
=

= ∑ 。 

2.2. 模型描述 

在本文中，我们将讨论如下带有时滞的四元数神经网络： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )
, ,

, ,

k

k

dw t
Mw t Ag w t Bg w t t Cu t

dt
w t Hw t

t t

t t

τ

−


= − + + − + ≠

=



 =

                (1) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , ,
T n

nw t w t w t w t Q= ∈ 表示 t 时刻神经元的状态向量，并且 0t ≥ ； 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 2 2, , ,
T n

n ng w t g w t g w t g w t Q= ∈ 表示 t 时刻四元数神经元的激活函数； 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )1 1 2 2, , ,
T n

n ng w t t g w t t g w t t g w t t Qτ τ τ τ− = − − − ∈ 表示带有时滞的四元数神经

元的激活函数； ( )0 tτ τ≤ ≤ 表示表示离散时变时滞，并且 0τ > 。 

{ }1 2, , , n n
nM diag m m m R ×= ∈ 是一个常数矩阵，表示自反馈连接权矩阵， ( )0 1,2, ,im i n> =  ；

( )n n
R I J K n n

ijA a A A i A j A k Q×
×= = + + + ∈ 是内部连接权矩阵； ( )n n

R I J K n n
ijB b B B i B j B k Q×

×= = + + + ∈ 是时

滞连接权矩阵； ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , ,
T n

nu t u t u t u t Q= ∈ 表示四元数值外部输入向量； 

{ }1 2, , , n n
nC diag c c c R ×= ∈ 是常数矩阵，为外部输入的系数矩阵，其中 ic 为正常数。 n nD R ×∈ ，也是常数

矩阵。 
假设 1： R I J Kw w iw jw kw= + + + , , , ,R I J Kw w w w R∈ 。那么 ( )( ) ( )( )( ),q qg w t g w t tτ− 可以表示为

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )R I J K
q q q q qg w t g w t ig w t jg w t kg w t= + + + ， ( )( )( )qg w t tτ− 表示为 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )R I J K
q q q q qg w t t g w t t ig w t t jg w t t kg w t tτ τ τ τ τ− = − + − + − + − ，其中 

( ). :l
qg R R→ ， 1,2, ,q n= 

， , , ,l R I J K= 满足 ( ) ( ) 

l ll l l l l
q q qg w g w w wδ− ≤ − ，其中 l

qδ 是常数，令

{ }1 2, , ,l l l l
ndiagδ δ δ δ= 

。 

由于四元数不满足交换律，我们将上述四元数模型转化为实值神经网络模型。 
根据四元数的性质和方程(1)可以得到： 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( )

R I J K

R I J K R I J K

R I J K R I J K

dw t Mw t Ag w t Bg w t t Cu t
dt

dw t dw t dw t dw t
i j k

dt dt dt dt
M w t w t i w t j w t k A A i A j A k

g w t g w t i g w t j g w t k B B i B j B k

τ= − + + − +

= + + +

= − + + + + + + +

× + + + + + + +
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( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

R I J K

R I J K

g w t t g w t t i g w t t j g w t t k

C u t u t i u t j u t k

τ τ τ τ× − + − + − + −

+ + + +
.       (2) 

再运用四元数乘积性质，(2)可以被分解为以下四个等价的实值系统： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

R
R R R I I J J K K

R R I I J J K K R

I
I R I I R J K K J

R I I R J K K J I

J
J R J I K J

dw t
Mw t A g w t A g w t A g w t A g w t

dt
B g w t t B g w t t B g w t t B g w t t Cu t

dw t
Mw t A g w t A g w t A g w t A g w t

dt
B g w t t B g w t t B g w t t B g w t t Cu t

dw t
Mw t A g w t A g w t A g

dt

τ τ τ τ

τ τ τ τ

= − + − − −

+ − − − − − − − +

= − + + + −

+ − + − + − − − +

= − + − + ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )

.
R K I

R J I K J R K I J

K
K R K I J J I K R

R K I J J I K R K

w t A g w t

B g w t t B g w t t B g w t t B g w t t Cu t

dw t
Mw t A g w t A g w t A g w t A g w t

dt
B g w t t B g w t t B g w t t B g w t t Cu t

τ τ τ τ

τ τ τ τ












 +

+ − − − + − + − +




= − + + − +

+ − + − − − + − +

    (3) 

下面我们令  { }, , ,M diag M M M M= , ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ), , ,
TT T T TR I J KW t w t w t w t w t= ，激活函数

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( ), , ,
TT T T TR I J KG W t g w t g w t g w t g w t= ，  { }, , ,C diag C C C C=  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ), , ,
TT T T TR I J KU t u t u t u t u t= ，并且 



R I J K

I R K J

J K R I

K J I R

A A A A
A A A A

A
A A A A
A A A A

 − − −
 

− =  −
  − 

,  .

R I J K

I R K J

J K R I

K J I R

B B B B
B B B B

B
B B B B
B B B B

 − − −
 

− =  −
  − 

 

当 kt t= 时， ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ), , , ,
T

R I J KW t H w t H w t H w t H w t− − − −= 脉冲系数矩阵可以表示为

 { }, , ,H diag H H H H= 。 
所以方程(1)可以等价于下面的方程 

( )
 ( )  ( )( )  ( )( )( )  ( )

( )  ( )
, ,

, ,

k

k

dW t
MW t AG W t BG W t t CU t

dt
W t HW t

t t

t t

τ

−


= − + + − + ≠

=



 =

                (4) 

定义 1 [27]：若存在一个 KL 类函数 [ ] [ ] [ ]: 0, 0, 0,β +∞ × +∞ → +∞ 和一个 K 类函数ϕ ，使得对任意的

[ ]( ) ( ),0 , ,n mC R u t Lξ ς ∞∈ − ∈ 都有以下不等式成立： 

( )( ) ( ) ( ); , , , 0,w t u t t u t
τ

ξ β ξ ϕ
∞

≤ + ≥                           (5) 

则系统(1)被称为是输入到状态稳定(ISS)的。 
定义 2 [28]：如果存在正常数 0N 和τ ∗ ，则称脉冲时间序列{ }k k

t
+∈
的平均脉冲间隔不小于τ ∗ 使得 

( ) 0 0, , ,T tN T t N T t t
τ ∗

−
≤ + ∀ ≥ ≥                               (6) 

其中 ( ),N T t 是序列{ }k k
t

+∈
在区间 ( , )t T 上出现的脉冲数， 0N 是弹性数。用集合 0,F Nτ+ ∗  表示这种脉冲
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时间序列。 
引理 1 [29]：对于任意 , na b Q∈ ，正定对称矩阵 0TP P= > ，则有下列不等式成立： 

1 .a b b a a Pa b P b∗ ∗ ∗ ∗ −+ ≤ +  

引理 2 [30]：给定一个实对称矩阵
11 12 2

21 22

n nS S
S Q

S S
×2 

= ∈ 
 

 ，其中 11 11 12 21 22 22, ,T T TS S S S S S= = = ，则 S < 0  

与下列两个条件都等价： 
(1) 1

22 11 12 22 120, 0;TS S S S S−< − <  
(2) 1

11 22 12 11 120, 0.TS S S S S−< − <  
引 理 3 [31] ：令函数 ( ) ( ) )( )1 2 0, , ,z t z t PC t τ +

∈ − +∞


 和 ( ) [ )( )0 , ,t PC tϕ +∈ +∞ 
。假设存在



1 2, ,α α β+ +∈ ∈ ∈   使得 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )  ( )

1 1 1 2 1 0

1 1

,, ,

, ,

k

k k

D z t t tz t z t t t

z z kt

t t

t

α α τ ϕ

β

+

−
+

 ≤ + − + ≥

≤

≠


∈ 
 

和 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )  ( )

2 1 2 2 2 0

2 2

,, ,

, ,

k

k k

D z t t tz t z t t t

z z kt

t t

t

α α τ ϕ

β

+

−
+

 > + − + ≥

>

≠


∈ 
 

则对于任意 0 0t t tτ− ≤ ≤ 有 ( ) ( )1 2z t z t≤ ，那么意味着对于任意 0t t≥ 都有 ( ) ( )1 2z t z t≤ 。 
引理 4 [26]：假设存在一个函数 ( ) )( )0 , ,z t PC t τ +

∈ − +∞


 和常数 

1 2, ,α α β+ +∈ ∈ ∈   ，使得 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )  ( )

1 2 0,, ,

, ,k

k

k

t tD z t z t z t t t t t

z t kt z

α α τ ϕ

β

+

−
+

 ≤ + − + ≥

≤ ∈

≠

 

 

则对于任意 0t t≥ 都有以下式子成立： 

( ) 

( ) ( ) ( )


( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 0 1

0

, ,
0 2 .

N t t N t stt t t s

t
z t z t e e z s s s dsα αβ β α τ ϕ− −  ≤ + − + ∫               (7) 

证明：由(7)得： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 0 1 0
2

t t t td e z t e z t t t
dt

α α α τ ϕ− − − −  ≤ − +   

对上式两边从 0t 到 t 积分： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 0 1

0
0 2 ,

tt t t s

t
z t z t e e z s s s dsα α α τ ϕ− −  ≤ + − + ∫  

其中 [ )0 1,t t t∈ ，类似地，对于任意 [ )1, , ,k kt t t k N+∈ ∈ 有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
2 ,k

k

tt t t s
k t

z t z t e e z s s s dsα α α τ ϕ− −  ≤ + − + ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1

1
1 2 ,kk

k k

tt t t s
k t

z t z t e e z s s s dsα α α τ ϕ−

−

− −−
−  ≤ + − + ∫  

由(7)可得： 

( )  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
 ( ) ( )



( ) ( )( ) ( )

1 1

1 1 1

1

2

1 2

k

k

kk

k

tt t t s
k t

tt t t s
k t

z t z t e e z s s s ds

z t e e z s s s ds

α α

α α

β α τ ϕ

β β α τ ϕ−

−

− −−

− −
−

 ≤ + − + 

 ≤ + − + 

∫

∫
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( ) ( )( ) ( )

 ( ) ( )


( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1

11 0 1

1

2

0 2
1

2

[ ( ) ]

.

k

i

i

k

t t s

t

kk k i tt t t s

t
i

t t s

t

e z s s s ds

z t e e z s s s ds

e z s s s ds

α

α α

α

α τ ϕ

β β α τ ϕ

α τ ϕ

+

−

−− −

=

−

 + − + 

≤ + − +

 + − + 

∫

∑ ∫

∫

  

证明完成。 
注 引理 4 的证明与 Wu X 和 Tang Y 等人在探究线性假设下脉冲随机时滞系统的输入到状态稳定性

中的引理 2 证明类似，主要不同在于 1α 是实常数，有更广泛的应用。 

3. 理论结果 

定理 1：给定矩阵 L ，若存在矩阵 E > 0， F > 0，和对角阵 1,2iP i> 0, = ，以及正常数 *
0 1 2, , ,N τ λ λ ,

并且 µ >1使得 ( )0
1 2ln Nτ µ λ µ λ∗ > − > 0， 2 2

TL P L Eλ< , 
  

1

2

0 0 0
0

E A EB EC
P

P
F

Ω 
 
∗ −  < ∗ ∗ −

  ∗ ∗ ∗ − 

                               (8) 



0
T

E H E
E

µ − ≤  ∗ − 
                                 (9) 

其中  

1 1
T TEM M E L P L EΩ = − λ− + + ， { }, , , , , , ,l l l l l l l l

q q q q q q q qL diag δ δ δ δ δ δ δ δ= ，则系统(4)在 0,F Nτ+ ∗  上是输

入到状态稳定(ISS)。 
证明：考虑上述系统(4)的一个 Lyapunov 函数， ( ) ( ) ( )TV t W t EW t= ，对于 [ )1, ,k kt t t k− +∈ ∈ ，沿着

时间 t 对上述 Lyapunov 函数进行求导可以得到： 

( ) ( ) ( )

( )  ( ) ( ) ( )  ( ) ( )

( )   ( ) ( )( ) ( )( ) ( )  ( )
 ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

. .

1
1 1

1
2 2

1
1

2

1 2

2

2

T

T TT T T

TT T T T

T T

T T

T T

V t W t EW t

W t EM M E W t W t L P L E AP A E W t

W t EBP B EW t W t t L P LW t t W t ECU t

W ECF CE W t W t EW t

W t t EW t t U t FU t

W t EW t W t t EW t t U t

τ τ

Ω Θ λ

λ τ τ

λ λ τ τ ϕ

−

−

−

=

≤ − − + +

+ + − − +

≤ + + −

+ − − +

≤ − + − − +

 

( ) ( )( ) ( )( )1 2V t V t t U tλ λ τ ϕ≤ − + − +                                         (10) 

其中    

1 1
1 2

T T
E AP A E EBP B EΘ − −= + 并且 ( )( ) ( ) ( ) 2

maxU t F U tϕ λ= 。 
当 kt t= 时， k +∈ ，由(9)可以得到： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

T
k k k

TT T
k k

V t W t EW t

W t H EH W t− −

=

=
  

( ) ( ) ( )T
k k kW t EW t V tµ µ− − −≤ =                          (11) 

由(10)(11)，以及引理 4 我们可以得到下面的比较系统， 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

.

1 2 ,

,

k

k k

v t v t v t t U t t t

v t V t k

λ λ τ ϕ ε

µ −
+

= − + − + + ≠

= ∈
 

( ) ( ) ( ) 2
max 0 0, , .v s E s s t tλ χ τ = ∈ − 

                                (12) 

设 ( )maxv t 是上述系统对应的最大解，对于任意 0ε > ，由引理 3 得： ( ) ( ) ( ) 0max ,V t v t v t t t≤ ≤ ≥ ，那么

由引理 4 可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1

0

, ,
0max max

tN t t t t N t s t s

t
v t v t e eλ λµ µ− − − −≤ + ∫  

( )( ) ( )( )2 0,v s s U s ds t tλ τ ϕ ε × − + + ≥                        (13) 

由定义 2 可得： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0*1 1

1 *1 0

,

ln

t s N
t s N t s t s

t s
t s N

e e

e e

λ λ τ

µλ
λ τ

µ µ

µ

−
+

− − − −

 
− + − − −  

≤

=

 

( )3 t se λη − −=                                      (14) 

其中 0
3 1

ln 0, Nµλ λ η µ
τ ∗= − > = 。 

将比较系统(12)和(14)代入到(13)中可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

3 0 3

0

3 0 3

0

0 2max max

2

tt t t s

t

tt t t s

t

v t e v t e v s s U s ds

e e v s s U s ds

λ λ

λ λ

η η λ τ ϕ ε

α η λ τ ϕ ε

− − − −

− − − −

 ≤ + − + + 

 ≤ + − + + 

∫

∫
           (15) 

其中 ( ) ( ) 2
max 0 0, ,E s s t t

τ
α ηλ χ τ = ∈ − 

 。令 ( ) 2 3eλτδ λ ηλ λ λ= + −


，那么由 ( )0
1 2ln Nτ µ λ µ λ∗ > − > 0可得，

( ) 2 30δ ηλ λ= − < 0 ， 并 且 ( )δ +∞ = +∞ ， ( ) 21 0eλτδ λ τηλ′ = − >


 。 那 么 存 在 一 个 常 数 0λ > 使 得

2 3 0eλτηλ λ λ+ − =


。设 4λ 是一个正常数，并且 4 (0, )λ λ∈ ，则可得 2 3 3 40 eλτηλ λ λ λ λ< = − < −


。 
下面为证系统(4)是 ISS，则需要证明当 0t t τ≥ −  时，以下式子成立： 

( ) ( ) ( ) ( )0 4

0max
3 2

( )
tt t t s

t
v t e e U s dsλ λ ηεα γ ϕ

λ ηλ
− − − −< + +

−∫                   (16) 

其中 γ 是一个正常数，满足
( )

4

3 4

3 4 2eλ τ

η λ λ
γ

λ λ ηλ

−
≥

− −


。 

下面我们设 ( )( ) 0U tϕ ≡ ， 0 0,t t tτ ∈ − 
 ，并给出以下定义 

( ) ( ) ( ) ( )0 4

0 3 2

( )
tt t t s

t
t e e U s dsλ λ ηεϕ α γ η ϕ

λ ηλ
− − − −+ +

−∫  

对于 0 0,t t tτ ∈ − 
 ，因为 0Nη µ= >1，那么 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
maxmax

2
max .

v t E t

E s t
τ

λ χ

λ χ α ϕ

=

≤ = <


 

对于 0t t> 时，若(16)不成立，则可定义 ( ) ( ){ }0 maxinf ,t t t v t tϕ∗ = > ≥ 。如果 t∗ 不是一个脉冲点，则 

( ) ( )
max

v t tϕ∗ ∗= ；如果 t∗是一个脉冲点，则 ( ) ( )
max

v t tϕ∗ ∗≥ 。所以 
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( ) ( ) 0max , ,v t t t t tϕ τ ∗ < ∈ − 
  

( ) ( )
max

.v t tϕ∗ ∗≥                                         (17) 

由(15)和(17)，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )
( )

3 0 3

0

3 0 3 0

0

3 4 3

0 0 0

3 0

2 maxmax

2
2

3 2

( )
2

1 2

tt t t s

t

tt t t s s s t

t

t s s tt s s s t s
t t t

t t

v t e e v s s U s ds

e e e U s ds

e e U s d ds e U s ds

e

λ λ

λ λ λ τ

τλ λ τ ς λ

λ

α η λ τ ϕ ε

λ ηε
α η λ α ϕ ε

λ ηλ

γη λ ϕ ς η ϕ

α

∗∗ ∗

∗∗ ∗

∗ ∗∗ ∗

∗

− − − −∗

− − − − − − −

−− − − − − − −

− −

 ≤ + − + + 

 
≤ + + + + − 

+ +

≤ + Γ + Γ +

∫

∫

∫ ∫ ∫

3 4Γ +Γ

 

其中 

( ) ( )3 0 3

0
1 2

t s t t

t
e dsλ λ λ τ ληλ α

∗ ∗− + + −
Γ = ∫



，
( )3

0

2
2

3 2

t t s

t
e ds

λ λ ηε
η ε

λ ηλ

∗ ∗− −  
Γ = + − 

∫  

( ) ( )( ) ( )( )( )3 4

0 0
3 2

t s st s s s

t t
e e U s d ds

τλ λ τ ςγη λ ϕ ς
∗ ∗ −− − − − −Γ = ∫ ∫ ，

( ) ( )( )3

0
4 .

t t s

t
e U s ds

λ
η ϕ

∗ ∗− −
Γ = ∫  

由于 2 3 0eλτηλ λ λ+ − =


，则 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

33 0 3

0 0

0 3 0 3 0

0 3 0

2
1 2 2

3 2

2

3 3 2

3 2

( ) 1

t t t ss t t

t t

t t t t t t

t t t t

e ds e ds

e e e e

e e

λλ λ λ τ λ

λτ
λ λ λ

λ λ

λ ηε
ηλ α η ε

λ ηλ

ηλ α ηε
λ λ λ ηλ

ηεα
λ ηλ

∗ ∗ ∗∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

− −− + + −

− − − − − −

− − − −

 
Γ + Γ = + + − 

 = − + − − −  

 ≤ − +  − 

∫ ∫




 

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

3 34

0 0 0

4

0

4

0

3 4 2

2

3

)

t s s tt s t ss s

t t t

t t s

t

t t s

t

e e U s d ds e U s ds

e e U s ds

e U s ds

τλ λλ τ ς

λτ
λ

λ

γη λ ϕ ς η ϕ

ηλ γ
η η ϕ

λ λ

γ η ϕ

∗ ∗∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

−− − − −− − −

− −

− −

Γ + Γ = × +

 
≤ +  − 

≤

∫ ∫ ∫

∫

∫



 

所以 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

3 0

3 0 0 3 0 4

0

1 2 3 4max

3 2

t t

tt t t t t t t s

t

v t e

e e e e U s ds

λ

λ λ λ λ

α

ηεα α γ η ϕ
λ ηλ

∗

∗∗ ∗ ∗ ∗

− −

− − − − − − − −

≤ + Γ + Γ + Γ + Γ

 ≤ + − + +  −  ∫
 

则 ( ) ( )
max

v t tϕ∗ ∗< 成立，与(17)矛盾，所以(16)成立。在(16)中，令 ε +→ 0 ，那么 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 4

0max

tt t t s

t
v t e e U s dsλ λα γ η ϕ− − − −< + ∫ ， 0t t≥  

所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
min 0max , .E W t V t v t t t tλ ϕ≤ ≤ ≤ ∀ ≥                       (18) 
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则对于任意 0t t≥ 都有 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )0 4

0

2 2 2max max

min min

tt t t s

t

E F
W t s e e U s ds

E E
λ λ

τ

λ λ
η χ γ

λ λ
− − − −≤ + ∫

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ]
( )0 4

0 0

2 2max max
,

min min

tt t t s
t t t

E F
s e U s e ds

E E
λ λ

τ

λ λ
η χ γ

λ λ
− − − −≤ + ∫

  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ]
0

0

2 2max max
,

min 4 min

t t
t t

E F
s e U s

E E
λ

τ

ηλ γλ
χ

λ λ λ
− −≤ +



 

所以 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
0

0

2
1 2 ,

t t
t t

W t p s e p U sλ

τ
χ − −≤ +



， 0t t∀ ≥  

其中
( )
( )

max
1

min

E
p

E
ηλ
λ

=
( )
( )

max
2

4 min

F
p

E
γλ
λ λ

= 。 

所以，系统(4)在 0,F Nτ+ ∗  上是输入到状态稳定(ISS)。 

4. 数值模拟 

在本节中，我们通过讨论具有脉冲的四元数时滞神经网络的 ISS 来证明理论结果的正确性和有效性。 
考虑以下具有脉冲的四元数时滞神经网络： 

( )
 ( )  ( )( )  ( )( )( )  ( )

( )  ( )
, ,

, ,

k

k

dW t
MW t AG W t BG W t t CU t

dt
W t HW t

t t

t t

τ

−


= − + + − + ≠

=



 =

              (19) 

其中，设 

0.1 0.4 0.1 0.5 0.4 0.2 0.4 0.2
0.3 0.1 0.2 0.1 0.7 0.1 0.2 0.1

i j k i j k
A

i j k i j k
− − − − − + − + 

=  − + − + − − − − 
 

0.2 0.1 0.1 0.1 0.2 0.1 0.2 0.3
0.1 0.1 0.1 0.2 0.3 0.3 0.1 0.2

i j k i j k
B

i j k i j k
− + + + − − 

=  − + − − − + + 
 

8 0
0 9

M  
=  
 

 

那么，根据四元数转化规则， 



0.1 0.4 0.4 0.2 0.1 0.4 0.5 0.2
0.3 0.7 0.1 0.1 0.2 0.2 0.1 0.1
0.4 0.2 0.1 0.4 0.5 0.2 0.1 0.4
0.1 0.1 0.3 0.7 0.1 0.1 0.2 0.2
0.1 0.4 0.5 0.2 0.1 0.4 0.4 0.2
0.2 0.2 0.1 0.1 0.3 0.7 0.1 0.1
0.5 0.2 0.1 0.4 0.4 0.2 0

A

− − − −
− − − −
− − − − − −

− − − − − −
=

− − − − − −
− − − − − −
− − − .1 0.4
0.1 0.1 0.2 0.2 0.1 0.1 0.3 0.7

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −  − − − − 
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

0.2 0.2 0.1 0.1 0.1 0.2 0.1 0.3
0.1 0.3 0.1 0.3 0.1 0.1 0.2 0.2
0.1 0.1 0.2 0.2 0.1 0.3 0.1 0.2

0.1 0.3 0.1 0.3 0.2 0.2 0.1 0.1
0.1 0.2 0.1 0.3 0.2 0.2 0.1 0.1
0.1 0.1 0.2 0.2 0.1 0.3 0.1 0.3

0.1 0.3 0.1 0.2 0.1 0.1 0.2 0.2
0.2 0.2

B

− − −
− − −
− − −

− − − −
=

− − −
− − − −

− − −
− 0.1 0.1 0.1 0.3 0.1 0.3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  − − − 

 



0.5 0.2 0 0 0 0 0 0
0.3 0.8 0 0 0 0 0 0
0 0 0.6 0.4 0 0 0 0
0 0 0.1 0.7 0 0 0 0
0 0 0 0 0.9 0.8 0 0
0 0 0 0 0.3 0.4 0 0
0 0 0 0 0 0 0.3 0.1
0 0 0 0 0 0 0.5 0.2

H

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
  
 

 

 

 

Figure 1. Trajectory of ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,R I J Kx t x t x t x t  of system (19) 

图 1. 系统(19)的 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,R I J Kx t x t x t x t 的轨迹 

 
并且  { }diag 8,9,8,9,8,9,8,9M = ，  { }diag 1,1,1,1,1,1,1,1C = ，激活函数 tanhG = ，输入函数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0.6 sin ,2sin 2 ,3sin 3 ,4sin 4 ,5sin 5 ,6sin 6 ,7sin 7 ,8sin 8
T

tU t t t t t t t t= ，时滞函数为 

( ) 0.25cos 0.75,t tτ = + 脉冲时刻为 ( )2.5 1,2,kt k k= =  。容易验证当 
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{ }1.05,1.05,1.05,1.05,1.05,1.05,1.05,1.05L diag= 时满足假设，且 0.2, 1.5,τ µ∗ = = 0 1 22, 3.5, 0.4N λ λ= = = ，

通过利用 MATLAB 工具箱，满足定理 1 的所有条件，并且符合定义 1 的要求，因此系统(19)是 ISS 的(见
图 1)。 

5. 结论 

本文通过将四元数神经网络分解为四个实值神经网络进行分析，研究了具有脉冲和时滞的四元数神

经网络的输入到状态稳定，然后通过比较原理和平均脉冲间隔方法，以及利用 Lyapunov 函数和一些不等

式，提出了一些充分的条件，以确保所研究的系统是输入到状态稳定(ISS)。最后，给出了一个数值模拟

例子证明了理论结果的正确性和有效性。 
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