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摘  要 

本文基于经典信息几何理论对狄利克雷分布族的信息几何结构进行了深入研究，首先，本文对经典信息

几何的理论进行了梳理，特别是对指数分布族的信息几何结构进行了整理，给出了指数分布族统计流形

在Fisher信息度量和α-联络下的几何量并给出了证明过程。其次，本文对狄利克雷分布族进行了研究，

我们证明了其是一种特殊的指数分布族，构建了狄利克雷分布流形，推导出了n维狄利克雷分布流形的几

何量的通项表达式。最后，计算了当狄利克雷分布为三维时，其在自然坐标系下的几何量。 
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Abstract 
This paper conducts an in-depth study on the information geometric structure of the Dirichlet dis-
tribution family based on classical information geometry theory. First, the paper systematically re-
views the theoretical framework of classical information geometry, with particular focus on the ge-
ometric structure of exponential families. It provides detailed derivations and proofs of the geomet-
ric quantities for statistical manifolds of exponential families under the Fisher information metric 
and α-connections. Next, the research specifically addresses the Dirichlet distribution family. We 
prove that it constitutes a special type of exponential family, then construct the Dirichlet distribu-
tion manifold and derive general closed-form expressions for geometric quantities of n-dimensional 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2025.155149
https://doi.org/10.12677/pm.2025.155149
https://www.hanspub.org/


汪义 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.155149 15 理论数学 
 

Dirichlet manifolds. Finally, explicit computations are performed for the geometric quantities un-
der natural coordinates in the three-dimensional case of Dirichlet distributions.  
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1. 引言 

信息几何旨在解开概率分布族的几何结构，并研究它们在信息科学中的应用。信息几何是计量经济

学家 H. Hotelling (1930)和统计学家 C.R. Rao (1945)出于数学上的好奇心而独立诞生的，他们考虑了概率

分布的参数族，称为统计模型，是一种带有 Fisher 度量张量的黎曼流形。信息几何通过使用张量微积分

和微分几何的概念(如曲率)来解决问题。信息几何是一个相对较新的统计学领域，主要研究概率分布之间

的几何性质和相关信息度量[1]。 
在经典信息几何理论中，Rao 把概率密度函数全体看成统计流形，并用 Fisher 信息阵来定义流形上

的黎曼度量，从而构建了黎曼流形[2]。Amari 计算了正态分布流形在黎曼联络下的黎曼曲率，惊奇地发

现它是带有负常曲率的双曲空间，既然概率分布全体是弯曲的流形，人们就想研究各种概率分布的几何

性质，并希望利用这些几何性质来研究各种随机问题。流形的几何性质取决于所选取的几何度量及其联

络。保持无挠性和相容性的黎曼联络在微分几何理论中是最理想的联络，但是在经典信息几何中却不太

容易派上用场，于是人们设法定义新的联络来代替黎曼联络，Chentsov 引入了一族仿射联络，Efron 给出

了统计流形上的曲率[3]。在上述基础上，Amari 对统计流形进行了大量研究，为信息几何理论的形成做

出了巨大贡献(详见文献[4]-[10])。特别是引入了对偶联络的概念，这个概念是经典微分几何中所不具有

的新内容。利用这个对偶联络，学者们己经获得了很多新成果。这种对偶联络本身既没有无挠性，与黎

曼度量之间也没有相容性，对信息几何的研究没有直接的贡献，而 Amari 由此提出的 α-联络，因为 α-联
络与−α-联络是对偶联络，它们保证了 α-联络的无挠性，这对问题的研究带来了极大的方便。 

在国内，信息几何的研究也受到了许多学者的重视，许多学者也开始对一类分布族的信息几何结构

进行了研究，张士诚，孙华飞，李春晖等人利用信息几何的观点，考虑了指数族流形的 α 几何结构，并

利用这些几何性质研究了热力学统计流形[11]。张真宁，曹丽梅，柯炳清等人从信息几何的角度将二元

Weibull 分布的全体所构成的集合作为二元 Weibull 统计流形，得到二元 Weibull 统计流形的对偶几何结

构，进而得到当 1α = 和 1− 时，二元 Weibull 统计流形是对偶平坦的，并且是常截面曲率空间[12]。仲锋

惟，孙华飞，张真宁等人用几何方法研究 Fisher Z 分布，建立了 Fisher Z 分布流形的几何结构，从几何的

角度计算了 Fisher Z 分布的一些相关几何量，给出了对应的量化结果[13]。 
仲锋惟等三人也研究了由狄利克雷分布组成的狄利克雷流形的几何结构，考虑其对偶结构并给出了

其几何度量，获得了狄利克雷流形低维情况下的几何结构。他们构建了狄利克雷流形的仿射浸入，给出

了狄利克雷流形的 e-平坦层次结构和平交叶状结构[14]。但他们只研究了三维狄利克雷分布流形的几何

结构，计算出的几何量的结果也比较复杂，本文在此基础上对高维的狄利克雷流形的几何结构进行研

究。 
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首先，我们对经典信息几何的知识进行了梳理，定义了统计流形，利用 Fisher 信息矩阵定义了黎曼

度量，引入了对偶联络和 α-联络，主要对指数族分布流形的几何量进行了介绍，特别在自然坐标系下，

对指数分布统计流形的度量 ( )ijg θ ，α-联络系数 ( )Γijk θ ，挠率系数 ( )Tijk θ ，曲率张量 ( )ijklR θ 的表达式做

了相应介绍和证明。 
然后，我们证明狄利克雷分布是特殊的一种指数族分布，我们利用前文经典信息几何的知识，构建

狄利克雷分布流形，计算得到狄利克雷分布流形的 n 维几何结构给出具体表达式。 
最后，我们重新对三维狄利克雷分布流形的几何结构进行了研究，计算了相关几何量，并与文献[14]

的结果进行对照比较。 

2. 经典信息几何理论 

经典信息几何就是指把服从某一分布的概率密度函数全体看成一个集合，然后在满足一定的正则条

件下构成一个微分流形，利用 Fisher 信息矩阵作为黎曼度量，再引入对偶联络，α-联络，研究此类流形的

几何性质与结构(详见文献[15])。 
定义 2.1：集合 

 ( ){ }; Θ nM p x θ θ= ∈ ⊂   (1) 

满足以下的正则条件成为一个流形。 
1) ( ); 0p x θ > ，而且当 1 2θ θ≠ 时， ( ) ( )1 2; ;p x p xθ θ≠ ； 

2) ( )
1 1

log ;,
n n

i i
i i

p x θ
θ θ= =

∂ ∂   
   
∂ ∂   

均线性无关； 

3) i iθ θ
∂ ∂

∫ = ∫
∂ ∂

； 

4) ( )log ;i p x θ
θ
∂ 

 ∂ 
存在所需要的各节矩。 

其中， x 是样本空间 X 中的随机变量， ( );p x θ 是关于 x 的概率密度函数，参数 θ是一个 n 维的向量，参

数 ( )1 2, , , Θnθ θ θ θ= ∈
，Θ 为 n 维实向量空间 n

 的开集，参数 θ可以看作流形 M 上的局部坐标系，我

们称这样的流形 M 为统计流形。 
定义 2.2：Fisher 信息矩阵的分量形式如下 

 ( ) ( ) ( )log ; log ;   , 1,2, ,ij i jg E p x p x i j nθ θ θ = ∂ ∂ =   ， (2) 

其中 i iθ
∂

∂ =
∂

，E 表示关于概率密度函数 ( );p x θ 的数学期望，我们定义的 Fisher 信息矩阵是正定的。 

定义 2.3：假设 *,∇ ∇ 是黎曼流形 ( ),M g 上的两个联络，如果对于任意的 ( ), ,X Y Z M∈— ，都有 

 ( ) ( ) ( )*, , ,X XXg Y Z g Y Z g Y Z= ∇ + ∇ ， (3) 

则称 *,∇ ∇ 互为对偶联络。显然， ( )**∇ =∇，而且当 *∇ =∇ 时，该联络关于度量 g 满足相容性。 
定义 2.4：α-联络的表达式为 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

, log ; log ;

1 log ; log ; log ;
2

Xg Y Z E XY p x Z p x

E X p x Y p x Z p x

α θ θ

α θ θ θ

 ∇ =  
−  +  ，

 

其中 , ,X Y Z 为流形 M 上的向量场，α为实参数，该联络是满足无挠性的。 
定义 2.5：α-联络 ( )α∇ 的挠率张量 ( )T α 和曲率张量 ( )R α 分别定义为 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ], : ,X YT X Y Y X X Yα α α= ∇ −∇ − ， (4) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ]
( )

,, : X Y Y X X YR X Y Z Z Z Zα α α α α α= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇ ， (5) 

定义 2.6：指数分布族为 

 ( ){ }; Θ nM p x θ θ= ∈ ⊂  。 (6) 

如果其概率密度函数可以表示为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

; , exp
n

i i
i

p x p k x M xθ θ θ ϕ θ
=

 
= = − + 

 
∑x ， (7) 

其中 ( ) , 1,2, ,ik x i n= = x ， ( )1 2, , , nθ θ θ θ=  为自然坐标系， ( )M x 是 x 的函数， ( )ϕ θ 是关于 θ 的势函

数，势函数是凸函数， ( )ϕ θ 的黑塞矩阵是正定矩阵，则指数分布族 M 在正则条件下构成为一个流形。 
定理 2.1：在自然坐标系 θ下，指数分布族流形 M 的几何量由下面的式子给出 

 ( ) ( )ij i jg θ ϕ θ= ∂ ∂ ， (8) 

 ( ) ( ) ( )ijk k ij i j kT gθ ϕ θ= ∂ = ∂ ∂ ∂ ， (9) 

 ( ) ( ) ( )1Γ
2ijk ijkTα αθ θ−

= ， (10) 

 ( ) ( )
21

4
mn

ijkl kmi jln kmj ilnR T T T T gα α−
= − ， (11) 

在文献[15]中缺少对该定理的证明，接下来将会对该定理进行简要的证明。 
证明(8)式： 

( ) ( )
( ) ( )

log , log ,

log , log , d

ij i j

i j

g E p p

p p x

θ θ

θ θ

 = ∂ ∂ 
= ∂ ∂∫

x x

x x ，
 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

,
log , log , ,

,

, ,
,

,

j
i j i

j i
i j

p
p p p

p

p p
p

p

θ
θ θ θ

θ

θ θ
θ

θ

 ∂
∂ ∂ = ∂   

 
∂ ∂

= ∂ ∂ −

x
x x x

x

x x
x

x
，

 

因为 

( ) ( ); d ; d 1 0i j i j i jp x x p x xθ θ∂ ∂ = ∂ ∂ = ∂ ∂ =∫ ∫ ， 

所以 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

, ,
log , log , d d

,
j i

i j

p p
p p x x

p
θ θ

θ θ
θ

∂ ∂
∂ ∂ = −∫ ∫

x x
x x

x
， 

即 

( ) ( ) ( )log , log , log ,i j i jE p p E pθ θ θ   ∂ ∂ = − ∂ ∂   x x x ， 

所以 

( ) ( )log ,ij i j i jg E p θ ϕ θ = − ∂ ∂ = ∂ ∂ x 。 
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证明(9)式： 

] [ ] [( )
( ) ( ) ( )( ), d , d

k ij k i j i j

k i j k j i

g E x x E x E x

x x p x x p xθ ϕ θ θ

 ∂ = ∂ − 

= ∂ − ∂ ∂ ∫∫ x x ，
 

其中 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

, d , dk i j i j k

i j k k i j

x x p x x x x p x x

E x x x E x E x x

θ ψ θ θ∂ = −

= −

∫ ∫x

，
 

和 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

, d , d

, d
k j i k j i

j i k k

i j k j k j i k i k

x p x x p x

x x p x

E x E x x E x x E x E x x E x x

ϕ θ θ θ

ϕ θ ϕ θ θ

∂ ∂ = ∂ ∂

= ∂ − ∂

= − + −

∫∫
∫

x x

x

，

 

因此 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )log , log , log ,

k ij i i j j k k

i j k

g E x E x x E x x E x

E p p pθ θ θ

∂ = − − −

= ∂ ∂ ∂x x x ，
 

所以 

( )ijk i j k k ijT gϕ θ= ∂ ∂ ∂ = ∂ 。 

证明(10)式：根据定义 2.4 可以直接得到(10)式 

( ) ( ) ( )1Γ
2ijk ijkTα αθ θ−

= 。 

证明(11)式：根据定义 2.5 可以得到曲率张量 ( )R α 在自然坐标系下的展开表达式 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )n n m m
ijkl j ik i jk nl jml ik iml jkR gα α α α α α α= ∂ Γ − ∂ Γ + Γ Γ −Γ Γ ， 

再由 ( ) ( )Γ Γl
ij lk ijkgα α= 和公式(10)可以得到 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1Γ Γ  Γ Γ
2

mn mn mn mn
ijkl i jkm j ikm nl inl jmk jnl imkR g g g T g T gα α α α αα− = ∂ − ∂ + −  ， 

再进一步的展开 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

Γ Γ Γ Γ

1
4

mn mn mn mn
ijkl i jkm i jkm j ikm j ikm nl

mn
inl jkm jnl ikm

R g g g g g

T T T T g

α α α α α

α

 = ∂ + ∂ − ∂ − ∂  
−

+ −

 
 

，

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21

Γ Γ
4

mn mn mn
ijkl nli jkm nlj ikm inl jkm jnl ikmR T g T g T T T T gα α α α−

= − + + − ， 

( ) ( ) ( ) ( )
211

2 4
mn mn

ijkl jnl ikm inl jkm inl jkm jnl ikmR T T T T g T T T T gα αα −−
= − + − ， 

最后结果化简为 

( ) ( )
21

4
mn

ijkl kmi jln kmj ilnR T T T T gα α−
= − 。 
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3. 狄利克雷分布流形 

定义 3.1： ( )1 2 1, , , nX x x x −=  是有 1n − 个变量且满足 1 1 1nx x −+ + ≤ 的正随机变量，具有参数向量

( )0 1, , nv v v −=  的狄利克雷分布的概率密度函数表示为 

 ( ) ( )
( ) ( )

0 10 1 1 1
0 1

0 1

; nn v v
n

n

v v
f X v x x

v v
−− − −
−

−

Γ + +
=
Γ Γ







， (12) 

其中 ( )0 1 1 0 11 , ,, n nx x x v v R R+ +
− −= − − − ∈ × ×   ，狄利克雷分布是一个多元连续分布，它与伽马分布密

切相关。 
定义 3.2：集合 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )0 10 1 1 1

0 1 0 1
0 1

; ; , ,nn v v
n n

n

v v
S f X v f X v x x v v R R

v v
−− − − + +
− −

−

 Γ + + = = ∈ × × Γ Γ  



  



， 

被称为狄利克雷分布流形。 
命题 3.1：狄利克雷分布是一种指数族分布。 
证明：狄利克雷分布的概率密度函数(12)可以改写为 

( ) {
( )

( ) ( ) ( )( )
( )}

0 0 1 1 1 1

0 1 1

0 1 1

0 1 1

exp log log log
 log log log

log log log

log

n n

n

n

n

f X v x v x v x
x x x
v v v

v v v

− −

−

−

−

= + + +
+ − − − −

− Γ + Γ + + Γ

− Γ + + +







 ，

 

( ) ( )
1 1

1 2

log ,i i i i

n

y x v
M y y y y

θ− −= =

= − + + +

，

，
 

势函数表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2log log log logn nϕ θ θ θ θ θ θ θ= Γ + Γ + + Γ − Γ + + +  。 

所以狄利克雷的概率密度函数可以写为 

 ( ) ( ) ( )
1

exp
n

i i
i

f y y M yθ ϕ θ
=

 
= − + 

 
∑ ， (13) 

其中 ( ) ( )1 0 1, , , ,n nv vθ θ θ −= =  被称为狄利克雷流形的自然坐标系， ( )M y 是仅依赖于 y 的函数，狄利克

雷流形是±1 平坦的，以上就证明了狄利克雷分布是一种指数族分布。 
定义 3.3：伽马函数的表达式如下，其中参数 0θ >  

 ( ) 1
0

e dtt tθθ
∞ − −Γ = ∫ 。 (14) 

定义 3.4：高斯普赛函数 ( )ψ θ 定义为 

 ( ) ( )( )d log
d

ψ θ θ
θ

= Γ 。 (15) 

定理 3.1：当 1 2 nθ θ θ θ= + + + ，对于 ( )1log nθ θΓ + + 关于 1 ,, ,i i nθ =  ，无论 i 取任何值，

( )1log nθ θΓ + + 的一阶偏导数都相等，也就是说
( )1 2log n

i

θ θ θ
θ

∂ Γ + + +
∂



都为同一个固定的值，我们令 

 
( )1 2log

    1, ,n

i

i n
θ θ θ

θ
∂ Γ + + +

Ψ = =
∂



 。 (16) 
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证明：将 ( )1log nθ θΓ + + 的一阶偏导数展开为 

( )

( )
( )

1

1

1 2

1 2

1 2

1
0

1
0

log
1, ,

e ln d

e d

n

n

n

i

n

n

t

t

i n

t t t

t t

θ θ

θ θ

θ θ θ
θ

θ θ θ
θ θ θ

∞ + − −

∞ + − −

∂ Γ + + +
=

∂
Γ + + +

=
Γ + +

′

+

= ∫
∫













，

，

 

由上式可以看出对于 ( )1 nθ θΓ + + ，它一阶偏导数与 i 的取值无关。同理，我们可以证明其二阶偏

导数与三阶偏导数也分别相等，我们令 

 
( )1 2log

   , 1, ,n

i j

i j n
θ θ θ
θ θ

∂ Γ + + +
Ψ = =

∂ ∂
′



 ， (17) 

 
( )1 2log

    , , 1, ,n

i j k

i j k n
θ θ θ
θ θ θ

∂ Γ + + +
Ψ = =

∂ ∂ ∂
′′



 。 (18) 

4. n 维狄利克雷分布流形的几何结构 

定理 4.1：n 维狄利克雷分布流形的 Fisher 信息矩阵为 

 ( )
( )

( )

( )

1

2 1
ij

n

g

ψ θ
ψ θ

ψ θ

 −Ψ −Ψ −Ψ 
 −Ψ −Ψ −Ψ =
 
 −Ψ −Ψ −Ψ 

′ ′ ′ ′
′ ′ ′

′ ′ ′ ′





   



，  (19) 

该矩阵是一个 n 维的正定矩阵，其中 ′Ψ 来自于公式(16)。 
该矩阵的行列式为 

 ( ) ( ) ( )
1 1

 1
n n

ij i
i ii

A det g ψ θ
ψ θ= =

 −Ψ
= = +  



′
′

′ 
∑ ∏ 。 (20) 

狄利克雷分布流形的 Fisher 信息矩阵的逆矩阵的表达式为 

( )

11 12 1

21 22 2

1 2

,  , 1, 2, ,

n

n
xy

n n nn

g g g
g g gg x y n

g g g

 
 
 = =
 
 
 







   



， 

当 x y= 时 

 ( )

( ) ( )1

1

1

n

i x
ixx

n
xi

i

g
ψ θ

ψ θ
ψ θ

≠

=

−Ψ+
=
 −Ψ+  
 

′
′

′ ′
′

∑

∑
， (21) 

当 x y≠ 时 

 

( ) ( ) ( )1
1

xy

n
x yi

i

g
ψ θ ψ θ

ψ θ=

Ψ
=
 −Ψ+ 

′

′
′ ′

′ 
 

∑
。 (22) 
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定理 4.2：n 维狄利克雷分布流形的挠率系数 ijkT 与 α-联络系数 ( )Γijk
α 为 

当 i j k= = 时 

( )
( ) ( )1

2

iii i

iii i

T
α

ψ θ
α ψ θ

′′ ′′

′

= −Ψ
−

 Γ = − ′′Ψ ′

，

，
 

其它情况时 

( ) 1
2

ijk

ijk

T
α α
= −Ψ

−
Γ = −

′′

Ψ′′

，

。
 

定理 4.3：n 维狄利克雷分布流形的 α-曲率张量为 

 ( ) ( )

( ) ( )

2

1

1
4

1

a
abac

n
ai

i

R α ψ θα

ψ θ
ψ θ=

−Ψ−
=

 −Ψ+  


′′ ′′

′ ′
′∑

， (23) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2

1

1
4

1

a b a b a b
abab

n
a bi

i

R α α ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ
ψ θ=

′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′− Ψ −Ψ +
=

 −Ψ+  
 

′

′ ′ ′
′∑

， (24) 

其中 ( ), , 1,2, ,a b c n∈  ，且互不相等。 
证明：令 ( ), , , 1,2, ,a b c d n∈  ，且互不相等，根据 n 维狄利克雷分布流形的挠率系数 ijkT 和公式(11)来

计算 n 维狄利克雷分布流形的 α-曲率张量。 
当 , , ,i j k l 互不相等时，令 ,  ,  ,  i a j b k c l d= = = = ，此时 

( ) ( ) ( )
2 21 1 0

4 4
mn mn

abcd acm bdn bcm adnR T T T T g gα α α ′′ ′′ ′′ ′′− −
= − = Ψ Ψ −Ψ Ψ = ， 

当 , , ,i j k l 相等时，令 i j k l a= = = = ，此时 

( ) ( )
21 0

4
mn

aaaa aam aan aam aanR T T T T gα α−
= − = ， 

当 , , ,i j k l 中有三个相等时，令 ,  i j k a l b= = = = ，此时 

( ) ( )
21 0

4
mn

aaab aam abn aam abnR T T T T gα α−
= − = ， 

所以狄利克雷分布流形的 α-曲率张量只有当 , , ,i j k l 中只有一对相等或者有两对互相相等时， ( )
ijklR α 的

值才不等于 0。 
当 , , ,i j k l 中只有一对相等时，令 ,  ,  i k a j b l c= = = = ，此时 

( ) ( )
21

4
mn

abac aam bcn abm acnR T T T T gα α−
= − ， 

当 m a≠ 时 

( ) ( )
21 0

4
mn

abacR gα α ′′ ′−
= Ψ Ψ −Ψ Ψ′ ′ ′′ =′ ， 

所以 m 只能为 a， ( )
abacR α

才不等于 0，即 
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( ) ( )

( )( )( )

( )( )

( )

( ) ( )

2

2

2

1

2

1

1
4

1
4

1
4

1
4

1

an
abac aaa bcn aba acn

an
a

n
ai

a
i

a

n
ai

i

R T T T T g

g

g

α α

α ψ θ

α ψ θ

ψ θα

ψ θ
ψ θ

=

=

−
= −

−
= −Ψ −Ψ −Ψ Ψ

−

′′ ′′ ′′ ′′ ′′

′′ ′′

′′ ′′

′

= −Ψ

−Ψ−
=

 −Ψ
+  

 
′

′

∑

∑
，

 

当 , , ,i j k l 中有两对分别相等时，令 ,  i k a j l b= = = = ，此时 

( ) ( )
21

4
mn

abab aam bbn abm banR T T T T gα α−
= − ， 

当 ,  m a n b≠ ≠ 时， 

( ) ( )
21 0

4
mn

ababR gα α ′′ ′−
= Ψ Ψ −Ψ Ψ′ ′ ′′ =′ ， 

所以只有m a= ，或者 n b= 时， ( )
ababR α

才不等于 0。 
当 ,  m a n b= ≠ 时 

( ) ( )( )( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1,

1

–

–

1
–

1

an an
aaa bbn baa abn a

n
an ai

aaa bbn baa abn a
i i b

a
ban

aaa bbn baa abn
n

ai
i

T T T T g g

T T T T g g

T T T T g

ψ θ

ψ θ

ψ θ
ψ θ

ψ θ
ψ θ

= ≠

=

= −Ψ −Ψ −Ψ Ψ

= −Ψ

 Ψ
−Ψ − 

′′ ′′


 =

 −

′′ ′′ ′′

′′ ′′

′
′′ ′′

′

Ψ
+  

 

′
′

′

∑

∑

，

，

，

 

当 ,  n b m a= ≠ 时 

( ) ( )( ) ( )( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )1

#
1

ab ab
aaa bbb baa abb a b

a b a bab
aaa bbb baa abb

n
a bi

i

T T T T g g

T T T T g

ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ
ψ θ=

′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′

′ ′′ ′′ ′

− = −Ψ −Ψ −Ψ Ψ

Ψ −Ψ +
− =

 −Ψ+  

′ ′′ ′′


′



′ ′
′∑

，

，  

所以 

( ) ( )

( )

( )

2

2

2

1 –
4

1 –
4

1
4

an
abab aaa bbn baa abn

mb
aam bbb bam abb

ab
aaa bbb baa abb

R T T T T g

T T T T g

T T T T g

α α

α

α

−
=

−
+

−
+ − ，

 

其中 n b≠ 和 m a≠ ，再将上式进一步展开 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )

( )

2

1 1

1

2

1 1
1

4
1 1

1

1

4

a b
b a

abab
n n

a bi i
i i

a b a b

n
a bi

i

R α

ψ θ ψ θ
α ψ θ ψ θ

θ ψ θ
ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ
ψ θ

ψ θ
α

= =

=

    Ψ Ψ
−Ψ − −Ψ −       −     = +    −Ψ −Ψ + Ψ +          

Ψ −Ψ +
+
 −Ψ

+

′ ′
′′ ′′ ′′ ′′

′ ′

′ ′
′ ′

′ ′

′ ′′ ′

      

−Ψ
−

=

′ ′′ ′′ ′′

′
′ ′

′

′′ ′′

∑ ∑

∑

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1

1

2

1

1

1

1

4
1

a b b a

n
a bi

i

a b a b

n
a bi

i

a b a b b a

n
a bi

i

ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ
ψ θ

ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ
ψ θ

α ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ
ψ θ

=

=

=

 −Ψ −Ψ −Ψ


 −Ψ +   
 

′′ ′′ Ψ −Ψ Ψ −Ψ Ψ
+ 

 −Ψ +

′ ′ ′′ ′′ ′ ′

′
′ ′

′

′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′

′
′ ′

′

′ ′

  
  

− Ψ −Ψ +
=

 ′−Ψ
+

′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′

  ′
 

′
′

∑

∑

∑
，

 

定理 4.3 证明完毕。 
定理 4.4：狄利克雷分布流形的 α-截面曲率的表达式为 

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2

1

1    
4

1

a b a b b a
abab

na b a b
a bi

i

K α ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θα
ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ
ψ θ=

′ ′′ ′′ ′′ ′′Ψ −Ψ +−
= ×

 ′−Ψ + −Ψ
+  



′ ′′ ′

′ ′ ′ ′ ′
′ ′

′ 
∑

(25) 

接下来利用狄利克雷分布流形的 α-曲率张量计算狄利克雷分布流形的 α-里奇曲率，对于里奇张量矩

阵中的项 ( )
ijR α ，令 ( ), , , 1,2, ,a b p q n∈  且 ,  a b p q≠ ≠ ，当矩阵中的项行和列坐标相等时，令 ,i j a= 和

,p q a≠ ，此时 
( ) ( ) kl
aa akalR R gα α= ， 

如果 ,  k a l a= ≠ ，或者 ,  k a l a= ≠ ，或者 ,  k a l a= = ，根据前面的计算 ( )
akalR α

都等于 0，从而 ( )
aaR α

等于

0，所以 ( )
aaR α

的展开表达如下 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

2

2
1

1

1 , 1

1
1  

4 1

1
  

pp pq
aa apap apaq

n

i pn a p i

p a p pn

i
i

n

i pn n
a b b a i a

p p q aa p p p

R R g R gα α α

ψ θ ψ θ ψ θα
ψ θ ψ θ ψ θ

θ

ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ
ψ θψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

≠

=

=

≠

= =

′
′ ′′ ′′ ′

′ ′ ′

= +

  Ψ
+   Ψ−   = 

−Ψ + Ψ 



 ′
  ′

Ψ
+  Ψ +



′
′′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′

′′

Ψ Ψ − +
′ ′ ′

∑
∑

∑

∑
∑ ∑ ( )qψ θ



′


。

 (26) 

当矩阵中的项行和列坐标不相等时，令 ,  i a j b= = 和 , ,p q a b≠ ，此时 
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( ) ( ) kl
ab akblR R gα α= ， 

如果 k l a= = 或 k l b= = ，此时 ( )
akblR α

等于 0，从而 ( )
abR α

等于 0，所以 ( )
abR α

展开为 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

2

2
1

1

1

1 1

1

4 1

1

pa bp pp
ab apba abbp apbp

pa bp pp
apab babp apbp

n
a

p a p an

i
i

n

i pn n ipb i

p pb p b p p

R R g R g R g

R g R g R g

α α α α

α α α

ψ θα
ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ

ψ θψ θ ψ θ
ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

=

=

= ≠

= =

= + +

= − − +

 − ′′ ′′ ′
′ ′ ′ ′

  ′ 
′

′′ ′′′′ ′

Ψ− Ψ= −
−Ψ +

−Ψ + −Ψ−Ψ Ψ +
′ ′′

′ ′ ′



′ ′
−

∑
∑

∑
∑ ∑ 



。

 (27) 

根据上述狄利克雷分布流形的 α-里奇曲率可以得到狄利克雷分布流形的 α-数量曲率。 
定理 4.5：狄利克雷分布流形的 α-数量曲率的表达式为 

 ( ) ( ) ( ) ( )

1 , 1

n n
ij aa ab

ij aa ab
a a b

R R g R g R gα α α α

= =

= = +∑ ∑ ， (28) 

其中 a b≠ ，由于带入具体值后，该表达式过长，这里就不具体展开。 

5. 三维狄利克雷分布流形的几何结构 

定义 5.1：三维狄利克雷分布流形定义为 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 210 1 2 1 1

1 2 1 2 0 1 2 
0 1 2

; ; 1 , ,v v vv v v
S f X v f X v x x x x v v v R R

v v v
− − − + +Γ + +

= = − − ∈ ×
  
 
 Γ Γ Γ 

。 

文献[14]中三维狄利克雷分布流形的几何量计算结果如下 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )(
) ( ) ( )( ) ( )

( )

2
2

1313 1 133 111 133 113 2 3

1 233 111 233 112 133 113 123 3 1 2

1 3 1 333 3 111

2
111 333 113 133 2 1 3 112 233 123 1 3

113 233 3 112 112 3

1 Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ ,
4
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ 2Ψ Ψ , ,

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

Ψ Ψ Ψ Ψ , , Ψ Ψ Ψ ,

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

R B
A

C

C B

α α θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ

−  ′′= − + −
′′+ − + + −

′′ ′′ ′′ ′′+ − −

+ − + −

′′+ − + ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2
33 123 1 2 3

2
3 113 333 113 133 1 2

2 Ψ , ,

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ ,

C

B

θ θ θ

θ θ θ

−

′′+ − + − 
，

 

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

2

2113 112 113 1 123 111 123 2 3

122 113 1 223 111 223 3 1 2

112 133 1 233 111 233 2 1 3

122 123 112 223 1 3
2

122 133 123 112 233 113 233 1 2 3

133 123

1 ,
4

, ,
, , ,

,

, ,

R B
A

C
C

B

C

α α θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ
θ θ

θ θ θ

−  ′′= Ψ Ψ +Ψ Ψ −Ψ Ψ
′′+ Ψ Ψ +Ψ Ψ −Ψ Ψ

+ Ψ Ψ +Ψ Ψ −Ψ Ψ

+ Ψ Ψ −Ψ Ψ

+ Ψ Ψ + Ψ −Ψ Ψ −Ψ Ψ

+ Ψ Ψ

′′

−Ψ( ) ( )113 233 1 2,B θ θΨ ，

 

α-曲率张量还有 ( )
1332R α

， ( )
1212R α

， ( )
2323R α

， ( )
1223R α

，这里就不一一展示。 
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在上述结果中 

( ) ( )
( )

i
i

i

θ
θ

θ
′Γ

Ψ =
Γ

， 

( ) ( )2
1

1
log n

ij n
i j

θ θ
θ θ

θ θ
∂ Γ + +

Ψ + + =
∂ ∂



 ， 

( ) ( )3
1

1
log n

ijk n
i j k

θ θ
θ θ

θ θ θ
∂ Γ + +

Ψ + + =
∂ ∂ ∂



 ， 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 11 2 22 3 33 12 13 23
2 2 2

13 2 22 23 1 11 12 3 33
2

2

     

,
, ,

yy xx xx yy xy

yz xx yz xy xz

A

B x y x y x y
C x y z x

θ θ θ

θ θ θ

′ ′ ′= Ψ −Ψ Ψ −Ψ Ψ −Ψ − Ψ Ψ Ψ

′ ′ ′+ Ψ Ψ −Ψ + Ψ Ψ −Ψ + Ψ Ψ −Ψ

′ ′ ′ ′= Ψ Ψ −Ψ Ψ −Ψ Ψ +Ψ Ψ − Ψ
′= Ψ Ψ −Ψ Ψ +Ψ Ψ

，

，

，

 

不难看出该结果过于冗长，也不利于我们后续的研究，所以，利用我们前面的结果，计算三维狄利

克雷分布流形的 α-曲率张量 ( ) ( )
1313 2113,  R Rα α

。 
三维狄利克雷分布流形的 Fisher 信息矩阵为 

( )
( )

( )
( )

1

2

3

ijg
ψ θ

ψ θ
ψ θ

 −Ψ −Ψ −Ψ
 = −Ψ −Ψ −

′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′

Ψ 
 −Ψ −Ψ −Ψ 

， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 3 2 3 1 2 2ijdet g ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ′ ′ ′ ′ ′ ′ = −Ψ ′ ′ ′+ + ′+   

三维狄利克雷分布流形的 Fisher 信息矩阵的逆矩阵的元素为 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

2 3 2 311

det ij

g
g

ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ−Ψ + +′ ′ ′ ′ ′
=  

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1 3 1 322

det ij

g
g

ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ−Ψ + +′ ′ ′ ′ ′
=  

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 333

det ij

g
g

ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ−Ψ + +′ ′ ′ ′ ′
=  

( )
12 13 21 23 31 32

det ij

g g g g g g
g

Ψ
= = = = =

′
=  

三维狄利克雷分布流形的 α-曲率张量为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

2
1 3 3 2 3 1

1212  

1 3
1 3 1 3

2
2

1
2113

1 1
1

2 3

1

4
 

1
4

1
  

R

R

α

α

α ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ
ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ
ψ θα
ψ θ ψ θ

ψ θ
ψ θ ψ θ

 − Ψ −Ψ + =
  

′ ′−

′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′

′ ′
′ ′ ′

′′ ′′

′ ′

Ψ + +   ′   
Ψ−

=
  

−Ψ + +    ′ ′ 
′


′

，

，

 

其中， ′Ψ 表示公式(17)中有三个参数 1θ ， 2θ 和 3θ 时的表达式， ′′Ψ 表示公式(18)中有三个参数 1 2,θ θ 和 3θ
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时的表达式。可以看出该结果明显更加简洁，我们给出 n 维狄利克雷分布流形的 α-曲率张量后续对于狄

利克雷分布流形的几何研究是很有帮助的。接下来计算三维狄利克雷分布流形的 α-截面曲率。 
三维狄利克雷分布流形的 α-截面曲率为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2
1 3 3 2 3 1

1212
 1 3

1 3 1 3 1 2 1 2
2

1

4
 

K α α ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ
ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ

 − Ψ −Ψ + =
  

 ′ ′ ′ ′−Ψ + + −Ψ +    

′ ′′ ′′ ′

′   

′ ′′ ′ ′′ ′

′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′

， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2
1 2 2 3 2 1

1313
 1 2

1 2 1 2 1 3 1 3
3

1

4
 

K α α ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ
ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ

 − Ψ −Ψ + =
  

 ′ ′ ′ ′−Ψ + + −Ψ +    

′ ′′ ′′ ′

′   

′ ′′ ′ ′′ ′

′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′

， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2
2 1 1 3 1 2

2323
 2 1

2 1 2 1 2 3 2 3
3

1

4
 

K α α ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ
ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ

 − Ψ −Ψ + =
  

 ′ ′ ′ ′−Ψ + + −Ψ +    

′ ′′ ′′ ′

′   

′ ′′ ′ ′′ ′

′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′

。 

同样，三维狄利克雷分布流形的 α-里奇曲率与 α-数量曲率可以由公式(26)，(27)和(28)计算得到。 
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