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摘 要

在大数据分析、机器学习特征选择与传感器网络优化等应用中，常需要在结构化约束 (如拟阵
约束) 下，从大量候选元素中选取一个子集以最大化收益并控制成本。该类问题可表述为正则
化次模最大化：g(S) = f(S) − c(S)，其中 f 为非负次模函数，c 为非负模函数。由于正则化

项的引入可能使目标值为负，传统乘性近似比不再适用，因而需要采用双准则近似框架。本文

提出一种参数化惩罚随机贪心算法：在每轮迭代中构造一个最大化
∑

u∈M (fu(S) − λc(u)) 的拟

阵基，并从中均匀随机选择元素加入解集，其中 λ ≥ 1 为可调惩罚参数。我们给出严格的概

率演化分析与完整推导，证明在假设 c(N) ≤ 2c(OPT ) 下，算法输出 Sk 满足标准双准则保证

E[f(Sk)− c(Sk)] ≥ αf(OPT )− β(λ)c(OPT ), α = 1+e−2

4
, β(λ) = λ(1− e−2)。刻画了惩罚强度对

成本系数的线性影响；通过求解 λ 的最优，我们得到 (0.283, 1) 的近似比保证。
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Abstract
In applications such as big data analysis, machine learning feature selection, and sen-
sor network optimization, it is often necessary to select a subset from a large set of
candidate elements under structural constraints (e.g., matroid constraints) to maxi-
mize the profit while controlling the cost. This kind of problem can be formulated
as regularized submodular maximization: g(S) = f(S)− c(S), where f is a nonnegative
submodular function and c is a nonnegative modular function. Since the introduction
of the regularization term may cause the objective value to be negative, the tradi-
tional multiplicative approximation ratio is no longer applicable, thus a bi-criteria
approximation framework is required. This paper proposes a parameterized penalty
stochastic greedy algorithm: in each round, it constructs a matroid basis that max-
imizes

∑
u∈M (fu(S) − λc(u)), and then uniformly selects an element from this basis to

add to the solution set, where λ ≥ 1 is an adjustable penalty parameter. We provide a
rigorous probabilistic evolution analysis and complete derivation, proving that under
the assumption c(N) ≤ 2c(OPT ), the output Sk satisfies the standard bi-criteria guar-
antee: E

[
f(Sk) − c(Sk)

]
≥ αf(OPT ) − β(λ)c(OPT ), α = 1+e−2

4
, β(λ) = λ(1 − e−2). This

characterizes the linear influence of the penalty strength on the cost coefficient; by
solving for the optimal λ, we obtain an approximation guarantee of (0.283, 1).
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1. 引言

在人工智能、数据挖掘与运筹优化的实际应用中，从海量候选项中选取高价值子集是一类核

心问题。无论是传感器网络的覆盖优化、社交网络的影响力最大化，还是机器学习中的特征选择，

其目标函数通常表现出“边际效益递减”的特性，即次模性 (Submodularity) [1]。然而，在实际决
策中，单纯追求效用最大化往往会导致模型过拟合或资源超支。因此，正则化次模最大化——即最

大化“收益减成本”的目标函数 g(S) = f(S)− c(S) ——成为了更具实际意义的研究课题 [2]。

与此同时，现实世界的决策空间往往受到复杂的结构化限制。拟阵作为组合优化中描述“独

立性”的高度抽象工具，能够统一刻画线性独立性、匹配、生成树等多种约束结构 [3]。因此，研
究拟阵约束下的正则化次模最大化问题，不仅具有实际应用价值，也为一类复杂的组合优化问题

提供了通用的理论框架。

然而，正则化次模最大化问题面临理论与算法的双重挑战。在理论层面，正则化项的引入导

致目标函数不再有非负性的保证，使得传统的乘性近似比衡量标准失效 [4]。在算法层面，现有针
对复杂约束的高效算法多基于随机贪心策略，其输出结果的不确定性与高方差难以满足离线关键

任务系统对结果稳定性与可复现性的严格要求 [5]。

针对上述挑战，本文聚焦于拟阵约束下的正则化次模最大化问题，借鉴 Distorted Greedy 的
思想，提出一种基于参数化惩罚机制的随机贪心算法。我们将固定的惩罚系数推广为可调参数 λ，

通过严格的概率分析证明了该算法在期望意义下的双准则近似性能。这一工作不仅为正则化次模

最大化问题提供了清晰的理论基准，也通过参数 λ 的引入，允许决策者在收益保证与成本控制之

间进行灵活权衡。

2. 预备知识

2.1. 次模函数与模函数

令 N = {1, 2, . . . , n} 为大小为 n 的基础集，f : 2N → R≥0 为非负集合函数。

定义 1 (次模性). 䳼ਾ࠳ᮦ f 㻡〦Ѱ⅗⁗࠳ᮦ，ᖉъӻᖉሯӄԱᝅⲺ䳼ਾ S, T ⊆ N，┗䏩φ

f(S) + f(T ) ≥ f(S ∪ T ) + f(S ∩ T ).

ㅿԭ൦，ሯӄԱᝅⲺ S ⊆ T ⊆ N ㍖ݹૂ u ∈ N \ T，ᴿφ

f(S ∪ {u})− f(S) ≥ f(T ∪ {u})− f(T ).

定义 2 (边际收益). ㍖ݹ u ሯ䳼ਾ S Ⲻ䗯䱻᭬ⴀᇐѿѰφ

fu(S) , f(S ∪ {u})− f(S).

䘑ж↛൦，ሯӄ䳼ਾ A ⊆ N \ S，ᇐѿ fA(S) , f(S ∪A)− f(S)Ⱦ
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定义 3 (模函数). 䳼ਾ࠳ᮦ c : 2N → R≥0 㻡〦Ѱ⁗࠳ᮦ，㤛ެ┗䏩㓵ᙝਥࣖᙝφ

c(S) =
∑
u∈S

c({u}).

൞ᵢᮽѣ，⁗࠳ᮦ c(S) ⭞ӄ㺞⽰䘿਌䳼ਾ S ᡶ䴶᭥ԎⲺᡆᵢȾ

2.2. 拟阵理论

定义 4 (拟阵). жѠᤕ䱫㌱㔕 M = (N, I) ⭧ะ⹶䳼 N ૂ⤢㄁䳼ᰅ I ⊆ 2N 㓺ᡆ，┗䏩ԛспᶗ

φ⨽ޢ

1) 䶔グᙝφ∅ ∈ Iχ

2) Ֆ䙈ᙝφ㤛 B ∈ I ъ A ⊆ B，ࡏ A ∈ Iχ

3) Ӛᦘᙝφ㤛 A,B ∈ I ъ |A| < |B|，ࡏᆎ൞ݹ㍖ u ∈ B \A，ֵᗍ A ∪ {u} ∈ IȾ

定义 5 (基与秩). ᤕ䱫ѣᶷཝⲺ⤢㄁䳼〦Ѱะ，ᡶᴿะޭᴿ⴮ੂⲺཝቅ，〦Ѱᤕ䱫Ⲻ〟，䇦Ѱ kȾ

ᵢᮽٽ䇴㓜ᶕᶗԬѰᤕ䱫㓜ᶕ，〟Ѱ kȾ

定理 1 (强基交换定理). 䇴 B1 ૂ B2 ᱥᤕ䱫MⲺњѠะ，ࡏᆎ൞жѠਂሺ ϕ : B1 \B2 → B2 \B1，

ֵᗍሯӄԱᝅ x ∈ B1 \B2，䳼ਾ (B1 \ {x}) ∪ {ϕ(x)} ᱥM ⲺжѠะȾ

2.3. 正则化次模最大化问题

定义 6 (正则化目标函数). ᮦᖘᕅѰφ࠳ौ⅗⁗ᴶཝौ䰤从Ⲻⴤḽࡏ↙

g(S) = f(S)− c(S),

ެѣ f Ѱ䶔䍕⅗⁗࠳ᮦ，c Ѱ䶔䍕⁗࠳ᮦȾ

由于 g(S) 可能取负值，传统的乘性近似比定义失效，因此引入双准则近似比：

定义 7 (双准则近似比). 䇴 S∗ ѰޞቶᴶՎ䀙Ⱦሯӄ㔏ᇐⲺᑮᮦ α, β ≥ 0，㤛㇍⌋䗉࠰Ⲻ䀙 S ┗

䏩φ

f(S)− c(S) ≥ α · f(S∗)− β · c(S∗),

〦䈛㇍⌋ޭᴿࡏ (α, β)-ਂࡏ߼䘇ղ∊Ⱦ䙐ᑮѰҼ᧝࡬ᡆᵢ，ᡇԢᑂᵑ β ታਥ㜳ቅδ᧛䘇 1εȾ

引理 1 (随机采样的期望下界). 䇴 A(p) Ѱ䳼ਾ A ⲺжѠ䳅ᵰᆆ䳼，ެѣ∅Ѡݹ㍖ԛᾸ⦽ p ⤢㄁

⧦࠰ (0 ≤ p ≤ 1)Ⱦ㤛 f Ѱ⅗⁗࠳ᮦ，ެࡏᵕᵑٲ┗䏩φ

E[f(A(p))] ≥ (1− p)f(∅) + pf(A).
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推论 1. ሯӄԱᝅ䳼ਾ T ૂᵃԄ࠼ᐹ D Ⲻ䳅ᵰ䳼ਾ S，㤛┗䏩 minu∈N PrS∼D[u /∈ S] ≥ q，ࡏᴿφ

ES∼D[f(T ∪ S)− c(T ∪ S)] ≥ q · f(T )− c(T )− ES∼D[c(S)].

在正则化次模最大化问题中，目标函数 g(S) = f(S) − c(S) 可能取负值。直接应用确定性贪

心策略容易陷入局部最优。为此，我们提出一种参数化惩罚随机贪心算法，其核心思想是在贪心

选择阶段将成本项的权重放大至 λ 倍，以抑制高成本元素过早被选入解集。

3. 参数化惩罚随机贪心算法及其近似比分析

3.1. 算法设计

本算法的基本框架源自经典的随机贪心思想：在每一轮迭代中，并不直接选择单个边际收益

最大的元素，而是首先在当前解的基础上构造一个满足拟阵可行性的候选基，然后从该基中均匀

随机选择一个元素加入当前解。

针对正则化目标中特有的成本控制需求，算法在候选基的构造阶段引入了参数化成本惩罚机

制。具体而言，引入惩罚参数 λ ≥ 1，在每一轮迭代中，候选基通过最大化线性化的惩罚增益∑
u∈M

(
fu(S)− λc(u)

)

来选取。通过调整 λ，可以更灵活地平衡收益与成本的控制力度。

算法 1. 拟阵约束下参数化惩罚随机贪心算法

输入: 基础集 N，次模收益函数 f，模成本函数 c，拟阵M = (N, I)，秩 k，惩罚参数 λ ≥ 1
输出: 独立集 Sk

1: 初始化: 令 S0 为包含 k 个虚拟元素的任意基，其中虚拟元素具有零收益和零成本。
2: for i = 1 to k do
3: 生成候选基: 寻找一个基 Mi ∈ B(M)，使其最大化当前的线性化参数化惩罚增益：

Mi ∈ arg max
M∈B(M)

∑
u∈M

(
fu(Si−1)− λc(u)

)
.

4: 随机选择: 从 Mi 中均匀随机选择一个元素 ui。
5: 基交换操作: 根据拟阵的强基交换性质，存在元素 g(ui) ∈ Si−1，使得 Si−1 ∪ {ui} \ {g(ui)} ∈ I。
6: 更新解: Si ← Si−1 ∪ {ui} \ {g(ui)}。
7: end for
8: return Sk

3.2. 概率演化分析

令 pi,u 表示真实元素 u 在第 i 次迭代后属于集合 Si 的概率。
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引理 2 (概率上界). ሯӄԱᝅ 0 ≤ i ≤ k ૂⵕᇔݹ㍖ u，ᴿ

pi,u ≤
1

2

[
1−

(
1− 2

k

)i
]
.

䇷᱄. 用归纳法。

1) 基础步： i = 0 时 S0 只含虚拟元素，故 p0,u = 0，等式右侧亦为 0，成立。

2) 归纳步： 假设对 i− 1 成立。考虑第 i 步：元素 u 在 Si 中要么是“原来就在 Si−1 且没被

删掉”，要么是“本轮被加入”。

由于本轮从大小为 k 的集合 Mi 中均匀抽取 ui，且随后会执行一次基交换删除某个元素，因

此对任意固定元素 u，

Pr(u 在本轮被选为加入元素) ≤ 1

k
, Pr(u 在本轮被删除) ≤ 1

k
.

于是由全概率公式，

pi,u = Pr(u ∈ Si)

≤ Pr(u ∈ Si−1)

(
1− 1

k

)
+ Pr(u /∈ Si−1)

1

k

= pi−1,u

(
1− 1

k

)
+ (1− pi−1,u)

1

k

= pi−1,u

(
1− 2

k

)
+

1

k
.

(1)

将归纳假设代入并化简即可得到结论：

pi,u ≤
1

2

[
1−

(
1− 2

k

)i
]
.

3.3. 混合集合期望界

定义辅助函数

hλ(S)f(S ∪OPT )− λc(S ∪OPT ).

由于 f 次模且 c 模，hλ 为次模函数。

命题 1 (混合集合期望界). ሯԱᝅ 0 ≤ i ≤ k，

E[hλ(Si)] = E[f(Si∪OPT )−λc(Si∪OPT )] ≥ 1

2

[
1 +

(
1− 2

k

)i
]
f(OPT )−λc(OPT )−λ

2
c(N). (2)
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䇷᱄. 由引理 2，maxu pi,u ≤ 1
2

[
1−

(
1− 2

k

)i]
，故

1−max
u

pi,u ≥
1

2

[
1 +

(
1− 2

k

)i
]
. (3)

由次模随机下界，

E[f(OPT ∪ Si)] ≥ (1−max
u

pi,u)f(OPT ).

将 (3) 代入上式得收益项下界：

E[f(OPT ∪ Si)] ≥
1

2

[
1 +

(
1− 2

k

)i
]
f(OPT ). (4)

成本项：由模性与非负性

c(OPT ∪ Si) ≤ c(OPT ) + c(Si).

且

E[c(Si)] =
∑
u∈N

pi,uc(u) ≤ (max
u

pi,u)
∑
u∈N

c(u) ≤ 1

2
c(N).

故

E[c(OPT ∪ Si)] ≤ c(OPT ) +
1

2
c(N). (5)

将 (4)(5) 合并并乘以 −λ，即得 (2)。

3.4. 单步增益与损失

命题 2 (期望增益). ㅢ i ㍖┗䏩ݹޛࣖ↛

E
[
fui

(Si−1)− λc(ui)
]
≥ 1

k
E[hλ(Si−1)]−

1

k
E
[
f(Si−1)− λc(Si−1)

]
. (6)

䇷᱄. 与原稿命题 2 同构：因 ui 在 Mi 上均匀，

E[fui
(Si−1)− λc(ui)] =

1

k

∑
u∈Mi

(
fu(Si−1)− λc(u)

)
.

由 Mi 的最优性， ∑
u∈Mi

(fu(Si−1)− λc(u)) ≥
∑

u∈OPT

(fu(Si−1)− λc(u)).
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次模性给出
∑

u∈OPT fu(Si−1) ≥ f(Si−1∪OPT )−f(Si−1)，模性给出
∑

u∈OPT c(u) = c(OPT )，

从而 ∑
u∈OPT

(fu(Si−1)− λc(u)) ≥ f(Si−1 ∪OPT )− f(Si−1)− λc(OPT ).

注意恒等式

hλ(Si−1)−
(
f(Si−1)− λc(Si−1)

)
= f(Si−1 ∪OPT )− f(Si−1)− λc(OPT ),

代入并除以 k 即得结论。

命题 3 (期望损失). ㅢ i ↛〱䲚ݹ㍖┗䏩

E
[
fg(ui)(Si−1 \ g(ui))− c(g(ui))

]
≤ 1

k
E[f(Si−1)− c(Si−1)]. (7)

䇷᱄. 由强基交换性质，可将本轮从 Mi 选取 u 后被移除的元素记作 g(u) ∈ Si−1；并且可选取交

换映射使得 u 7→ g(u) 在 Mi 与 Si−1 之间为双射（每轮删掉的元素在 Si−1 中“均摊”）。

因此

E
[
fg(ui)(Si−1 \ g(ui))− c(g(ui))

]
=

1

k

∑
u∈Mi

(
fg(u)(Si−1 \ g(u))− c(g(u))

)
. (7.1)

由于 u 7→ g(u) 为双射，上式等于

1

k

∑
v∈Si−1

(
fv(Si−1 \ v)− c(v)

)
. (7.2)

对任意集合 S，由次模性可得“最后边际和不超过总值”：取任意排列 S = {v1, . . . , vk}，令
St = {v1, . . . , vt}，则

f(S)− f(∅) =
k∑

t=1

fvt(St−1) ≥
k∑

t=1

fvt(S \ vt),

其中不等号来自 S \ vt ⊇ St−1 与边际递减。因此∑
v∈Si−1

fv(Si−1 \ v) ≤ f(Si−1)− f(∅) = f(Si−1). (7.3)

又
∑

v∈Si−1
c(v) = c(Si−1)，联立 (7.2)(7.3) 得到

1

k

∑
v∈Si−1

(
fv(Si−1 \ v)− c(v)

)
≤ 1

k

(
f(Si−1)− c(Si−1)

)
.

代回 (7.1) 即得结论。
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3.5. 总体递推、求和展开与最终双准则

记

ΦiE[f(Si)− c(Si)], r1− 2

k
.

一步变化：

Φi = Φi−1 + E[fui
(Si−1)− c(ui)]− E[fg(ui)(Si−1 \ g(ui))− c(g(ui))]. (8)

由于 λ ≥ 1，

fui
(Si−1)− c(ui) =

(
fui

(Si−1)− λc(ui)
)
+ (λ− 1)c(ui) ≥ fui

(Si−1)− λc(ui). (8.1)

将 (8.1)、命题 2 与 3 代入 (8.0)，并用

−E[f(Si−1)− λc(Si−1)] = −Φi−1 + (λ− 1)E[c(Si−1)] ≥ −Φi−1,

可得

Φi ≥ rΦi−1 +
1

k
E[hλ(Si−1)]. (8.2)

再由命题 1（将 i 替换为 i− 1）：

E[hλ(Si−1)] ≥
1

2
(1 + ri−1)f(OPT )− λc(OPT )− λ

2
c(N). (9)

代入 (8) 得到

Φi ≥ rΦi−1 +
1

2k
(1 + ri−1)f(OPT )− λ

k
c(OPT )− λ

2k
c(N). (10)

展开求和： 将 (10) 两边乘 rk−i 并对 i = 1, . . . , k 求和，用望远镜结构与 Φ0 = 0，得到

Φk ≥
k∑

i=1

rk−i

[
1

2k
(1 + ri−1)f(OPT )− λ

k
c(OPT )− λ

2k
c(N)

]
. (11)

计算几何级数

k∑
i=1

rk−i =
1− rk

1− r
=

k

2
(1− rk),

k∑
i=1

rk−iri−1 = krk−1,

代回得

Φk ≥
[
1− rk

4
+

rk−1

2

]
f(OPT )− λ

2
(1− rk)c(OPT )− λ

4
(1− rk)c(N). (12)
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令 k →∞，用 rk = (1− 2
k
)k → e−2 与 rk−1 → e−2，得到

E[f(Sk)− c(Sk)] ≥
1 + e−2

4
f(OPT )− λ

2
(1− e−2)c(OPT )− λ

4
(1− e−2)c(N). (13)

消去 c(N)： 在假设 c(N) ≤ 2c(OPT ) 下，

−λ

4
(1− e−2)c(N) ≥ −λ

4
(1− e−2) · 2c(OPT ) = −λ

2
(1− e−2)c(OPT ).

代入 (13) 得最终不含 c(N) 的双准则保证：

E[f(Sk)− c(Sk)] ≥
1 + e−2

4
f(OPT )− λ(1− e−2)c(OPT ). (14)

3.6. 参数 λ 的理论最优选取

由上一小节的推导，在假设 c(N) ≤ 2c(OPT ) 下，我们已经得到对任意 λ ≥ 1 的保证：

E[f(Sk)− c(Sk)] ≥ αf(OPT )− β(λ)c(OPT ), α =
1 + e−2

4
, β(λ) = λ(1− e−2). (15)

将右端视为关于 λ 的下界函数

L(λ)αf(OPT )− λ(1− e−2)c(OPT ).

由于 c(OPT ) ≥ 0 且 1− e−2 > 0，有

d

dλ
L(λ) = −(1− e−2)c(OPT ) ≤ 0,

因此 L(λ) 在 λ ≥ 1 上单调不增，从而可得理论最优参数。

命题 4 (理论最优参数). ൞㓜ᶕ λ ≥ 1 с，ֵс⮂ L(λ) ᴶཝⲺ৸ᮦѰ

λ⋆ = 1, max
λ≥1

L(λ) = L(1) = αf(OPT )− (1− e−2)c(OPT ).

命题 4 仅从最坏情形理论下界角度给出 λ 的最优选取。在实际应用中，取更大的 λ 会更强地

抑制高成本元素，可能带来更低的实际成本或更稳定的输出，但相应地，理论双准则中成本系数

β(λ) 会随 λ 线性增大。

定理 2 (双准则近似比). Ԛ λ ≥ 1Ⱦ㤛┗䏩 c(N) ≤ 2c(OPT ⌊㇍ࡏ，( 1 䗉࠰ Sk ┗䏩

E[f(Sk)− c(Sk)] ≥ αf(OPT )− c(OPT ),

ެѣ
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α =
1 + e−2

4
≈ 0.283.

4. 结论

本文研究了拟阵约束下的正则化次模最大化问题 g(S) = f(S)− c(S)。针对正则化导致目标值

可能为负从而使经典乘性近似比失效的困难，我们采用双准则近似框架，并提出参数化惩罚随机

贪心算法：在候选基构造阶段以 fu(S)− λc(u) 作为惩罚增益进行选择，从而用参数 λ 调节成本抑

制强度。在严格的概率演化与拟阵基交换分析下，我们证明在假设 c(N) ≤ 2c(OPT ) 时算法满足

E[f(Sk)− c(Sk)] ≥
1 + e−2

4
f(OPT )− c(OPT ),

从而得到双准则近似比的理论保证。
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