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摘 要

经典 Adams 谱序列是研究球面稳定同伦群 π∗S 的最基本工具，利用 May 谱序列的相关理论对
Adams 谱序列的 E2-项进行研究，具体给出了 δ̃s+4h0hn ∈ Exts+7,tq+s

A (Zp, Zp) 在 Adams 谱序列
中的非平凡性，其中 p ≥ 11�n ≥ 2�0 ≤ s ≤ p−5�t = pn+(s+4)p3+(s+3)p2+(s+2)p+(s+2)�q =

2(p− 1)�
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Abstract

The classical Adams spectral sequence is the most fundamental tool for studying the
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stable homotopy groups of spheres π∗S. By using the relevant theories of the May spec-
tral sequence, we study the E2-term of the Adams spectral sequence, and specifically
give the non-triviality of δ̃s+4h0hn ∈ Exts+7,tq+s

A (Zp, Zp) in the Adams spectral sequence,
where p ≥ 11, n ≥ 1, 0 ≤ s ≤ p− 5, t = pn +(s+4)p3 +(s+3)p2 +(s+2)p+(s+2), q = 2(p− 1).

Keywords

Adams Spectral Sequence, May Spectral Sequence, Nontriviality, δ̃s Family
Elements

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc.
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0).
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

1. 引言

在稳定同伦论中，利用 Adams 谱序列 (ASS) 发掘球面和其他空间的稳定同伦群中的非平凡
元素是一种经典且有效的方法之一. 令 A 是模 p 的 Sreenrod 代数，S 表示在素数 p 处局部化

的球谱，固定 q = 2 (p− 1). J.F.Adams 在文献 [1] 中证明了存在谱序列 { Es,t
r , dr }, 该谱序列

的 Es,t
2

∼= Exts,tA (Zp, Zp) ⇒ πt−sS. 这里 Adams 谱序列的 Es,t
2 -项是谱的上同调, 具有 Adams 微

分 ds,tr : Es,t
r −→ Es+r,t+r−1

r (r ≥ 2). 因此，对于一个具有收敛性的 Adams 谱序列的非平凡元素
xi ∈ Es,∗

2 对应球面稳定同伦群的一个非零元 fi ∈ π∗S.

由文献 [2]知，当 p ≥ 11, 0 < s < p−4, t̃(s) = q[(s+4)p3+(s+3)p2+(s+2)p+(s+1)]+s时,存
在第四希腊字母元素 0 ̸= α̃

(4)
s = δ̃s+4 ∈ Ext

s+4,t̃(s)
A (Zp, Zp).进一步，由文献 [3]可知 Ext1,∗A (Zp, Zp)

的 Zp 基由 a0 ∈ Ext1,1A (Zp, Zp),hi ∈ Ext1,p
iq

A (Zp, Zp), (i ≥ 0) 组成.

hn 元素族与 δ̃ 元素族在稳定同伦理论中均具有典型应用.hn 元素族作为 Adams 谱序列一阶
Ext 生成元，不仅构成了 α̃ 族等经典周期元的基本单元，而且参与了 β̃ 族、γ̃ 族的构造，并且决

定了低维 Adams 微分形式. 而 δ̃ 元素族作为高阶希腊字母元素，常出现在高维稳定茎中，并为构

造非平凡同伦元素提供了素材. 二者乘积的平凡性，是计算球面稳定同伦群结构的重要内容. 于是，
本文讨论乘积元素 δ̃s+4h0hn 的平凡性, 得到主要定理如下:

定理 1. ᖉ p ≥ 11, n ≥ 2, 0 ≤ s ≤ p−5, t = pn+(s+4)p3+(s+3)p2+(s+2)p+(s+2), q = 2(p−1)

ᰬθҎ〥ݹ㍖ 0 ̸= δ̃s+4h0hn ∈ Exts+7,tq+s
A (Zp, Zp).

下面给出 May 谱序列的相关知识，最后证明该定理.
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2. 介绍

林金坤在 [4] 一书中指出，球面稳定同伦群的研究本质上分为两部分。首先是一个纯代数问题:
计算 Ext∗,∗A (Zp, Zp), 其中 p 为素数，A 是模 p 的 Sreenrod 代数. 第二个问题更具几何性，即确定
Ext∗,∗A (Zp, Zp) 中哪些元素能在 Adams 谱序列中留存至 E∞-项并代表哪些球面之间的映射.

对于上述第一部分，目前计算 Ext∗,∗A (Zp, Zp) 最成功的方法就是 May 谱序列 (MSS). 在这里
我们主要介绍一些基础知识，如有不详可具体参见书 [5]

根据 [5], 存在 May 谱序列 { Es,t�∗
r , dr }, 其收敛于 Exts,tA (Zp, Zp), 且其 E1-项为

E∗,∗,∗
1 = E(hm,i | m > 0, i ≥ 0)⊗ P (bm,i | m > 0, i ≥ 0)⊗ P (am | m ≥ 0),

其中 E 是外代数，P 是多项式代数，并且对其生成元有

hm,i ∈ E
1,2(pm−1)pi,2m−1
1 , bm,i ∈ E

2,2(pm−1)pi+1,p(2m−1)
2 , am ∈ E1,2pm−1,2m+1

1 ,

hm,i, bm,i, am分别代表 [ξp
i

m ],
∑p−1

k=1 C
k
p/p[ξ

kpi

m | ξ(p−k)pi

m ]和 [τm]所在的同调类 (A∗ = E(τ0, τ1, τ2 · · · )⊗
P (ξ1, ξ2, ξ3, · · · ))

对于 May 微分 dr : E
s,t,M
r −→ Es+r,t,M−r

r , 若 x ∈ Es,t,M
r , y ∈ Es′,t′,M ′

r , 有

dr(x · y) = dr(x) · y + (−1)sx · dr(y).

并且存在一种分次交换性
x · y = (−1)(s+t)(s′+t′)y · x

第一 May 微分 d1 由 

d1(hi,j) =
∑

0<k<i

hi−k,k+jhk,j ,

d1(ai) =
∑

0≤k<i

hi−k,kak,

d1(bi,j) = 0

给出.
对于给定的 x ∈ Es,t,M

1 , 我们分别定义 dim(x) = s,deg(x) = t,M(x) = M , 对于上述 E∗,∗,∗
1 的

生成元，我们有: 

dim(hi.j) = dim(aj) = 1, dim(bi.j) = 2,

M(hi,j) = 2i− 1,M(ai) = 2i+ 1,M(bi,j) = (2i− 1)p,

deg(hi,j) = 2(pi − 1)pj = (pj + · · ·+ pi+j−1)q,

deg(bi,j) = 2(pi − 1)pj+1 = (pj+1 + · · ·+ pi+j)q,

deg(ai) = 2pi − 1 = (1 + · · ·+ pi−1)q + 1,

deg(a0) = 1,
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下面，我们使用文献 [6] 中给出的决定 E∗,∗,∗
1 生成元的方法证明主要定理.

3. 主要定理的证明

引理 1. 䇴 p ≥ 11, n ≥ 2, 0 ≤ s ≤ p−5, t = pn+(s+4)p3+(s+3)p2+(s+2)p+(s+2), q = 2(p−1),

ࡏ May 䉧ᓅࡍⲺ E1-亯 Es+5,tq+s,∗
1 Ⲻ⭕ᡆྸݹсφ

(1) ᖉ n=2 ᰬθ⋗ᴿ⭕ᡆݹ;

(2) ᖉ n=3 ᰬθ⋗ᴿ⭕ᡆݹ;

(3) ᖉ n=4 ᰬθᴿ 12 Ѡ⭕ᡆݹ:

g1 = a5a
s−1
4 h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0, g2 = as−1

4 a1h5,0h4,0h3,1h2,2h1,3

g3 = as4h4,1h4,0h2,2h1,3h1,0, g4 = as4h4,0h3,2h2,2h2,0h1,3

g5 = as4h4,0h3,0h2,3h2,2h1,3, g6 = as4h5,0h3,1h2,2h1,3h1,0

g7 = as4h4,0h3,2h3,1h1,3h1,0, g8 = as4h4,0h3,2h2,2h2,0h1,3

g9 = as4h4,0h3,1h2,2h2,3h1,0, g10 = as4h4,0h3,0h2,2h2,3h1,3


(M1 = 9s+ 19)

g11 = as4h5,0h4,0h1,3b2,1

}
(M2 = 9s+ 3p+ 17)

g12 = as4h5,0h4,0h2,2b1,2

}
(M3 = 9s+ p+ 19)

(4) ᖉ n ≥ 5 ъ s = p − 5 ᰬθᴿ 1 Ѡ⭕ᡆݹ g13 = ap−5
n hn,0hn−2,2hn−3,3hn−4,4h5,0 (M4 =

2np− 2n+ p− 18).

䇷᱄. 由文献 [6] 介绍的方法，考虑生成元 g = x1 · · ·xby1 · · · ym ∈ F m̃+b,tq+s,∗
1 , 其中 xi = ai, yi =

him,jm .由 tq+s = q[pn+(s+4)p3+(s+3)p2+(s+2)p+(s+2)]+s知,b = s,所以 g = x1 · · ·xsy1 · · · ym,

且有以下方程组:



x1,0 + · · ·+ xs,0 + y1,0 + · · ·+ ym,0 = (s+ 2) + k1p = c0,

x1,1 + · · ·+ xs,1 + y1,1 + · · ·+ ym,1 = (s+ 2) + k2p− k1 = c1,

x1,2 + · · ·+ xs,2 + y1,2 + · · ·+ ym,2 = (s+ 3) + k3p− k2 = c2,

x1,3 + · · ·+ xs,3 + y1,3 + · · ·+ ym,3 = (s+ 4) + k4p− k3 = c3,

x1,4 + · · ·+ xs,4 + y1,4 + · · ·+ ym,4 = 0 + k5p− k4 = c4,

...

x1,n−1 + · · ·+ xs,n−1 + y1,n−1 + · · ·+ ym,n−1 = 0 + knp− kn−1 = cn−1,

x1,n + · · ·+ xs,n + y1,n + · · ·+ ym,n = 1n − kn = cn,
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上述线性方程组对应矩阵

A B

x1,0 · · · xs,0 y1,0 · · · ym,0

x1,1 · · · xs,1 y1,1 · · · ym,1

... . . . ...
... . . . ...

x1,n · · · xs,n y1,n · · · ym,n



c0

c1

...

cn

可以交换矩阵 A 部分和 B 部分的列，上面矩阵可以转化为如下形式的新矩阵

A B

I1

I2

. . .

I3



其中 A 部分中的一列 (

i︷ ︸︸ ︷
1, · · · , 1, 0, · · · , 0)T 表示 ai, B 部分中的一列 (0, · · · , 0, 1, · · · , 1, 0, · · · , 0)T

(j0s, i1s, 0, · · · , 0) 表示 hi,j .

按照文献 [6] 的方法得到 F ∗,∗,∗
1 的生成元后，需要进行替换操作 hi,j+1 → bi,j 或分解操作

hi,j → hi−k,j+khk,j , ai → ai−jhj,i−j . 经过分解和替换操作后就可得到 Es,t,∗
1 的所有生成元.

情形 1 n = 2

此时 tq + s = q[(s+ 4)p3 + (s+ 4)p2 + (s+ 2)p+ (s+ 2)] + s, 且方程组化为

(s+ 2) + k1p = c0

(s+ 2) + k2p− k1 = c1

(s+ 4) + k3p− k2 = c2

(s+ 4)− k3 = c3

由生成元的次数可知,K = (k1, k2, k3) 只能是 K = (0, 0, 0), 则相对应的 S = (s + 2, s + 2, s +

4, s+ 4), 且 m̃ = 4 < 5, 因此得到矩阵
1 · · · 1 1 1 0 0

1 · · · 1 1 1 0 0

1 · · · 1 1 1 1 1

1 · · · 1 1 1 1 1


s+ 2

s+ 2

s+ 4

s+ 4
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它决定元素 as4h
2
4,0h

2
2,2 ∈ F s+4,∗,∗

1 . 由次数原因可知，该元素需要进行一次分解或者替换操作,
但该元素无论进行一次分解, 还是进行一次替换都会出现 h2

i,j , 这意味着在此情形下，生成元不存

在.

情形 2 n = 3

此时 tq + s = q[(s+ 5)p3 + (s+ 3)p2 + (s+ 2)p+ (s+ 2)] + s, 且方程组化为

(s+ 2) + k1p = c0

(s+ 2) + k2p− k1 = c1

(s+ 3) + k3p− k2 = c2

(s+ 5)− k3 = c3

由生成元的次数可知,K = (k1, k2, k3) 只能是 K = (0, 0, 0), 则相对应的 S = (s + 2, s + 2, s +

3, s+ 5), 且 m̃ = 5, 因此得到矩阵

1 · · · 1 1 1 0 0 0

1 · · · 1 1 1 0 0 0

1 · · · 1 1 1 1 0 0

1 · · · 1 1 1 1 1 1



s+ 2

s+ 2

s+ 3

s+ 5

它决定元素 as4h
2
4,0h2,2h

2
1,3 ∈ F s+5,∗,∗

1 . 由次数原因可知, 该元素无需分解，于是有

0 = as4h
2
4,0h2,2h

2
1,3 ∈ Es+5,tq+s,∗

1 .

情形 3 n = 4

此时 tq + s = q[p4 + (s+ 4)p3 + (s+ 3)p2 + (s+ 2)p+ (s+ 2)] + s, 且方程组化为

(s+ 2) + k1p = c0

(s+ 2) + k2p− k1 = c1

(s+ 3) + k3p− k2 = c2

(s+ 4) + k4p− k3 = c3

(s+ 5)− k4 = c4

由生成元的次数可知,K = (k1, k2, k3, k4) = (0, 0, 0, 0), 则相对应的 S = (s+ 2, s+ 2, s+ 3, s+

4, 1), 且 m̃ = 4 < 5, 此时，得到矩阵的前 5 行可能为
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

1 · · · 1 1 1 0 0

1 · · · 1 1 1 0 0

1 · · · 1 1 1 1 0

1 · · · 1 1 1 1 1

1 · · · 0 0 0 0 0

0 · · · 0 1 0 0 0

0 · · · 0 0 0 1 0

0 · · · 0 0 0 0 1



s+ 2

s+ 2

s+ 3

s+ 4

1 · · · (1)
· · · (2)
· · · (3)
· · · (4)

第 5 行选择 (1), 可得到矩阵

1 · · · 1 1 1 0 0

1 · · · 1 1 1 0 0

1 · · · 1 1 1 1 0

1 · · · 1 1 1 1 1

1 · · · 0 0 0 0 0



s+ 2

s+ 2

s+ 3

s+ 4

1

它决定元素 a5a
s−1
4 h2

4,0h2,2h1,3 ∈ F s+4,∗,∗
1 .

类似地，第 5 行分别选择 (2), (3), (4), 可以得到元素{
as4h5,0h4,0h2,2h1,3, as4h

2
4,0h3,2h1,3, as4h

2
4,0h2,2h2,3

}
∈ F s+4,∗,∗

1

对上述四个元素进行一次分解或者一次替换操作，得到 Es+5,tq+s,∗
1 的非零生成元

a5a
s−1
4 h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0, as−1

4 a1h5,0h4,0h3,1h2,2h1,3, as4h4,1h4,0h2,2h1,3h1,0

as4h4,0h3,2h2,2h2,0h1,3, as4h4,0h3,0h2,3h2,2h1,3, as4h5,0h3,1h2,2h1,3h1,0,

as4h4,0h3,2h2,2h2,0h1,3,

 ∈ Es+5,∗,∗
1

情形 4 n ≥ 5

此时 tq + s = q[pn + (s+ 4)p3 + (s+ 3)p2 + (s+ 2)p+ (s+ 2)] + s, 且方程组化为

(s+ 2) + k1p = c0

(s+ 2) + k2p− k1 = c1

(s+ 3) + k3p− k2 = c2

(s+ 4) + k4p− k3 = c3

0 + k5p− k4 = c4
...
0 + knp− kn−1 = cn−1

1− kn = cn
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此时, 序列 K = (k1, k2, · · · , kn) 有如下可能K1 = (0, 0, · · · , 0)

Ki = (0, 0, · · · , 0, 1(i), 1, · · · , 1)

其中 1(i) 表示序列 Ki 的第 i 项为 1.

对每个 Ki, 可以得到相对应的序列 S = (c0, c1, · · · , cn) 为S1 = (s+ 2, s+ 2, s+ 3, s+ 4, 0, · · · , 0, 1)

Si = (s+ 2, s+ 2, s+ 3, s+ 4, 0 · · · , 0, p(i), p− 1, · · · , p− 1, 0)

情形 4.1 K = K1 = (0, 0, · · · , 0)

此时, 相对应的序列 S = S1 = (s+ 2, s+ 2, s+ 3, s+ 4, 0, · · · , 0, 1), m̃ = 5. 进而得到矩阵

1 · · · 1 1 1 0 0 0

1 · · · 1 1 1 0 0 0

1 · · · 1 1 1 1 0 0

1 · · · 1 1 1 1 1 0

0 · · · 0 0 0 0 0 0

· · · · · ·
0 · · · 0 0 0 0 0 0

0 · · · 0 0 0 0 0 1



s+ 2

s+ 2

s+ 3

s+ 4

1
...
0

1

它决定元素 as4h
2
4,0h2,2h1,3h1,n ∈ F s+5,∗,∗

1 . 由次数原因可知, 该元素无需分解，于是有

0 = as4h
2
4,0h2,2h1,3h1,n ∈ Es+5,tq+s,∗

1 .

情形 4.2 K = Ki = (0, 0, · · · , 0, 1(i), 1, · · · , 1)(6 ≤ i ≤ n)

此时, 相对应的序列 S = Si = (s + 2, s + 2, s + 3, s + 4, 0 · · · , 0, p(i), p − 1, · · · , p − 1, 0), m̃ =

p+ 3 > 5. 根据前面介绍的生成元确定方法知，此情形下生成元不存在.

情形 4.3 K = K5 = (0, 0, 0, 0, 1, 1, · · · , 1)

此时, 相对应的序列 S = S5 = (s + 2, s + 2, s + 3, s + 4, p, p − 1, · · · , p − 1, 0). 我们知道

0 < s < p− 4, 即 0 < s ≤ p− 5. 下面分别考虑 0 < s < p− 5 和 s = p− 5.

情形 4.3.1 K = K5 = (0, 0, 0, 0, 1, 1, · · · , 1) 且 0 < s < p− 4

此时, 相对应的序列 S = S5 = (s+ 2, s+ 2, s+ 3, s+ 4, p, p− 1, · · · , p− 1, 0). 通过计算不难得

到

m̃ = m0 +m1 + · · ·+mn = p− s > 5
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根据前面介绍的生成元确定方法知，此情形下生成元不存在.

情形 4.3.2 K = K5 = (0, 0, 0, 0, 1, 1, · · · , 1) 且 s = p− 5

此时有

S = S5 = (s+ 2, s+ 2, s+ 3, s+ 4, s+ 5, s+ 4, · · · , s+ 4, 0)

同样可计算得出 m̃ = 5, 并且得到下面矩阵

1 · · · 1 1 1 1 0 0 0

1 · · · 1 1 1 1 0 0 0

1 · · · 1 1 1 1 1 0 0

1 · · · 1 1 1 1 1 1 0

1 · · · 1 1 1 1 1 1 1

1 · · · 1 1 1 1 1 1 0

1 · · · 1 1 1 1 1 0 1

1 · · · 1 1 1 1 0 1 1

1 · · · 1 1 1 0 1 1 1

1 · · · 1 0 1 1 1 1 1



s+ 2

s+ 2

s+ 3

s+ 4

p = s+ 5

p− 1 = s+ 4 · · · (1)

· · · (2)

· · · (3)

· · · (4)

· · · (5)

第 6 行分别选择 (1) ∼ (5), 可以得到 ap−5
n h2

n,0hn−2,2hn−3,3h1,4, ap−5
n h2

n,0hn−2,2h2,3hn−4,4, ap−5
n h2

n,0h3,2hn−3,3hn−4,4,

ap−5
n hn,0h5,0hn−2,2hn−3,3hn−4,4, ap−6

n a5h
2
n,0hn−2,2hn−3,3hn−4,4

 ∈ F s+5,∗,∗
1

由次数原因可知, 上述元素无需分解，于是下面有 Es+5,tq+s,∗
1 的非零生成元{

ap−5
n hn,0h5,0hn−2,2hn−3,3hn−4,4

}
∈ Es+5,tq+s,M4

1

其中,M4 = 2np− 2n+ p− 18.

综上，引理得证.

引理 2. ᖉ p ≥ 11, n ≥ 2, 0 ≤ s ≤ p− 5, ㍖ݹ δ̃s+4h0hn ∈ Exts+7,tq+s
A (Zp, Zp) ਥԛ㻡 May 䉧ᓅࡍ

ѣⲺݹ㍖ as4h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0h1,n ∈ Es+6,tq+s,9s+18
1 ᡶ㺞⽰θެѣ t = pn + (s+ 4)p3 + (s+ 3)p2 +

(s+ 2)p+ (s+ 2), q = 2(p− 1), q = 2(p− 1).

䇷᱄. 由次数原因，h1,0, h1,n 在 May谱序列中是永久循环的，并且非平凡的收敛到 h0, hn.而由 [1]
可知，第四希腊字母族 δ̃s+4 可由 May 谱序列中的 as4h4,0h3,1h2,2h1,3 ∈ Es+4,t′q+s,∗

1 所表示，其中

t′ = (s+ 4)p3 + (s+ 3)p2 + (s+ 2)p+ (s+ 1).

因此,乘积元素 δ̃s+4h0hn ∈ Exts+7,tq+s
A (Zp, Zp)可由May谱序列中的 as4h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0h1,n
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∈ Es+6,tq+s,9s+18
1 所表示.

下面给出定理 1 的证明.
定理 1. ᖉ p ≥ 11, n ≥ 2, 0 ≤ s ≤ p−5, t = pn+(s+4)p3+(s+3)p2+(s+2)p+(s+2), q = 2(p−1)

ᰬθҎ〥ݹ㍖ 0 ̸= δ̃s+4h0hn ∈ Exts+7,tq+s
A (Zp, Zp).

䇷᱄. 由引理 1 知 δ̃s+4h0hn 可以被 May 谱序列中的中的 as4h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0h1,n

∈ Es+6,tq+s,9s+18
1 所表示.

接下来，我们需要证明乘积元素 as4h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0h1,n 不被 May 微分
dr : Es+5,tq+s,9s+18−r

r −→ Es+6,tq+s,9s+18
r (r ≥ 1) 击中. 这意味着，我们需要处理 Es+5,tq+s,M

1 中那

些 M > 9s+18 的生成元. 根据引理 1,Es+5,tq+s,∗
1 的生成元 gi(1 ≤ i ≤ 15) 均满足 M > 9s+18. 下

面我们考虑 Es+5,tq+s,∗
1 的所有生成元的第一 May 微分.

考虑生成元 g!, 其中 M(g1) = 9s+ 19, 由 May 微分公式得到下面微分形式：

d1(g1) = d1(a5a
s−1
4 h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0)

= d1(a5)a
s−1
4 h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0 + (−1)a5d1(a

s−1
4 h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0)

= (h5,0a0 + h4,1a1 + h3,2a2 + h2,3a3 + h1,4a4)a
s−1
4 h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0

− a5d1(a
s−1
4 )h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0 − (−1)s−1a5a

s−1
4 d1(h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0)

= (h5,0a0 + h4,1a1 + h3,2a2 + h2,3a3 + h1,4a4)a
s−1
4 h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0

− a5(s− 1)as−2
4 (h4,0a0 + h3,1a1 + h2,2a2 + h1,3a3)h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0

− (−1)s−1a5a
s−1
4 d1(h4,0)h3,1h2,2h1,3h1,0 − (−1)sa5a

s−1
4 h4,0d1(h3,1h2,2h1,3h1,0)

= (h5,0a0 + h4,1a1 + h3,2a2 + h2,3a3 + h1,4a4)a
s−1
4 h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0

− (−1)s−1a5a
s−1
4 (h3,1h1,0 + h2,2h2,0 + h1,3h3,0)h3,1h2,2h1,3h1,0

− (−1)sa5a
s−1
4 h4,0d1(h3,1)h2,2h1,3h1,0 + (−1)sa5a

s−1
4 h4,0h3,1d1(h2,2h1,3h1,0)

= (h5,0a0 + h4,1a1 + h3,2a2 + h2,3a3 + h1,4a4)a
s−1
4 h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0

− (−1)sa5a
s−1
4 h4,0(h2,2h1,1 + h1,3h3,1)h2,2h1,3h1,0 + (−1)sa5a

s−1
4 h4,0h3,1d1(h2,2)h1,3h1,0

+ (−1)s+1a5a
s−1
4 h4,0h3,1h2,2d1(h1,3h1,0)

= (h5,0a0 + h4,1a1 + h3,2a2 + h2,3a3 + h1,4a4)a
s−1
4 h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0

+ (−1)sa5a
s−1
4 h4,0h3,1(h1,3h1,2)h1,3h1,0

= (h5,0a0 + h4,1a1 + h3,2a2 + h2,3a3 + h1,4a4)a
s−1
4 h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0 ̸= 0

类似地, 考虑生成元 gi(2 ≤ i ≤ 10),M(gi) = 9s+ 19, 第一 May 微分 d1 作用在生成元上的像
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如下:

d1(g2) = (−1)s−1as−1
4 a0h5,0h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0 + (−1)as−1

4 a1(h4,1h1,0 + h3,2h2,0

+ h2,3h3,0)h4,0h3,1h2,2h1,3 ̸= 0

d1(g3) = (−1)as4(h3,2h1,1 + h2,3h2,1 + h1,4h3,1)h4,0h2,2h1,3h1,0

+ (−1)sas−1
4 a1h4,1h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0 ̸= 0

d1(g4) = sas−1
4 (h4,0a0 + h3,1a1)h4,0h3,2h2,2h2,0h1,3 + (−1)sas4h3,2h3,1h2,2h2,0h1,3h1,0

+ (−1)s+1as4h4,0h2,3h2,2h2,0h1,3h1,2 + (−1)s+1as4h4,0h3,2h1,3h1,1h1,0 ̸= 0

d1(g5) = sas−1
4 a1h4,0h3,1h3,0h2,3h2,2h1,3 + (−1)s+1as4h4,0(h2,1h1,0 + h1,2h2,0)h2,3h2,2h1,3

+ (−1)sas4h3,1h3,0h2,3h2,2h1,3h1,0 ̸= 0

d1(g6) = (−1)sas4(h3,2h2,0 + h2,3h3,0 + h1,4h4,0)h3,1h2,2h1,3h1,0

+ sas−1
4 a0h5,0h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0 ̸= 0

d1(g7) = sas−1
4 a2h4,0h3,2h3,1h2,2h1,3h1,0 + (−1)s+1as4h4,0(h2,3h1,2 + h1,4h2,2)h3,1h1,3h1,0

+ (−1)sas4h3,2h3,1h2,2h2,0h1,3h1,0 + (−1)sas4h4,0h3,2h2,2h1,3h1,1h1,0 ̸= 0

d1(g8) = sas−1
4 a1h4,0h3,2h3,1h2,2h2,0h1,3 + (−1)sas4h3,2h3,1h2,2h2,0h1,3h1,0

+ (−1)s+1as4h4,0h2,3h2,2h2,0h1,2h1,3 + (−1)s+1as4h4,0h3,2h2,2h1,3h1,1h1,0 ̸= 0

d1(g9) = sas−1
4 (h1,3a3)h4,0h3,1h2,2h2,3h1,0 + (−1)sas4(h1,3h3,0)h3,1h2,2h2,3h1,0

+ (−1)s+1as4h4,0(h1,3h2,1)h2,2h2,3h1,0 + (−1)sas4h4,0h3,1(h1,3h1,2)h2,3h1,0

+ (−1)s+1as4h4,0h3,1h2,2(h1,4h1,3)h1,0 ̸= 0

d1(g10) = (−1)s+1as4h4,0(h2,1h1,0 + h1,2h2,0)h2,2h2,3h1,3 + (−1)sas4(h3,1h1,0)h3,0h2,2h2,3h1,3

+ sas−1
4 (h3,1a1)h4,0h3,0h2,2h2,3h1,3 ̸= 0

由上述计算易知，我们得到的生成元 gi(2 ≤ i ≤ 10) 的第一 May 微分非零，并且都至少含有
一个其他生成元的第一 May 微分中所没有的项，可知这些生成元的第一 May 微分是线性无关的.
这意味着，当 r ≥ 2 时，E

s+5,tq+s,M(gi)
r = 0(1 ≤ i ≤ 11). 因此, 对 r ≥ 1 时，有

as4h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0h1,n /∈ dr(E
s+5,tq+s,M1
r )
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对于生成元 g12 ∈ Es+5,tq+s,M3

1 , g13 ∈ Es+5,tq+s,M4

1 , g14 ∈ Es+5,tq+s,M5

1 有:

d1(g11) = sas−1
4 (h3,1a1 + h2,2a2)h5,0h4,0h1,3b2,1

+ (−1)sas4(h4,1h1,0 + h3,2h2,0 + h2,3h3,0)h4,0h1,3b2,1

+ (−1)s+1as4h5,0(h3,1h1,0 + h2,2h2,0)h1,3b2,1 ̸= 0

d1(g12) = sas−1
4 (h3,1h1,0 + h1,3h3,0)h5,0h4,0h2,2b1,2

+ (−1)sas4(h4,1h1,0 + h3,2h2,0 + h2,3h3,0)h4,0h1,3b2,1

+ (−1)s+1as4h5,0(h3,1h1,0 + h1,3h3,0)h2,2b1,2 + (−1)sas4h5,0h4,0h1,3h1,2b1,2 ̸= 0

d1(g13) = d1(a
p−5
n hn,0hn−2,2hn−3,3hn−4,4h5,0)

= (p− 5)ap−6
n (hn−1,1a1 +

n−6∑
k=5

hn−k,kak

+
n−1∑

k=n−4

hn−k,kak)hn,0hn−2,2hn−3,3hn−4,4h5,0 + · · · ̸= 0

同理，对 r ≥ 1 且 2 ≤ i ≤ 4 有

as4h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0h1,n /∈ dr(E
s+5,tq+s,Mi
r )

由上述结果可知，当 p ≥ 11, n ≥ 2, 0 ≤ s ≤ p−5时,as4h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0h1,n ∈ Es+6,tq+s,9s+18
1

不被任何 May 微分击中. 因此,as4h4,0h3,1h2,2h1,3h1,0h1,n 在 MSS 中永久循环, 进而非平凡地收敛到
δ̃s+4h0hn ∈ Exts+7,tq+s

A (Zp, Zp). 定理 1 得证.
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