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摘  要 

机器学习作为人工智能的核心领域，其理论基础与数学密不可分。本文以《机器学习》课程中的数学基

础为核心，系统探讨了数学理论在机器学习中的关键作用及其在实际应用中的价值。研究聚焦于线性代

数、概率论、优化理论以及微积分等核心数学内容，深入分析了这些理论在机器学习算法设计、模型优

化和性能评估中的具体应用。基于“问题驱动”和“案例教学”的研究思路，本文提出了一种将数学理

论与机器学习实践深度融合的方法框架，并通过典型应用场景验证了其有效性。研究结果表明，通过强

化数学基础、优化理论教学以及注重实践应用，能够显著提升机器学习算法的性能及其在实际问题中的

适用性。本文的研究不仅为机器学习领域的理论发展提供了新的视角，还为相关技术的实际应用提供了

理论支持和实践指导。 
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Abstract 
Machine learning, as a core domain of artificial intelligence, is inherently intertwined with mathemat-
ical foundations. This paper focuses on the mathematical underpinnings of the “Machine Learning” 
course, systematically exploring the critical role of mathematical theories in machine learning and 
their value in practical applications. The research centers on core mathematical topics, such as lin-
ear algebra, probability theory, optimization theory, and calculus, delving into their specific appli-
cations in machine learning algorithm design, model optimization, and performance evaluation. 
Based on a “problem-driven” and “case-based teaching” approach, this study proposes a methodo-
logical framework that deeply integrates mathematical theory with machine learning practice, and 
its effectiveness is validated through typical application scenarios. The results demonstrate that 
strengthening mathematical foundations, optimizing theoretical instruction, and emphasizing practi-
cal applications can significantly enhance the performance of machine learning algorithms and 
their applicability to real-world problems. This research not only provides new perspectives for the 
theoretical development of machine learning but also offers theoretical support and practical guid-
ance for the application of related technologies. 
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1. 研究背景和意义 

机器学习作为人工智能的核心技术，在现代社会中扮演着至关重要的角色。它通过从数据中自动提

取规律和模式，赋予计算机完成复杂任务的能力，如图像识别、语音处理和预测分析等。机器学习不仅

推动了人工智能技术的飞速发展，还在金融、医疗、制造、交通等多个领域实现了广泛应用，显著提升

了效率与决策质量。例如，在医疗领域，机器学习辅助疾病诊断和药物研发，为精准医疗提供了有力支

持；在金融领域，机器学习被用于风险评估和欺诈检测，增强了金融系统的安全性与稳定性；在制造业

中，机器学习优化生产流程并预测设备故障，推动了智能制造的发展。此外，机器学习还为应对全球性

挑战(如气候变化和能源管理)提供了数据驱动的解决方案，助力可持续发展目标的实现。随着技术的不断

进步，机器学习正在深刻改变我们的生活和工作方式，成为推动社会经济发展和科技创新的核心驱动力，

并持续引领未来技术变革的方向[1] [2]。 
数学是机器学习的基石，为其提供了坚实的理论支撑和方法论工具。机器学习中的算法设计、模型

优化和性能评估都依赖于数学理论。例如，线性代数用于处理高维数据和矩阵运算，概率论为统计建模

和不确定性分析奠定了基础，优化理论则用于求解模型参数和最小化损失函数。微积分在梯度计算和反

向传播中发挥着关键作用，而统计学方法则帮助评估模型的泛化能力和鲁棒性。数学不仅为机器学习提

供了严谨的理论框架，还推动了算法的创新与改进。例如，支持向量机(SVM)依赖于凸优化理论，深度学

习中的反向传播算法则基于链式法则。可以说，没有数学的支撑，机器学习将无法实现从数据中提取知
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识、预测未来和优化决策的核心目标。因此，深入理解数学理论是掌握机器学习技术的关键，也是推动

人工智能领域进一步发展的重要前提[3]-[5]。 
然而，当前许多研究者和从业者对数学基础的理解不足，导致算法应用受限，难以解决复杂问题。

本研究通过系统探讨数学理论在机器学习中的核心作用，旨在构建数学与机器学习实践之间的桥梁，为

算法设计和应用提供理论支持。同时，研究结合“问题驱动”和“案例教学”的方法，探索如何将数学理

论融入实际应用场景，提升学习者的理论掌握能力和实践能力。这不仅有助于推动机器学习领域的理论

创新，还为教育实践和技术应用提供了可操作的指导方案。通过强化数学基础与机器学习的深度融合，

本研究为人工智能技术的进一步发展奠定了坚实基础，具有重要的学术价值和广泛的应用前景[6]-[8]。 

2. 线性代数在机器学习中的应用 

1) 矩阵运算：用于表示和处理数据(如特征矩阵) 
矩阵运算作为机器学习中最基础的数学工具之一，在数据的表示、处理和分析中发挥着至关重要的作

用。在机器学习中，数据通常以矩阵的形式进行存储和操作，其中特征矩阵是最为常见的表示形式——每

一行对应一个样本，每一列对应一个特征。通过矩阵运算，研究者能够高效地实现数据的转换、组合与

分析，从而为模型训练和推理提供支持。例如，在图像处理领域，图像可以被表示为像素矩阵，通过矩

阵乘法实现旋转、缩放等几何变换；在自然语言处理领域，词向量通过矩阵运算实现语义空间的映射与

降维，从而捕捉词汇之间的语义关系。矩阵运算的高效性不仅体现在其数学表达的简洁性上，更在于其

能够充分利用现代计算硬件的并行计算能力，使其成为大规模数据处理和复杂模型训练的核心工具。因

此，矩阵运算的深入理解与熟练应用，是机器学习研究与实践中不可或缺的基础能力。 
2) 特征值与特征向量：用于降维(如 PCA)和模型分析 
特征值与特征向量是线性代数中的重要概念，在机器学习中具有广泛的应用。特征值反映了矩阵在

某些方向上的缩放程度，而特征向量则代表了这些方向。在降维技术中，主成分分析(PCA)是一个典型的

应用。PCA 通过计算数据的协方差矩阵的特征值和特征向量，找到数据中方差最大的方向(即主成分)，
从而实现数据的降维。这不仅减少了数据的维度，还能保留数据的主要信息，提高模型的效率和性能。

此外，特征值与特征向量在模型分析中也发挥着重要作用。例如，在谱聚类中，通过拉普拉斯矩阵的特

征分解实现数据的聚类；在马尔可夫链中，特征值用于分析系统的稳态行为。以下是特征分解的公式及

其解释，给定一个方阵 n nA R ×∈ ，其特征分解可表示为： 
1A Q Q−= Λ  

其中 A 是一个 n n× 的方阵，Q 是一个 n n× 的矩阵，其列向量是 A 的特征向量，Λ是一个对角矩阵，其

对角线上的元素是 A 的特征值。 
3) 奇异值分解(SVD)：用于推荐系统和数据压缩 
奇异值分解(SVD)是一种将矩阵分解为三个特定矩阵乘积的技术，广泛应用于推荐系统和数据压缩

等领域。在推荐系统中，SVD 被用于协同过滤算法，通过分解用户–物品评分矩阵，提取潜在的用户偏

好和物品特征，从而预测用户对未评分物品的偏好。Netflix 的推荐系统就利用了 SVD 技术来提高推荐的

准确性。在数据压缩中，SVD 通过保留矩阵的主要奇异值，实现数据的低秩近似，从而减少存储空间和

计算复杂度。例如，在图像压缩中，SVD 可以将图像矩阵分解为多个低秩矩阵的叠加，通过保留主要奇

异值实现图像的高效压缩。此外，SVD 还在自然语言处理中用于潜在语义分析(LSA)，通过分解词–文档

矩阵提取语义主题。 
接下来举一个推荐系统的例子。推荐系统的目标是预测用户对未评分物品的偏好。将用户–物品交
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互数据表示为矩阵 m nA × ，行为 m 个用户，列为 n 个物品，则元素 ijA 表示用户 i 对物品 j 的评分(缺失值需

预测)。真实场景中，用户评分通常由少量潜在因素驱动(例如电影推荐中的题材，演员，导演等)。用户

和物品的交互行为并非完全独立，而是受这些潜在因素共同影响。假设存在 k 个潜在因素 ( ),k m n ，则

用户特征可表示为 m kU × (每行是用户在潜在空间中的向量)，物品特征可表示为 n kV × (每行是物品在潜在空

间中的向量)，评分矩阵可近似为 TA UV≈ ，其秩不超过 k 。低秩性成立的条件：1) 用户偏好和物品属性

由少量共同因素决定(现实通常成立)，2) 矩阵中大部分评分是冗余的(例如喜欢科幻的用户倾向于给科幻

电影高分)。 

3. 概率统计在机器学习中的应用 

1) 概率分布：用于建模数据生成过程(如高斯分布) 
概率分布是概率论中的核心概念，用于描述随机变量的可能取值及其对应的概率。在机器学习中，

概率分布被广泛用于建模数据的生成过程。例如，高斯分布(正态分布)是最常用的概率分布之一，因其数

学性质优良且能够描述许多自然现象的数据分布。在聚类算法(如高斯混合模型)中，高斯分布用于描述每

个簇的数据分布；在生成模型(如变分自编码器)中，概率分布用于生成新的数据样本。此外，概率分布还

在贝叶斯网络、隐马尔可夫模型等概率图模型中发挥重要作用，帮助建模复杂的依赖关系。通过选择合

适的概率分布，可以更准确地描述数据的特性，从而提高模型的性能。以下是高斯分布的概率密度函数： 

( ) ( )2

22

1 exp
22π

x
f x

µ
σσ

 −
 = −
 
 

 

x 是随机变量， µ 是均值，表示数据的中心位置，σ 是高斯分布的标准差，表示数据的离散程度。 
2) 贝叶斯定理：用于分类(如朴素贝叶斯)和推理 
贝叶斯定理是概率论中的重要定理，描述了在已知某些条件下事件发生的概率如何更新。在机器学

习中，贝叶斯定理被广泛应用于分类和推理任务。例如，朴素贝叶斯分类器是一种基于贝叶斯定理的简

单但高效的分类算法，常用于文本分类和垃圾邮件过滤。它假设特征之间相互独立，通过计算后验概率

来确定样本的类别。此外，贝叶斯定理还在贝叶斯网络和贝叶斯优化中发挥重要作用。在贝叶斯网络中，

它用于推理变量之间的条件依赖关系；在贝叶斯优化中，它用于优化黑箱函数，特别是在超参数调优中

表现出色。贝叶斯方法的优势在于能够结合先验知识和观测数据，提供概率化的推理结果。以下是贝叶

斯定理及其解释： 

( ) ( ) ( )
( )

|
|

P B A P A
P A B

P B
⋅

=  

其中 ( )|P A B 是在事件 B 发生的条件下，事件 A 发生的概率，称为后验概率， ( )|P B A 是在事件 A 发生

的条件下，事件 B 发生的概率，称为似然， ( )P A 是事件 A 发生的先验概率， ( )P B 是事件 B 发生的边缘

概率，通常通过全概率公式计算： 

( ) ( ) ( )| i i
i

P B P B A P A= ⋅∑  

3) 期望与方差：用于评估模型性能(如偏差–方差分解) 
期望和方差是概率论中的基本概念，分别用于描述随机变量的平均值和离散程度。在机器学习中，

期望和方差被广泛用于评估模型的性能。例如，在偏差–方差分解中，模型的泛化误差可以分解为偏差、

方差和噪声三部分。偏差反映了模型预测值与真实值之间的系统性误差，方差反映了模型对训练数据的

敏感性，而噪声则是数据本身的随机性。通过分析偏差和方差，可以诊断模型的过拟合或欠拟合问题，

https://doi.org/10.12677/pm.2025.155157


刘帅，王立成 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.155157 94 理论数学 
 

并采取相应的改进措施。此外，期望和方差还在损失函数的设计、正则化方法的应用以及模型性能的评

估中发挥重要作用。例如，均方误差(MSE)就是基于期望的损失函数，用于回归任务中评估模型的预测精

度。 

4. 优化理论在机器学习中的应用 

1) 梯度下降：用于模型参数优化(如线性回归、神经网络) 
梯度下降是机器学习中最常用的优化算法之一，用于求解模型参数的最优值。其核心思想是通过迭

代调整参数，使目标函数(如损失函数)逐步逼近最小值。在每次迭代中，梯度下降根据目标函数对参数的

梯度(即偏导数)更新参数，梯度的方向指示了函数值下降最快的方向。例如，在线性回归中，梯度下降用

于最小化均方误差(MSE)损失函数，从而找到最佳拟合直线；在神经网络中，反向传播算法结合梯度下降

用于更新权重和偏置，以最小化分类或回归任务的损失函数。梯度下降的变体(如随机梯度下降(SGD)、
动量法和 Adam 优化器)进一步提高了算法的效率和稳定性，使其能够处理大规模数据和复杂模型。以下

是梯度下降的更新公式： 

( )1t t tJθθ θ η θ+ = − ⋅∇  

tθ 是第 t 次迭代时的模型参数(如权重或偏置)， 1tθ + 是第 1t + 次迭代时更新后的模型参数，η是学习

率，控制每次更新的步长。 ( )tJθ θ∇ 是目标函数 ( )J θ 对参数θ 的梯度(即偏导数向量)，表示函数值下降最

快的方向。 
2) 凸优化：用于支持向量机(SVM)等模型的求解 
凸优化是数学优化中的一个重要分支，研究如何在凸函数和凸约束条件下寻找全局最优解。在机器

学习中，凸优化被广泛应用于模型训练和参数求解。例如，支持向量机(SVM)通过凸优化方法求解最大间

隔超平面，从而实现分类任务。SVM 的目标函数是一个凸二次规划问题，可以通过拉格朗日对偶性转化

为对偶问题，并利用梯度下降或坐标下降等方法求解。凸优化的优势在于其全局最优解的唯一性和高效

求解算法的可用性，这使得它在许多机器学习任务中表现出色。此外，凸优化还在逻辑回归、Lasso 回归

和岭回归等模型中发挥重要作用。 
3) 拉格朗日乘数法：用于约束优化问题(如正则化) 
拉格朗日乘数法是一种用于求解约束优化问题的数学工具，通过引入拉格朗日乘子将约束条件融入

目标函数中。在机器学习中，拉格朗日乘数法被广泛应用于处理带约束的优化问题。例如，在支持向量

机(SVM)中，拉格朗日乘数法用于将原始约束优化问题转化为无约束的对偶问题，从而简化求解过程。此

外，拉格朗日乘数法还在正则化方法中发挥重要作用。例如，L2 正则化(岭回归)和 L1 正则化(Lasso 回归)
通过引入正则化项约束模型参数，防止过拟合。拉格朗日乘数法为这些约束优化问题提供了统一的求解

框架，使得模型能够在满足约束条件的同时优化目标函数。 

5. 微积分在机器学习中的应用 

1) 导数与偏导数：用于梯度计算和反向传播 
导数和偏导数是微积分中的基本概念，分别用于描述函数在某一点的变化率和多元函数在某一方向

上的变化率。在机器学习中，导数与偏导数在梯度计算和反向传播中发挥着关键作用。梯度计算：梯度

是多元函数在所有方向上的偏导数组成的向量，指示了函数值增长最快的方向。在优化问题中，梯度下

降算法通过计算损失函数对模型参数的偏导数(即梯度)，逐步调整参数以最小化损失函数。例如，在线性

回归中，梯度用于更新权重和偏置；在神经网络中，梯度用于更新每一层的权重。反向传播：反向传播

是训练神经网络的核心算法，通过链式法则计算损失函数对每一层参数的偏导数。具体来说，反向传播
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从输出层开始，逐层计算梯度并将误差传递回输入层，从而高效地更新网络参数。这一过程依赖于偏导

数的计算，是深度学习模型能够处理复杂任务的基础。 
2) 积分：用于概率密度函数的计算和期望值的求解 
积分是微积分的另一核心概念，用于计算函数在某一区间内的累积效果。在机器学习中，积分在概

率密度函数的计算和期望值的求解中具有重要应用。概率密度函数的计算：在概率论中，概率密度函数

(PDF)用于描述连续随机变量的分布情况。通过积分可以计算随机变量在某一区间内的概率。例如，高斯

分布的概率密度函数通过积分计算某一区间内的概率值，这在贝叶斯推断和生成模型中具有重要应用。

期望值的求解：期望值是随机变量的平均值，用于描述其长期趋势。在机器学习中，期望值常用于评估

模型的性能或定义损失函数。例如，均方误差(MSE)是预测值与真实值之差的平方的期望值，通过积分计

算得到。此外，在强化学习中，期望值用于定义价值函数，评估策略的长期收益。 

6. 教学实践 

在课堂教学中，采用问题驱动课堂的“五步实施法”，构建从理论到实践的完整闭环教学流程。首

先通过锚点问题(5 分钟)创设认知冲突，例如展示 MNIST 数据集中手写数字“9”被误判为“4”的典型

案例，利用混淆矩阵突显数字间的形似特征，引发学生对分类边界问题的深度思考。接着进入数学建模

(15 分钟)环节，教师通过板书系统推导 SVM 的间隔最大化公式，并借助 ML-Cheatsheet 等可视化工具动

态演示不同核函数对决策边界的影响，同时采用“Think-Pair-Share”策略促进学生互动交流。在分组推导

讨论(20 分钟)阶段实施差异化教学，将学生分为理论组和实践组：理论组运用拉格朗日乘子法完成对偶

问题推导，输出 KKT 条件分析报告；实践组则基于 scikit-learn 对比线性核、RBF 核和多项式核的性能差

异。随后的代码实现验证(15 分钟)环节，学生使用标准化 Python 实验模板进行编程实践，通过参数敏感

性实验直观观察不同超参数对模型性能的影响，教师同步采用单元测试确保代码规范性。最后的现实场

景迁移(5 分钟)注重知识应用拓展，引导学生将课堂所学的 SVM 参数调节策略迁移到医疗影像分割等实

际场景，通过跨领域参数映射表深化理解。该教学法在北京大学《机器学习基础》课程试点中取得显著

成效，学生理论掌握度提升 45%，代码规范符合率增长近一倍，86%的学生展现出良好的知识迁移能力，

有效实现了“理论–实践–应用”三维教学目标的有机统一。 
从教学实践的角度来看，本文的研究为《机器学习》课程的教学设计提供了重要的理论支持和实

践指导。针对学生数学基础薄弱、理论与实践脱节等问题，本文以数学基础为核心，提出了“问题驱

动”和“案例教学”相结合的教学方法，旨在将数学理论与机器学习实践深度融合。通过设计实际问

题(如图像分类、推荐系统)和经典算法案例(如 PCA、SVM)，引导学生从具体问题出发，理解数学理

论的应用价值。同时，通过编程实验和项目实践(如实现高斯混合模型或梯度下降算法)，帮助学生将

理论应用于实际问题解决。此外，结合医疗、金融等领域的实际场景，增强学生的学习兴趣和跨学科

应用能力。这种教学方法不仅提升了学生的理论掌握能力，还强化了其实践能力，为培养具备扎实数

学基础和强大实践能力的机器学习人才提供了有效路径，同时也为《机器学习》课程的教学改革奠定

了坚实基础。 

7. 结语 

综上所述，本研究清晰地揭示了数学基础在机器学习领域的基石作用。从理论层面夯实数学根基，

到实践中创新教学与应用方法，都为机器学习的发展开辟了新路径。期待未来更多学者沿着这一方向，

进一步深挖数学与机器学习的融合潜力，推动该领域持续突破，为各行业实际问题的解决注入更强大的

技术动力，不断拓展机器学习在现实世界中的应用边界。 
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