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摘  要 

本文主要研究了一类分数阶非线性薛定谔系统 在 ( ) ( )s N s NH R H R× 中的规范解的存在性，且解满足 

2 2
1 1 2 2d , d .N NR R

u x a u x a= =∫ ∫  

其中规定 ( )s a a R1 2 1 20,1 , , 0, ,λ λ∈ > ∈ 是以拉格朗日乘子出现的未知参数， [ )N
ih R: 0,→ ∞ 为有界连续

函数。考虑 ip
i i if u u i2 , 1, 2−
= = 且 ( ) r rF u u u u1 2

1 2 1 2, ω= ， r r1 2, ,ω 是正的常数。 
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Abstract 
This article mainly studies a class of fractional nonlinear Schrödinger coupled systems with the ex-
istence of the normalized solution in ( ) ( )s N s NH R H R× , and the solution satisfies 

2 2
1 1 2 2d , d .N NR R

u x a u x a= =∫ ∫  
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Among them, it is specified that ( )s a a R1 2 1 20,1 , , 0, ,λ λ∈ > ∈  is a Lagrange multiplier; [ )N
ih R: 0,→ ∞  

is a bounded continuous function. Consider ip
i i if u u i2 , 1, 2−
= =  and ( ) r rF u u u u1 2

1 2 1 2, ω= , where 
r r1 2, ,ω  are positive constant. 
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1. 引言 

研究方程(1.1) 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1 2

2 2 2 2 2 2 2 1 2

, ,

, ,

s

s

u u h x f u F u u

u u h x f u F u u

λ

λ

 −∆ = + + ∂

−∆ = + + ∂

 (1.1) 

规范解的存在性主要来自非线性薛定谔方程的耦合系统 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 21
1 1 1 1 1 1 1 2 1

2 2 22
2 2 2 2 2 2 1 2 2

, ,

, ,

s

s

i h x g G
t

i h x g G
t

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

∂ = −∆ − − ∂ ∂
 ∂ = −∆ − − ∂
 ∂

 (1.2) 

其由于质量 
2 2

1 2d , dN NR R
x xϕ ϕ∫ ∫  

沿着(1.2)的轨迹保持不变，因此可以认为它是规定了的。其驻波解是具有 ( ), e ii t
i x t −= λϕ 。 ( )iu x 形式的解，

它是对某 1 2, Rλ λ ∈ 的，且这个假设使得有 ( )i i i if g u u= ，以及 ( ) ( )2 21 1
1 ,
2

, G uF u u u= 。 

( )s−∆ 表示为分数阶拉普拉斯函数，其定义为 

( ) ( ) ( ) ( )
2, . . d , 1, 2,N

s j j
j N sR

u x u y
u C N s PV y j

x y +

−
−∆ = =

−∫  

这里的符号 . .PV 是柯西主值， ( ),C N s 是一个合适的正的正则化常数。算子 ( )s−∆ 可以看作 Levy 稳定扩

散过程的无限小发生元[1]。它起源于描述应用科学领域的各种现象，如分数阶量子力学、势垒问题、马

尔科夫问题和相变现象。近几十年来，分数阶薛定谔方程问题的研究引起了广泛关注，参见参考文献[2]-
[4]。对于 i Rλ ∈ ，我们可以认为它是未知的，在这种研究路线中具有特殊的意义，因为它解释了质量守

恒。而分数阶耦合系统的规范解揭示了非局部相互作用下的新型波动行为，其数学形式(如幂律衰减、参

数依赖)和物理效应(如反常能量转移)为调控复杂动力学提供了新工具。 
到目前为止，关于方程(1.1)中的频率 i Rλ ∈ ，存在两种截然不同的研究路线：一种是将方程(1.1)中的

频率 iλ 视为一个给定的常数。另一种是将频率 iλ 视为一个给定的未知参数，在这种情况下，规定质量

2dN i iR
u x a=∫ 的值是很自然的，使得 iλ 以拉格朗日乘子出现，这样把 2L -约束问题称为规范解问题。此时，
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出现一个新的临界指数， 2L -临界指数(也称为质量临界指数)： 42 sr
N

= + ，称
42 sr
N

< + 为 2L -次临界，而

称
42 sr
N

> + 为 2L -超临界。 

在局部情况下，当 1s = 时，分数阶拉普拉斯 ( )s−∆ 约化为局部微分算子 ( )−∆ 。如果 ( ) 0V x ≡ 且 2 0u = ，

Jeanjean [5]利用山路定理来处理规范解的存在性，对于这类问题的更多结果，请参考文献[5]-[7]。 
对于其他关于非线性薛定谔系统的解，亦有许多。例如，Bartsch 和 Jeanjean [8]证明以下一类椭圆方

程的耦合系统 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 2

2 2 2 2 2 2 1 2

, ,

, ,

u u f u F u u

u u f u F u u

λ

λ

−∆ = + + ∂

−∆ = + + ∂

 (1.3) 

规范解的存在性。作者在论文中考虑了
1ip

i i i if u uµ −= ， ( ) 1 2
1 2 1 2, r rF u u u u= β 的情况，其中 ,iµ β 是正的

常数， ( )*
1 2 1 2

4, , 2, 2 \ 2p p r r
N

+ ∈ + 。 

关于 0 1s< < 的情况，可用的结果很少。在论文[9] [10]中，作者证明了分数阶非线性薛定谔方程的一

些存在性和渐进结果。而规范解的存在性意味着物理或数学模型所描述的现象在理论上有解，为进一步

研究系统的行为提供了基础。例如，在量子力学中，若该系统用于描述粒子的状态，规范解的存在性表

示存在特定的粒子状态分布满足所给定的分数阶薛定谔耦合关系。对于幂型组合非线性的特殊情况，即 

( ) 2 2q pf t t t t t− −= +µ ，并且 ( ) 1h x = ，以及 ( ) 0V x ≡ ，其中 * 22 2
2s

Nq p
N s

< < < =
−

，Zhang [11]证明了质

量次临界和质量超临界下的规范解的存在性和不存在性结果。 
基于以上讨论， ih 满足以下条件： 
(H1) ( ) ( )1 max 0, ,max inf , 1, 2

N

N
i i i i ix Rx R

h C R R h x h h h i
∈∈

∈ = > = = ； 

(H2) { } { }1 max 1 2, , , l
i i i i ih h− = α α α ，其中， t j

i iα α α∩ = ，即 ( )ih α 。 

为了保持思想和结果的简单性，考虑 ( ) 1 2, r rF s t s t=ω ，以及非线性项
2ip

i i if u u−= 。由于 ih 为有界

连续函数，可假设存在 1 2, 0µ µ > ，使得 

1 1 2 2, ,h hµ µ< <  

即 { } ( ) ( ){ }0 0
1 1 2 2 1 2max , , min ,h h h h= =µ µ α α 。 

因此寻找耦合系统 

 

( )
( )

1 1 2

2 1 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 1 2 2

2 2
1 1 2 2

,

,

d , d ,N N

p r rs

p r rs

R R

u u u u r u u u

u u u u r u u u

u x a u x a

λ µ ω

λ µ ω

− −

− −

 −∆ = + +
 −∆ = + +


= =∫ ∫

 (1.4) 

正的径向解 ( ) ( ) ( )1 2, s N s N
rad radu u H R H R∈ × ，其中 1 2, , 0r r >ω ，且 1 2

4 42 2 , 2,2i
s sr r p

N N
 ≤ + < + ∈ + 
 

。(1.4)

的弱解 ( )1 2,u u 对应于能量泛函 

 ( ) ( ) ( ) 1 2 1 1
2 2

1 22 21 2 1 2 1 2 1 2
1 2

1, d d d
2 N N N

s s p p r r

R R R
J u u u u x u u x u u x

p pµ
µ µ

ω= −∆ + −∆ − + −∫ ∫ ∫  (1.5) 

限制在球体 
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 ( ) ( ) ( ){ }2 2
1 2 1 1 2 2, | d , dN N

s N s N
rad rad R R

S u u H R H R u x a u x a= ∈ × = =∫ ∫  (1.6) 

上的一个临界点，其中 ( ) ( )1 2S S a S a= × 。 

众所周知， ( ) ( ) ( )( )1
1 2, ,s N s NJ u u C H R H R R∈ ×µ 且 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2

1 2

1 2

1 2 2 2 21 2 1 2 1 1 2 2

2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

2
1 1 2 1 1

2
2 1 2 2 2

, , d

d

d

d .

N

N

N

N

s s s s

R

R

R
p

r r

R

p

r r

x

J u u u u x

u u

u u

r u u u

x

xr u u u

µ ϕ ϕ ϕ ϕ

µ ϕ

µ ϕ

ω ϕ

ω ϕ

−

−

−

−

= −∆ −∆ + −∆ −∆

+

−

−

−

∫
∫

∫
∫

 

本文的主要结果如下： 
定理 1.1. 对 1 2, 0a a > 使得系统(1.4)存在弱解 ( ) ( )( )1 1 2 2, , ,u uλ λ ，满足

2 dN i iR
u x a=∫ ， 0i <λ ，且

( )1 2, 0, 1, 2J u u i< =µ 。 
在整篇论文中，除非另有说明，将使用以下符号： 
• 1 2 3, , ,C C C 表示为任意正常数，其值不相关； 

•
p⋅ 表示空间的 ( )p NL R 通常范数 ( ) [ )

1

d , 1,N
p p

R
u x p∈ +∞∫ 。用 H 表示具有通常范数 ⋅ 的空间

( )s N
radH R ； 

• ( )1no 表示实序列，其中当 ( ), 1 0nn o→+∞ → 。 

2. 主要结果的证明 

引理 2.1. 以下成立： 
(i) ( )1 2,J u uµ 在 S 中有下界； 
(ii) ( )1 2,J u uµ 在 H H× 中的每个最小化序列有界。 

证明. (i) 由于 1 2
42 2 sr r
N

≤ + < + ，存在 1q > 有 

( )1 1 22

4 42 22 2max , min , ,4 22

s s
N Nqsr r rr

N

+

   + +   
≤ ≤   

−   + −
   

 

这表明 1 2
42 , 2 sr q r q
N

′≤ ≤ + ，因而 

1 2 1 2
1

1 21 2 1 2d d .N N
r r r r

r q qR R ru u ux xu≤ < ∞∫ ∫  

根据分数阶 Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 不等式[12]，可知当 *2 2sq≤ ≤ ，存在常数 ( ), ,C C s N q= ，

使得 

 ( ) ( )

( )

( )
( )

2
24

2
2

2
2 4d , , d d ,NN N

N
Ns

s
R

s

R R
x C s N x xu u u

α
α

α
α

α

−
−

− 
≤   − 

 
∆∫ ∫∫  (2.1) 

因此 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

1 2 2 2

1

2

1

2 2
1 22 21 2 1 2 1 2 1 2
1 2

2
2 2 2 4

2 2 21 2 1 1 1

2
2 4

21 2 2

2
2 24

2 21 2

1, d d
2

1 d , , d
2

, , d

, d d

N N

N N

N

N

s s p p r r

R R

N p
ss s s

R R

N p
ss

R

N r q
sqs s

R

J u u u u x u u u u x
p p

u u x C N a p u x

C N a p u x

C N q u x u

µ
µ µ

ω

−

−

−

= −∆ + −∆ − + +

 
≥ −∆ + −∆ − −∆  

 

 
− −∆  

 

 
− −∆ −∆  

 

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

( )1
2

1

2

4
.N

N r q

sq

R
x

−

 
  
 
∫

 (2.2) 

由于
42,2 , 1,2i

sp i
N

 ∈ + = 
 

，显然
( )2

0 1
4

iN p
s
−

< < ，又 1 2
42 2 sr r
N

≤ + < + ，因此 

( ) ( )1 22 2
1

4 4
N r q N r q

sq sq
′− −

+ <
′

，这保证了 ( )1 2,J u uµ 有下界且强制于 S 。 

(ii) 由于 ( )1 2,u u S∈ ，从(2.2)可以直接得到结论。 
根据引理 2.1 可知 

( ) ( )1 2 1 2, inf ,
u S

m a a J u u
∈

= µ  

存在。 
设能量泛函 ( ): s NI H R R→µ 定义为： 

( ) ( )
2

2
1 d d .
2 N N

s p

R R
I u u x u x

p
= −∆ −∫ ∫µ

µ  

类似地，可证明 ( )I uµ 在 ( )S a 中有下界，因此记 ( ) ( )infp u S
m a I u

∈
=µ

µ 。 

引理 2.2. 对任意的 , 0a >µ ，有 ( )
( )

( )inf 0p u S a
m a I u

∈
= <µ

µ 。 

证明. 设 ( )0 ,u S a R∈ ∈τ ，定义 

( ) ( )2
0 0* e e , .

N
Nu u x x R= ∈

τ
ττ  

那么 ( ) ( )0*u S a∈τ ，因此 

( ) ( ) ( )
( )2 2 22

2 20 0 0
1 e e* d * d d d .
2 2N N N N

p Nss s pp

R R R R
I u u x u x u x u x

p p

ττ

µ
µ µτ τ

−

= −∆ − = −∆ −∫ ∫ ∫ ∫  

由于
42,2 sp
N

 ∈ + 
 

，所以存在 0<τ ，使得 

( )
( )2 22

2 0 0
e ed d 0,
2 N N

p Ns s p

R R
u x u x

p

−

= −∆ − <∫ ∫
ττ µ  

因此 

 ( )
( )

( )inf 0.p u S a
m a I uµ

µ∈
= <  (2.3) 

□ 
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引理 2.3. 如果 0µ > ，那么对任意的 0a > ，存在 ( )0 0,1s ∈ ，对每一个 ( )0 ,1s s∈ ，方程 

( ) 2ps u uu u −−∆ = +λ µ  

存在解 ( ) ( ), s N
a au R H R−∈ ×λ ，且满足 ( ) ( )2

2 ,0, p aa au a Iu u m u= => µ
µ 。 

证明. 据[13]可知，存在 ( )0 0,1s ∈ ，对每一个 ( )0 ,1s s∈ ，方程 

( ) 2ps u uu u −−∆ = +λ µ  
存在唯一正的、径向的最小能量解 ( )xω 。 

对任意的 0λ < ，设 ( )
1 1

2 2p su x x−  
=   

 
λ λ ω λ ，则 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

2

21 1
2 2

11
2 2 0.

p

p
p

s

s
s ss

u x u x u

x

xu

xx

x

+

−

−
−

−∆ + −

 = −∆ − − 
 

    − − =    
     

λ λ λλ λ µ

λ ω λλ ω λ µ ω  

由此可知， ( )u xλ 是方程 

( ) 2ps u uu u −−∆ = +λ µ  

唯一正的、径向的最小能量解。 

令 ( ) 2

2
u x a=λ ，则

( )
( )

4 2
22 2
2

s N p
s p a
− −

− =λ ω ，因此取

( )
( )

2 2
4 2

2
2

s p
s N p

a
a

−
− − 

 =
 
 

λ
ω

，推出 ( ) ( )a

s Nu x H R∈λ 是方程 

( ) 2s
a

pu u u u−−∆ = +λ µ  

唯一正的、径向的最小能量解，且 ( )
2

2a
u x a=λ 。即 ( )

a
u xλ 是能量泛函 

( ) ( )
2

2
1 d d .
2 N N

s p

R R
I u u x u x

p
= −∆ −∫ ∫µ

µ  

限制在 2L -球 ( )S a 上的最小能量解，其中 aλ 以拉格朗日乘子的形式出现。                    □ 
引理 2.4。对任意的 1 2 1 2, , , , , 0a a aµ µ µ > ，有 
(i) 映射 ( )pa m a→ µ 是严格单调递减的； 

(ii) ( ) ( ) ( )1 2
1 21 2 1 2, 0p pm a a m a m a≤ + <µ µ

。 

证明. 对 0ε > ，存在 ( ) ( )1
N

ou S b C R∞∈  且 ( ) ( )2 1
N

ov S b b C R∞∈ −  ，使得 

( ) ( )1 2 1, .b b bI u m I v m −≤ + ≤ +µ µ µ µε ε  

由于u 和 v有紧支集，通过平行平移，可以取得 R 足够大满足 

( ) ( ) ( ) ( ),supp supp .v x v x R u v≤ − ∩ =∅  

则 ( )2u v S b+ ∈ ，因此 

( ) ( ) ( )2 1 1 2 3 .b b b bm I u v I u I v m m− ≤ + ≤ + + ≤ + + µ µ µ µ µ µε ε
 

由于 ε 的任意性，对任意 2 1 0b b> > ，可得 1 2b bm m>µ µ 。即映射 ( )pa m a→ µ 是严格单调递减的。 
(i) 证明完成。 
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(ii) 由于 0ω > ，显然有 

 ( ) ( ) ( )1 2
1 21 2 1 2, 0.p pm a a m a m aµ µ≤ + <  (2.4) 

引理 2.5. 设 ( ){ }1 2,n nu u S∈ 是关于 ( )1 2,m a a 的最小化 ( )PS 序列，则存在 ( )1 2,u u E∈ ， ( )1 2, R R∈ ×λ λ ，

以及序列 ( ){ }1 2,n n R R⊂ ×λ λ ，使得子列有： 

(a) 在 H H× 以及 ( ) ( )2 2N NL R L R× 中， ( ) ( )1 2 1 2, ,n nu u u u→
弱

；对任意 ( )*2, 2q∈ ，在 ( )q NL R 中，

( ) ( )1 2 1 2, ,n nu u u u→ 。 

(b) 在 R R× 中， ( ) ( )1 2 1 2, ,n n →λ λ λ λ 。 

(c) 在 *E 中， ( ) ( ) ( )1
1 2 1 1 2 2, ,0 0, 0n n n n n nJ u u u u− − →µ λ λ 。 

(d) ( )1 2,u u 是系统(1.4)的解，其中 ( )1 2,λ λ 由(b)给定。如果 1 0λ < ，那么在 H 中， 1 1
nu u→ ；类似

地，如果 2 0λ < ，那么在 H 中， 2 2
nu u→ 。 

证明. (a)可在[14]中找到。若 ( ){ }1 2,n nu u S∈ 是关于 ( )1 2,m a a 的最小化序列，即当 n →∞时 

( ) ( )1 2 1 2, , .n nJ u u m a a→µ  

由前面引理 2.1， ( ){ }1 2,n nu u S∈ 是有界的，根据 Berestyski 和 Lions [14]，可知在 *E 中 

( )1
1 2, 0,n n

sJ u u →  
等价于在 *E 中有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 2 1 2 1 1 1 2 2 22 2

1 22 2

1 1, , , ,0 ,0 , , 0, 0, 0.n n n n n n n n n nJ u u J u u u u J u u u u
u u

− − →µ µ µ  

因此在 *E 中有 

( ) ( ) ( )1
1 2 1 1 2 2, ,0 0, 0,n n n n n nJ u u u u− − →µ λ λ  

以及 

 ( ) 1 2 2
2

21 1 1 1 1 22

1 2

1 d d ,N N

s p r rn n n n n
R Rn

u x u u u x
u

λ µ ω
 

= −∆ − +  
 
∫ ∫  (2.5) 

 ( ) 2 2 2
2

22 2 2 2 1 22

2 2

1 d d ,N N

s p r rn n n n n
R Rn

u x u u u x
u

λ µ ω
 

= −∆ − +  
 
∫ ∫  (2.6) 

这证明了(c)。 
对于(b)的证明，即要证明 ( ){ }1 2,n n R R⊂ ×λ λ 是有界的，则通过引理 2.1 可知 ( ){ }1 2,n nu u E⊂ 是有界的，

即可证明(b)。因此 ( )1 2,u u 是系统(1.4)的解，其中 ( )1 2,λ λ 由(b)给定。由于 
1 1 21 1 2

1 1 2 2 1 2d d , d d ,N N N N

p r rp r rn n n
R R R R

u x u x u u x u u x→ →∫ ∫ ∫ ∫  

以及 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 2 1 1 1 1 2 1 1 1, ,0 , ,0 , ,0 , ,0 0n n n n n n nJ u u u u J u u u u− − − =µ µλ λ

 
这一事实，可得 
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 ( ) ( )
2 2

2 2
2 21 1 1 1 1 1 22

2 2

,
s s

n n n nu u u uλ λ−∆ − → −∆ −  (2.7) 

从而在 H 中有
n
i iu u→

弱

，因此 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 21 1 2 2
2 2 2 2

liminf , liminf ,
s s s s

n nu u u u−∆ ≤ −∆ −∆ ≤ −∆  

又因为 1 1
n →λ λ ，从(2.7)得到 

( ) ( )
2 2

2 2
2 21 1 1 1 22

2 2

, .
s s

n nu u u u−∆ → −∆ →  

因此，在 E 中， ( ) ( )1 2 1 2, ,n nu u u u→ ，其中 ( )
1
2

1 2u u+ 表示 E 的通常范数。根据 Brezis-Lieb 引理[15]有 

 ( )1d d d 1 ,i i
N N N

p p pn n
i i i i nR R R

u x u u x u x o→ − + +∫ ∫ ∫  (2.8) 

又由于 

( )
( )

1

2
2 2 4d d .

ii

N N

N pp
p sn n

i i i iR R
u u x u u x

−
−

− ≤ −∫ ∫  

因此得到 d 0i
N

pn
i iR

u u x− →∫ ，从而由(2.8)有 

d d .i i
N N

p pn
i iR R

u x u x→∫ ∫  

结合 ( ) ( )1 2 1 2, lim ,n n

n
m a a J u u

→+∞
= µ 有 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2 2 2

1 2 2 2

2 2
1 22 21 2 1 2 1 2
1 2

2 2
1 22 21 2 1 2 1

2

1 2

1

1 2

2

1lim d d
2

1lim d d
2

,

, ,

N N

N N

s s p p r rn n n n n n
R Rn

s s p p r r

R Rn

m a a

J u

u u x u u u u x
p p

u u x

u

u u u u x
p p

→+∞

→+∞

= −∆ + −∆ − + +

= −

=

∆ + −∆ − + +

∫ ∫

∫ ∫

µ

µ µ ω

µ µ ω
 

由于 ( )1 2,u u S∈ ，可得 ( ) ( )1 2 1 2, ,m a a J u u= µ 。 

因此存在 ny →∞，那么考虑 ( ) ( )n
i i nu x u x y= + ，显然 ( ){ }1 2,n nu u S⊂  ，它也是 ( )1 2,m a a 的最小化序列。

而且存在 iu H∈ ，使得在 E 中，( ) ( )1 2 1 2, ,n nu u u u→   

弱

；在 N NR R× 上，( ) ( )1 2 1 2, ,n nu u u u→    几乎处处成立，由前

面证明，可知在 E 中， ( ) ( )1 2 1 2, ,n nu u u u→    。 

引理 2.6. (i) 设当 3N ≥ 时， 1,1
2

Np
N

 ∈ + − 
；当 1,2N = 时， ( )1,p∈ +∞ 。如果 ( )s Nu H R∈ 是光滑

函数且满足 ( ) 0s u−∆ ≥ ，那么 0u ≡ 。 

(ii) 设 1,1
2

Np
N

 ∈ + − 
，那么 ( )s pu u−∆ ≥ 在 NR 中没有正的古典解。 

证明. 此定理的证明参考文献[16]。 
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引理 2.7. 设 4N ≤ 或 5N ≥ ， 1 1,1
2

Np
N

 ∈ + − 
。如果 ( )1 2,u u E∈ 是(1.4)式的解，且满足 1 20, 0u u> ≥ ，

那么 1 0<λ 。如果 ( )1 2,u u E∈ 是(1.4)式的解，且满足 2 10, 0u u> ≥ ，那么 2 0<λ 。 

证明. 首先证明第一中情形：当 1 0u > 满足方程 

( ) 1 1 22 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1.

p r rs u u u u r u u u− −−∆ = + +λ µ ω  
如果 1 0λ ≥ ，那么上述方程的右边都是非负的，据引理 2.6 可知 1 0u ≡ ，这与假设 1 0u > 矛盾。因此

1 0λ < 成立。其中 1 0<λ 表示在光滑函数 1u 分量上，系统存在 ( )1 2,J u uµ 约束，使得 1u 在满足 2dN i iR
u x a=∫

条件下使 ( )1 2,J u uµ 达到极小值。当 1, 0r >ω 且 1 2
42 2 sr r
N

≤ + < + ， 1
42,2 sp
N

 ∈ + 
 

， 1 0<λ 保证了 1u 不会无 

限制地增大， 1 1uλ 这一项对 1u 的增长起到抑制作用，使得 1u 在系统中处于一个合理的状态，从而得到规

范解 1u ，由此可得 1u 的正则性。相反，如果 1 0≥λ ，会导致系统的解出现不稳定或者不符合物理实际等情

况，此时无法得到规范解。 
类似的，可以证明第二种情形成立。                                                     □ 
定理 1.1 的证明。 
证明. 根据引理 2.1，存在有界极小序列 ( ){ }1 2,n nu u S⊂  满足 ( ) ( )1 2 1 2, ,n nJ u u m a a→µ ，那么应用引理 2.5，

存在 ( )1 2,u u S∈ ，使得 ( ) ( )1 2 1 2, ,J u u m a a=µ 。因此通过拉格朗日乘子定理，存在 i Rλ ∈ 使得 

 
( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 1
1 2 1 1 1 1

1 1
1 2 2 1 2 2

, ,0 ,

, 0, ,

n n n

n n n

J u u u u u

J u u u u u

µ

µ

λ

λ

 = Φ


= Φ
 (2.9) 

其中 ( ) :iu H RΦ → 由 

( ) 21 d
2 Ni iR

u u xΦ = ∫  

给定。因此根据(2.9)，可知 

 ( )
( )

1 1 2

2 1 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 1 2 2

,

,

p r rs

p r rs

u u u u r u u u

u u u u r u u u

λ µ ω

λ µ ω

− −

− −

 −∆ = + +

−∆ = + +

 (2.10) 

现在需要证明 1 2, 0u u > 。从泛函 ( )1 2,J u uµ 的定义，很容易检验 ( ) ( )1 2 1 2, ,J u u J u u=µ µ 。由于

( )1 2,u u S∈ ，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , , .m a a J u u J u u m a a= = ≥µ µ  
这意味着 ( ) ( )1 2 1 2, ,J u u m a a=µ ，因此，可以用 ( )1 2,u u 来代替 ( )1 2,u u 。而且，如果用 ( )* *

1 2,u u 来表

示 ( )1 2,u u 的径向对称[17]，那么 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 2

22 * *

2 2d d d d ,N N

i ii i
N s N sR R

u x u yu x u y
x y x y

x y x y+ +

−−
≥

− −
∫∫ ∫∫  (2.11) 

22* *d d , d d ,ii
N N N N

pp
i i i iR R R R

u x u x u x u x= =∫ ∫ ∫ ∫  

则 ( )* *
1 2,u u S∈ ，且 ( ) ( )* *

1 2 1 2, ,J u u m a a=µ ，因此可以用 ( )* *
1 2,u u 来替代 ( )1 2,u u 。 
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现在，证明对所有 Nx R∈ ，有 1 2, 0u u > ，假设(1) 1 20, 0u u= = ；(2) 1 20, 0u u≠ = ；(3) 1 20, 0u u= ≠ 。 
(1) 由于

2
0, d 0i

N

pn n
i iR

u u x→ →∫ ，且 1 2

1 2 d 0N

r rn n
R

u u x →∫ ，那么 ( )1 2limsup , 0n nJ u u ≥µ ，与 

( )1 2, 0m a a < 矛盾。 

(2) 那么 

( ) ( ) ( )1

1

2
121 2 1 1 1
12

1limsup , d
2 N

s pn n
R

J u u u u x m a
p

≥ −∆ − ≥∫µ µ
µ

 

其中 2
1 1 12:a u a= ≤ ，根据引理 2.4，知道 ( ) ( )1 1m a m a≥µ µ ，由于 ( )2 0m a <µ ，这与(2.4)矛盾，证明完成。 

(3) 情况与(2)类似。 
泛函 ( )1 2,J u uµ 满足以上引理，因此方程(1.4)有解 ( ) ( )( )1 1 2 2, , ,u uλ λ ，其中 1 2,u u 为正的、径向的。定理

1.1 得证。                                                                                □ 

3. 结论 

对应规范解的性质分析如下：设 ( )0 0
1 2, s Nu u H R∈ 为(2.10)的解，再设 ( )1 2, s Nu u H R∈  为方程组 

 
( ) ( )

( ) ( )

1 1 2

2 1 2

2 20 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1

2 20 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2

: ,

: ,

p r rs

p r rs

u u u u u u r u u u f x

u u u u u u r u u u f x

− −

− −

 −∆ + = + + + =

 −∆ + = + + + =

λ µ ω

λ µ ω
 (3.1) 

的解，由条件可得 

1 2 1 2

2 2 2min , , , 2 .
2 2 2 2

N
p p r r s

 
> − − + − 

 
记 

0
1 2 1 2

2 2 2max , , , 2 .
2 2 2

q
p p r r

 
=  − − + − 

 

令 
( ) 1

2

1 , ,
1

N
sx F Rκ ξ

ξ
−
 
 = ∈
 + 

 

其中 1F − 表示 Fourier 逆变换，则

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2* d , * d .N NR R
u x f x x f u x f x x f= = − = = −∫ ∫ κ κ ξ ξ ξ κ κ ξ ξ ξ  

因此可得对任意 0q q> 都有 ( ) ( )1 2, q N Nu u L R L R∞∈ ∩  。从而方程组(3.1)的解有意义。于是

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0
1 1 1 1

0 0
2 2 2 2

0,

0,

s

s

u u u u

u u u u

 −∆ − + − =

−∆ − + − =

 

 

 

易知， 0 0
1 1 2 20, 0u u u u= > = >  。类似于[18]中的定理(3.4)，存在常数 ( )0,1∈α ，使得 ( )0,

1 2, Nu u C R∈ 

α 且

当 x →+∞时， ( ) ( )1 20, 0u x u x→ →  。由于 0 0
1 20, 0u u> > ，且能被 1 2,u u  控制，故 ( )0 0

1 2, Nu u L R∞∈ 且当 x →+∞

时， ( ) ( )0 0
1 20, 0u x u x→ → 。由此可以得到规范解 0 0

1 2,u u 的衰减性。其反映了系统在空间无穷远处的行为，

说明系统的影响在远离某个区域后会逐渐消失，例如在描述物理场的分布时，这表示场的强度在足够远
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的地方趋于零，符合物理上的局域性原理。 
对于该结果，例如在量子力学中的双粒子系统，分数阶薛定谔耦合系统的规范解可以用来描述两种

粒子的量子态。其中，每个粒子的波函数由规范解中的一个分量表示，而耦合项则体现了粒子之间的相

互作用。比如规范解可以给出粒子在空间中的概率分布，从而帮助确定量子阱中找到每个粒子的可能性。

同时，通过分析规范解的能量本征值，可以了解系统的能量状态，这对于研究量子系统的激发态和光学

性质等非常重要。 
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