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摘  要 

呼吸子解作为一种重要的局域波解，在非线性波动力学中扮演重要的角色。本文利用Hirota双线性方法，

构造出Coupled-Higgs方程的双线性形式，然后结合特殊的幂级数展开，求出Coupled-Higgs方程的呼吸

II型解，为了进一步验证和展示理论结果，利用Mathematica对呼吸波进行了可视化。 
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Abstract 
Breather solutions, as an important type of localized wave solution, play a significant role in non-
linear wave dynamics. In this paper, the Hirota bilinear method is employed to construct the bilin-
ear form of the Coupled-Higgs equation. Then, by combining a special power series expansion, the 
Breather Type II solutions of the Coupled-Higgs equation are derived. To further validate and illus-
trate the theoretical results, the breather waves are visualized using Mathematica. 
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1. 引言 

非线性偏微分方程(PDE)及其解析解的研究在各种学术领域都具有极大的需求，它们提供了现实世界

问题中物理方面的更深层次的知识。这些方程对于建模广泛的场景是必不可少的，如光纤表征、电磁学、

流体动力学、信号处理、生物物理学、粒子物理学等。解析解和数值解对于理解非线性模型的结构和探

索其行为是必要的。近年来，各种求解方法有很大进展，但如今寻找复杂的非线性偏微分方程的解仍然

是一个重大的挑战。  
非线性可积系统在许多科学领域中具有重要意义，精确解对于掌握复杂问题的物理学、验证数值方

法和发展解析假设是至关重要的；因此，寻找这些非线性偏微分方程的精确解成为数学家们关注的主要

问题。玻色–爱因斯坦凝聚态[1]、非局部介质[2]、超流体[3]、等离子体[4]和光学系统[5]中提出了不同的

方法来构造非线性可积系统的显式解，如达布变换方法[6]、Hirota 双线性方法[7] [8]、逆散射方法[9]和
Riemann-Hilbert 方法[10]。Coupled Higgs 方程最早在文献[11]中提出 
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函数 v 表示一个实标量介子场，而 u 表示一个复标量核子场。当 0c < 且 0r < 时，该系统为耦合的非

线性 Klein-Gordon 方程；而当 0c > 且 0r > 时，该系统则转变为 Coupled-Higgs 方程。系统(1)描述了粒

子物理学中中性标量介子与守恒标量核子相互作用。该方程可以从耦合的非线性薛定谔方程中简化得到。

耦合系统(1)和经典的 Klein-Gordon 方程( 0c < , 0r < )和 Higgs 方程( 0c > , 0r > )有关[12]。 
将方程(1)中第一个方程单独拿出来 

2 2 0tt xxu u cu r u uv− − + − =                          (2) 

方程(2)在场论、粒子物理和电磁波等多个领域有许多重要的作用，方程(2)和基本粒子物理学中经典
4u 场论相关。并根据研究表示，耦合系统(1)有 n 孤子解，而方程(2)只有单孤子解，耦合的希格斯粒子等

式(1)具有比系统(2)更丰富的可积特性。 
在本文中，我们主要关注 0c > ， 0r > 时，特殊的，取 1, 1c r= = 时的两分量 Coupled-Higgs 方程。 
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很多文献中都已给出 Coupled-Higgs 方程用 Hirota 双线性展开法求单孤子解，双孤子解，利用 pfaffian
展开求多分量 Coupled-Higgs 方程的 n 孤子解等[13]，在文献[14]中，对呼吸子解进行了分类，呼吸Ⅰ型解

可以通过求取极限得到怪波解，而呼吸Ⅱ型解不能通过求极限得到怪波解，且在单分量系统中不存在呼吸

Ⅱ型解，它的解可以看成一个亮孤波和一个暗孤波组合形成的解。文献[15]给出了 1 + 1 维 Coupled-Higgs
方程双线性方法求解的一般呼吸子解(呼吸Ⅰ型解)，并且给出了求极限状态下的怪波解。呼吸Ⅱ型解描述的
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是亮孤波和暗孤波在非线性介质中的周期性演化，这种相互作用在非线性光学、流体力学和等离子体物

理中具有重要应用。目前对于呼吸Ⅱ型解的研究相对较少，本文将研究方程(3)的呼吸Ⅱ型解。 

2. Hirota 双线性方法 

Hirota 双线性方法又称“广田直接方法”，是日本数学家广田(R. Hirota)在 1971 年提出的。在本文

中，我们主要使用 Hirota 双线性方法进行 Coupled-Higgs 方程的求解。Hirota 双线性方法及其性质如下。 
双线性算子又称 D-算子[16] [17]，形式如下： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
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t t x x
D D f g f t x g t x′ ′

′= =
′ ′⋅ = ∂ − ∂ ∂ − ∂  (4) 

其中 ( ),f x t 和 ( ),g x t 都是关于 x 和 t 的函数，m、n 为非负整数。 
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双线性微分算子具有很多性质： 
性质 1：函数 ( ),f t x 与自身的奇数次双线性导数为零，即m n+ 为奇数时有 

 0.m n
t xD D f f⋅ =  (6) 

性质 2：交换函数 ( ),f t x 与 ( ),g x t 的双线性导数的顺序，当导数是偶次时其值不变，当导数是奇次

时要改变符号 

 ( )1 .m nm n m n
t x t xD D f g D D g f+⋅ = − ⋅  (7) 

上式中，由定义可得 
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特别地，当m n+ 为奇数且 ( ) ( ), ,g t x f t x= 时，公式(6)化成(5)。 
性质 3：函数 ( ),f t x 与数 1 的双线性导数是通常的导数，即 

 1 .m n m n
t x t xD D f f⋅ = ∂ ∂  (9) 

性质 4：两个线性指数函数的双线性导数等于指数相加的线性指数函数的适当倍数，如果设 
( ) ( )0    1, 2 ,j j j jt k x jξ ω ξ= + + =  

则有 
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3. 两分量 Coupled-Higgs 方程的呼吸子解 

下面我们利用双线性方法求解方程(3)，对方程(3)中的变量做如下变量变换： 

 ( ) ( ) [ ]1 1 2 2
1 1 2 2e ,  e ,  2 ln .

2
i k x t i k x t

xx

g h cu u v f
f f

ω ωρ ρ+ += = = −  (11) 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.155152


吕梦琦 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.155152 53 理论数学 
 

其中 ( ), , 1, 2j j jk jω ρ = 是实数， ,g h 为复函数， f 为实函数。将方程(11)带入方程(3)，可得方程(3)的双线

性形式： 
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这里 * *,g h 分别为 ,g h 的复共轭，A 是积分常数。 
为求解方程(12)，我们对函数 , ,g h f 摄动展开成 ε 的幂级数形式如下： 
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将式(13)带入方程(12)，比较 ε 的各次幂系数，可得以下系数满足的方程组： 
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对于方程(15)我们假设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2, , , ,g g h h f 具有如下形式的解 
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其中 1 Px tη = +Ω ，并且 1a ， 1b ， ( )*1,1G ， ( )*1,1H 是复常数， ( )*1,1F 是实常数。将方程(16)带入方程(15)
可求得方程的呼吸子解为 
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其中各参数满足以下关系式 
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且 M N= ，即 ( )( ) ( )( )* *
1 2 1 2 0P P k k ω ω+ − + − Ω+Ω = 。并有以下关系式成立 
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(a)                               (b)                               (c) 

 
(d)                               (e)                               (f) 

Figure 1. Parameters: 1 1δ = , 2 1δ = − , 1 1ρ = , 2 2ρ = , 1 1a I= + , 1 2 2k k= = , 2 3P I= − − , 2 3IΩ = − +  

图 1. 参数： 1 1δ = , 2 1δ = − , 1 1ρ = , 2 2ρ = , 1 1a I= + , 1 2 2k k= = , 2 3P I= − − , 2 3IΩ = − +  
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(a)                               (b)                               (c) 

 
(d)                               (e) 

Figure 2. Parameters: 1 1δ = , 2 1δ = − , 1 1ρ = , 2 2ρ = , 1 3a I= , 1 2 2k k= = , 2P I= − , 1 3IΩ = − +  

图 2. 参数： 1 1δ = , 2 1δ = − , 1 1ρ = , 2 2ρ = , 1 3a I= , 1 2 2k k= = , 2P I= − , 1 3IΩ = − +  
 

 

Figure 3. Parameters: 1 1δ = , 2 1δ = − , 1 0ρ = , 2 1ρ = , 1 2 2k k= = , 2 3P I= − − , 2 3IΩ = − +  

图 3. 参数： 1 1δ = , 2 1δ = − , 1 0ρ = , 2 1ρ = , 1 2 2k k= = , 2 3P I= − − , 2 3IΩ = − +  
 

当 1ε = 时呼吸Ⅱ型解(17)可写为如下双曲函数的形式 
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其中 ( )2 *e 1,1Fτ = 。 
短波分量 21,u u 都是呼吸子解，对于呼吸子解(17)，函数取模长后求取周期是较为复杂的，我们可以

研究取定某个参数后解的周期状况及振幅。由方程(20)可以看出这种解是由亮孤子和暗孤子组合形成的
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解，在其他的多分量非线性方程中也出现过该类型的解。与以往的呼吸 I 型解不同[13]，在文献[13]中这

种类型的解被称为呼吸 II 型解，从呼吸 II 型解导不出怪波解，而且在单分量的系统中不会出现呼吸 II 型
解。图 1(a)~(b)，我们可以看到 21,u u 都是呼吸 II 型解，图 1(c)中 v 是一个亮孤子解，图 1(d)~(f)为对应参

数下孤子解所对应的密度图。图 2(a)~(b)，我们可以看到 21,u u 都是呼吸 II 型解，图 2(c)中长波 L 是一个

亮孤子解，图 2(d)~(f)为孤子解所对应的密度图。图 2 中为 v 是一个平面波时对应的解。当 1 0ρ = 或 2 0ρ =

时，短波分量 1u 或 2u 就是亮孤子解，另外一个短波分量就是暗孤子解，见图 3。 

4. 总结与展望 

呼吸Ⅱ型解可以被视为一个亮孤波和一个暗孤波在时间和空间上的相互作用，这种相互作用表现为

亮–暗孤波的周期性振荡和能量交换，这种解在非线性物理中具有重要意义。本文借助 Hirota 双线性方

法构造特殊的展开形式给出两分量 Coupled-Higgs 方程的呼吸Ⅱ型解，并绘制其图像。本文的研究结果为

非线性可积系统的研究提供了新的视角，丰富了对耦合 Higgs 方程动力学的理解。所推导的呼吸子解在

非线性光学、等离子体物理和凝聚态物理等领域具有潜在的应用价值，特别是在描述局域化振荡现象和

能量传输机制方面。此外，本文的研究方法也为求解其他复杂非线性偏微分方程的呼吸子解提供了参考

框架，为相关领域的进一步研究奠定了基础。后续读者也可利用该方法求其他方程的呼吸Ⅱ型解。 
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