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摘  要 

本文针对高维情形得到了高维正态分布在Fisher度量下的数量曲率，并且证明了当协方差矩阵Σ为对角

矩阵时，正态分布族的参数空间是爱因斯坦空间，其Ricci曲率与度量张量成严格比例关系。 
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Abstract 
In this paper, the scalar curvature of high-dimensional normal distribution under Fisher metric is 
obtained for the high-dimensional case, and it is proved that when the covariance matrix Σ is a di-
agonal matrix, the parameter space of the normal distribution family is Einstein space, and its Ricci 
curvature is strictly proportional to the metric tensor. 
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1. 引言 

在统计学中，为了对含参数的分布族中的某些参数进行估计，我们需要构造适当的统计量。Fisher 矩
阵可以用来刻画统计量的充分性。假设有一个分布族 ( ),p x θ ，那么 Fisher 矩阵定义为 

( ) ( )log , log ,ij i jg E p x p x = ∂ ∂ θ θ  

由于正态分布作为典型指数族分布，其参数空间的几何特性始终是核心研究议题。正态分布族的

Fisher 矩阵定义了该分布族上的 Riemann 度量。关于这类度量前人已有很多研究工作。早期突破见于 Yo-
shiharu 等学者(1979) [1]对二维正态分布的探索：他们首次证明当协方差矩阵 Σ为对角阵时，参数空间具

有爱因斯坦流形结构，但其结论限于二维情形，且未揭示高维推广的可能性。Skovgaard (1984) [2]通过将

多元正态分布族建模为 Fisher-Rao 度量下的黎曼流形，系统推导了仿射联络与曲率张量的表达式，但其

研究止步于黎曼曲率的定性分析，未深入计算数量曲率等全局几何不变量。 
本文突破二维情形限制，一方面在 Skovgaard (1984)关于高维正态分布族曲率研究尚不完整的基础上，

系统研究了正态分布族的几何结构。得到正态分布族的 Fisher 度量的曲率张量，Ricci 曲率以及数量曲率

的完整公式 

( )21
4

n n
R

+
= −  

另一方面得到了当 Σ为对角矩阵时，正态分布的参数空间是爱因斯坦空间，该结论推广了 Yoshiharu 
(1979)的二维结果。 

2. 预备知识 

2.1. 经典信息几何 

定义 2.1 [3]：设 ( ),p x θ 是集合 X 上的概率密度函数，其中θ 是密度函数的参数，称 ( ){ }; |S p x= ∈Θθ θ
是统计流形，其中 nRΘ∈ 。 

定义 2.2 [4]：若 n 维统计流形 S 可以表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, exp i
ip x h x k x= + −θ θ ψ θ  

则称 S 是一个指数分布族。其中， x 是 n 维随机变量，θ 是该分布族的 n 维自然坐标， ( )k x 是关于

x 的函数， ( )ih x 是 n 个关于 x 线性无关的函数， ( )ψ θ 称为关于参数θ 的势函数。 
若我们规定特定的测量 ( ) ( ){ }d exp dx k x x=µ ，即 ( ) ( ), d 1p x x =∫ θ µ ，那么指数族的密度函数就可以

写为： 

( ) ( ){ }, expp x x= −θ θ ψ θ  

根据指数分布族的定义，可以将正态分布族写为指数分布族的形式。 
首先给出 n 维正态分布的概率密度函数： 

( )
( )

( ) ( )T 11 1; , exp
22 n

p x x x− = − − Σ − 
 π Σ

µ σ µ µ  
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其中， ( )T
1 2, , , n

n R= ∈µ µ µ µ 为正态分布的均值， ( )nP RΣ∈ 是 n 维协方差矩阵( ( )nP R 是 n 维正定对称

矩阵)， ( )T
1 2, , , n

nx x x x R= ∈ 为 n 维随机变量。 
现在定义出新的随机变量 ( )1 2,x x x= ： 

( )
( )

1 1

2
2 2

x h x x

x h x x

= = −


= =
 

同时引入新的参数 ( ),Θθ ： 
1

11
2

−

−

 = Σ


Θ = Σ

θ µ
 

那么正态分布族的势函数就可以得到： 

( ) T 11 1log log
4 2 2

n−= Θ + π+ Θψ θ θ θ  

并将正态分布族的 Fisher 信息度量定义为： 

( ) ( )log ; , log ; ,ij i jg E p x p x = ∂ ∂ µ σ µ σ  

正态分布族的 Fisher 信息度量是由期望来定义，为了方便计算，在计算过程中一般由

( )( )log ; ,ij i jg E p x= − ∂ ∂ µ σ 进行计算，下面给出它的证明。 

定理 2.3 [4]：若 ijg 是光滑的，则 

( ) ( )( ) ( )( )log ; , log ; , log ; , .i j i jE p x p x E p x∂ ∂ = − ∂ ∂µ σ µ σ µ σ  

2.2. 矩阵的迹 

下面介绍关于矩阵以及矩阵迹的相关性质，通过矩阵迹转化为元素的形式，进而得到更为简单的计

算。 
引理 2.4：若 ,A B 是 n 阶矩阵，则 
(1) 

 ( ) ( )* 1
2ij ij jitr AE a a= +  (1) 

(2) 当 A 或者 B 是 n 阶对称矩阵，有 

 ( ) ( ) ( )* * T1 1
2 2ij ij ii ii

i j i
tr AE tr BE tr AB a b

≥

= +∑ ∑  (2) 

(3) 当 A 或者 B 是 n 阶对称矩阵，有 

 ( ) ( ) ( )* T
ij ij

i j
tr AE tr BE tr AB

≥

=∑  (3) 

(4) 

 ( ) ( ) ( ) ( )* T1 1
2 2ij ij

i j
tr AE BE tr AB tr A tr B

≥

= +∑  (4) 

(5) 若 ( ) ( )T T
1 2 1 2, , , , , , ,n na a a a b b b b= =  ，则 

 T T
pp

p
a E b a b=∑  (5) 
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(6) 若 ( ) ( )T T
1 2 1 2, , , , , , ,n na a a a b b b b= =   

 T T
i

p i
ae b b a=∑ ∑  (6) 

(7) 

 ( )*
kl kl

k l
tr AE E A

≥

=∑  (7) 

(8) 

 ( ) ( )pp
p

tr AE tr A=∑  (8) 

(9) 当 A 是 n 阶对称矩阵，有 

 ( ) ( )Ttr AB tr AB=  (9) 

其中
,

, ,

1
1 1

i i
ij

i j j i

i j
E

i j
==  + ≠

且
( )

,
*

, ,

1
1 1 1
2

i i

ij
i j j i

i j
E

i j

=
= 

+ ≠

。 

证明： 
(1)，(8)可以通过简单计算得到，(6)可以将其展开得到，着重证明以下式子。 
对于(2)根据公式(2.1)，将迹的形式转换为元素的形式 

( )* 1 1
2 2ij ij ji

i j i j
tr AE a a

≥ ≥

= +∑ ∑  

( ) ( )* * 1 1 1 1
4 4 4 4ij ij ij ij ij ji ji ij ji ji

i j i j
tr AE tr BE a b a b a b a b

≥ ≥

 = + + + 
 

∑ ∑  

因为 TA A= ，有 

( ) ( ) ( )* * 1 1 1
2 2 2ij ij ij ji ji ij ii ii ij ji ji ij

i j i j i i j
tr AE tr BE a b a b a b a b a b

≥ ≥ >

 = + = + + 
 

∑ ∑ ∑ ∑  

又因为 ( )tr AB 可以写成 

( ) ( )ij ji ii ii ij ji ji ij
i j i i j

tr AB a b a b a b a b
≥ >

= = + +∑ ∑ ∑  

所以 

( ) ( ) ( )* * 1 1
2 2ij ij ii ii

i j i
tr AE tr BE tr AB a b

≥

= +∑ ∑  

对于(3)， A 或者 B 是 n 阶对称矩阵 

( ) ( ) ( ) ( )* 1
2ij ij ii jj ij ji ij ji

i j i j i j
tr AE tr BE a b a a b b

≥ = >

= + + +∑ ∑ ∑  

若 A 为对称矩阵就有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* 1
2ij ij ii jj ij ji ij ji ii ii ij ij ji

i j i j i j i j i j
tr AE tr BE a b a a b b a b a b b

≥ = > = >

= + + + = + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( )T
ii ii ij ij ji ji ii ii ij ij ji

i j i j i j i j
tr AB a b a b a b a b a b b

= > = >

= + + = + +∑ ∑ ∑ ∑  

将 ( ) ( )*   ij iji j tr AE tr BE
≥∑ 展开，就有 
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( ) ( ) ( )T *
ij ij

i j
tr AB tr AE tr BE

≥

= ∑  

若 B 是对称矩阵就有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* 1
2ij ij ii jj ij ji ij ji ii ii ij ij ji

i j i j i j i j i j
tr AE tr BE a b a a b b a b b a a

≥ = > = >

= + + + = + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

综上，若 A 或者 B 是 n 阶对称矩阵，就有 

( ) ( ) ( )*   T
ij ij

i j
tr AB tr AE tr BE

≥

= ∑  

对于(4)将 *
ij ijAE BE 展开，再计算其迹，有 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

*

T

1
2

1 1
2 2
1 1
2 2

ij ij ii ii ij ij ji ji ii jj jj ii
i j i i j

ii ii ji ji ij ij ii ii ii jj jj ii
i j i j

tr AE BE a b a b a b a b a b

a b a b a b a b a b a b

tr AB tr A tr B

≥ >

> >

= + + + +

= + + + + +

= +

∑ ∑ ∑

∑ ∑  

对于(5)对 T
iia E b 进行展开，有 

T
ii i ia E b a b=  

对其求和，所以有 
T T

pp p p
p p

a E b a b a b= =∑ ∑  

对于(7)因为 

( ) ( )* 1
2kl kl lktr AE a a= +  

所以有 

( ) ( )* 1
2kl kl kl lk kltr AE E a a E= +  

对所有的 ,k l 求和即为 

( ) ( )* 1
2kl kl kl lk kl

k l k l
tr AE E a a E A

≥ ≥

= + =∑ ∑  

对于(9)若 A 是 n 阶对称矩阵 

( ) ( )( )
( )
( )
( )

TT T

T

tr AB tr AB

tr BA
tr BA
tr AB

=

=

=
=

 

∎ 

3. 正态分布的 Fisher 信息度量的曲率 

在这一部分我们将研究高维正态分布族参数空间的曲率，通常用曲率张量来描述空间的曲率，但要
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直观地把握空间的形状，曲率张量尚不充分。因此，我们在这里也要考虑一些二维曲面中由高斯曲率定

义的截面曲率。有了前面的计算基础，这章将对高维正态分布族的曲率进行详细的计算。下面介绍后面

计算高维正态分布的曲率所要用到的公式 
引理 3.1：设 ijσ 是Σ中的元素， iµ 是 µ 中的元素，那么就有下面等式成立： 
(1) 

 1 1
kl

kl

E− −∂Σ
= −Σ Σ

∂σ
 (4.1) 

(2) 

 ( )1
kl

kl

tr E−∂ Σ
= Σ Σ

∂σ
 (4.2) 

(3) 

 ( )1 1 *
kl

ij kl
ij

tr E E− −∂
= − Σ Σ

∂
σ
σ

 (4.3) 

(4) 

 ( ) ( ) ( )TE x A x tr A − − = Σ µ µ  (4.4) 

(5) 

 
( ) ( )

1
1 1kl

ij kl
ij

tr A E
tr A E A E

a

−
− −

∂
= −

∂
 (4.5) 

证明：对于(1)，因为 
1 E−ΣΣ =  

对两边求 klσ 偏导有 

( )1

1
1

1
1

kl

kl kl

kl
kl

E

σ

σ σ

σ

−

−
−

−
−

∂ ΣΣ
=

∂
∂Σ ∂Σ

= Σ + Σ
∂ ∂

∂Σ
= Σ + Σ

∂

0

 

化简过后得 

1 1
kl

kl

E− −∂Σ
= −Σ Σ

∂σ
 

对于(2)，设 *A B=  
有 *A I A A BA= = ，对其矩阵展开并取出 A I 的 k 行 k 列的元素，就有 

kp pk
p

A b a=∑  

对其两边求 kla 的偏导 

kl lk

kkkl

b b k lA
b k la

+ ≠∂ 
=  =
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即 

( ) ( )1

  kl kl
kl

A
tr BE A tr A E

a
−∂

= =
∂

 

对于(3)，因为 1Σ− 是对称矩阵，与 ( )1kl
kltr E−= Σσ ，对 klσ 求偏导有 

( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1
kl

kl ijkl kl
ij ij ij ij kl

tr E E
−

− − − −
 ∂ ∂ ∂ ∂Σ

= Σ = Σ = = − Σ Σ  ∂ ∂ ∂ ∂ 

σ
σ σ σ σ

 

因为 1 1
ijE− −Σ Σ 是对称矩阵，所以有 

( )1 1 *
kl

ij kl
ij

tr E E− −∂
= − Σ Σ

∂
σ
σ

 

对于(4),将 ( ) ( )Tx A x− −µ µ 展开，得到 

( ) ( ) ( )( )T

,
ij i i j j

i j
x A x a x x− − = − −∑µ µ µ µ  

对其求期望，所以有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

T

,

,

ij i j i j j i i j
i j

ij ij
i j

E x A x a E x x E x E x

a

tr A

µ µ µ µ µ µ

σ

 − − = − − − 

=

= Σ

∑
∑  

对于(5)， 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1 1 * 1 12 2 2kl
ij ij kl ij klkl

ij ij kl

tr A E A A E A tr A E A E tr A E A E
a a

− −
− − − − − −

∂  ∂
= = − = − = −  ∂ ∂ 

 

∎ 
定理 3.2 [2]：设 是高维正态分布的信息度量，则其度量的张量为 

( )
,

1 1
,

,

0
1
2

i kl

ij kl ij kl

ij
i j

g

g tr E E

g σ

− −

=
 = Σ Σ


=

 

度量 的逆矩阵就可以表示为 

( )
,

, * *

,

0
2

i kl

ij kl
ij kl

i j
ij

g
g tr E E
g σ

 =


= Σ Σ
 =

 

定理 3.3 [2]：正态分布的联络系数可表示为 

( )

( ) ( )

, , ,
* *

,

T 1
,

* 1 * 1
,

0

1 Σ
2
1 1
2 2

k rs r
i j ij k ij kl
kl
i j kl ij

l
ij k k ij l

rs
ij kl rs kl ij rs ij kl

tr E E

e E e

tr E E E tr E E E

−

− −

Γ = Γ = Γ =

Γ =

Γ = −


Γ = − Σ − Σ

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定理 3.4 [2]：若 n
ie R∈ 表示 µ -方向的基向量场， *n n

ijE R∈ 表示σ -方向的基向量场，那么正态分布

族的仿射联络∇可以表示为 

( )

( )

T T

1

1 1

1
2

1
2

1
2

i j

i kl

ij kl

e j e i i j j i

e kl E i kl i

E kl E ij kl ij ij kl

e e e e e e

E e E e

E E E E E E

−

− −

∇ = ∇ = +
∇ = ∇ = Σ

∇ = ∇ = Σ + Σ


 

定理 3.5 [2]：黎曼曲率张量可以表示为 

( ) ( )

( )

, , ,

1 1 1 1 1 1 1 1
, , ,

T 1 1 1 T 1 1 1
, , ,

T 1 1 1
, , ,

1 1
4 4
1 1
4 4

1
4
1
4

ki jl kj il
i j k l

ij kl rs pq kl ij pq rs ij kl pq rs

i j kl rs i kl rs j i rs kl j

i kl j rs i kl rs j

R

R tr E E E E tr E E E E

R e E E e e E E e

R e E E e

− − − − − − − −

− − − − − −

− − −

 = − +

 = Σ Σ Σ Σ − Σ Σ Σ Σ

 = Σ Σ Σ − Σ Σ Σ


 = Σ Σ Σ


σ σ σ σ

 

下面我们介绍如何利用黎曼曲率张量计算 n 维正态分布的数量曲率。 
定理 3.6：n 维正态分布的数量曲率为 

( )21
4

n n
R

+
= −  

证明： 
首先计算 Ricci 张量的分量： 

( ),
, , ,

, ,

1 1
4 4

k l kl ij kj il ij
k i j l kl

k l k l

nR g σ σ σ σ σ σ−
= − =∑ ∑  

( )

( ) ( )

( ) ( )

, T 1 1 1 * *
, , ,

T 1 1 1 * *

1 T 1 1 * *

1
2

1
2

1
2

kl pq
kl i j pq i kl pq j kl pq

k l k l
p q p q

i kl pq j kl pq
k l
p q

j i kl pq kl pq
k l
p q

R g e E E e tr E E

tr e E E e tr E E

tr e e E E tr E E

− − −

≥ ≥
≥ ≥

− − −

≥
≥

− − −

≥
≥

= − Σ Σ Σ Σ Σ

= Σ Σ Σ Σ Σ

= − Σ Σ Σ Σ Σ

∑ ∑

∑

∑

 

由公式(3) 

( )

( )

, 1 T 1 1 *
, , ,

T 1 *

1
2

1
2

kl pq
kl i j pq j i kl kl

k l k l
p q p q

j i kl kl
k l
p q

R g tr e e E E

tr e e E E

− − −

≥ ≥
≥ ≥

−

≥
≥

= − Σ Σ Σ Σ Σ

= − Σ

∑ ∑

∑
 

由公式(4) 

( ) ( ) ( )( ), T 1 T 1
, , ,

1 1
4 4

kl pq ij
kl i j pq j i j i

k l
p q

nR g tr e e I tr e e tr I σ− −

≥
≥

+
= − Σ + Σ = −∑  

https://doi.org/10.12677/pm.2025.155160


熊明月 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.155160 125 理论数学 
 

计算 ,
, , ,,

p q
p ij kl qp q R g∑  

, T 1 1 1
, , ,

,

T 1 1 1

T 1 1 1

1
4

1
4
1
4

p q
p ij kl q p ij kl q pq

p q

T
p ij kl q q p

p ij kl qq p

R g e E E e

e E E e e e

e E E E e

σ− − −

− − −

− − −

= − Σ Σ Σ

= − Σ Σ Σ Σ

= − Σ Σ Σ Σ

∑

 

由公式(8)，可得 

( )

( )

, T 1 1
, , ,

,

T 1 1

1 1

1
4
1
4
1
4

p q
p ij kl q p ij kl p

p q

p ij kl p

ij kl pp

R g e E E e

tr e E E e

tr E E E

− −

− −

− −

= − Σ Σ

= − Σ Σ

= − Σ Σ

∑

 

由公式(3)，可得 

( ), 1 1
, , ,

,

1
4

p q
p ij kl q ij kl

p q
R g tr E E− −= − Σ Σ∑  

下面计算 

( ) ( )

( ) ( )

, 1 1 1 1 * *
, , ,

1 1 1 1 * *

1 2
4

1 2
4

pq rs
pq ij kl rs rs kl pq ij rs pq

p q
k l

rs kl ij pq rs pq

R g tr E E E E tr E E

tr E E E E tr E E

− − − −

≥
≥

− − − −

= Σ Σ Σ Σ Σ Σ

− Σ Σ Σ Σ Σ Σ

∑
 

由公式(3)，可得 

( ) ( ), 1 1 * 1 1 *
, , ,

1 1     
2 2

pq rs
pq ij kl rs ij rs kl rs rs kl ij rs

p q
k l

R g tr E E E E tr E E E E− − − −

≥
≥

= Σ Σ − Σ Σ∑  

由公式(4)，可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 1 1 1 1
, , ,

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1
4 4

1 1
4 4

1
4 4

pq rs
pq ij kl rs ij kl ij kl

p q
k l

ij kl ij kl

ij kl ij kl

R g tr E E tr E tr E

tr E E tr E E tr I

ntr E tr E tr E E

− − − −

≥
≥

− − − −

− − − −

= Σ Σ + Σ Σ

− Σ Σ − Σ Σ

= Σ Σ − Σ Σ

∑

 

对于二维正态分布的参数空间，Ricci 张量的分量由下面的公式给出： 
, ,

, , , , , ,
,

1 1
4 4
1
2

k l kl pq
ij i j k l kl i j pq

k l k l
p q

ij ij

ij

R R g R g

n n

≥
≥

= +

− +
= −

= −

∑ ∑

σ σ

σ
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,
, , , , , , ,

,

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1
4 4 4

1 1
4 4

p q pq rs
ij kl p ij kl q pq ij kl rs

p q k l
p q

ij kl ij kl ij kl

ij kl ij kl

R R g R g

ntr E E tr E tr E tr E E

n tr E E tr E tr E

≥
≥

− − − − − −

− − − −

= +

= − Σ Σ + Σ Σ − Σ Σ

+
= − Σ Σ + Σ Σ

∑ ∑

 

那么数量曲率可以表示为 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,
, ,

,

1 1 * *

1 1 * *

1 1 2
2 4
1 2
4

i j ij kl
i j ij kl

i j i j
k l

ij
ij ij kl ij kl

ij kl ij kl

R R g R g

n tr E E tr E E

tr E tr E tr E E

≥
≥

− −

− −

= +

+
= − − Σ Σ ∗ Σ Σ

+ Σ Σ ∗ Σ Σ

∑ ∑

σ σ  

由公式(3)，可得 

( ) ( ) ( )
( )

( )

* 1 *

2

1 1  
2 2 2

11
2 2 2 2

1
4

ij ij ij ij
i j

n nR tr E E tr E tr E

n nn n n

n n

−

≥

+
= − − + Σ Σ

++
= − − ∗ +

+
= −

∑

 

∎ 
上述定理可知 n 维正态分布的数量曲率是跟维数有关的常数，但是通过 Ricci 张量和黎曼张量的比

较，我们发现一般情况下我们的参数空间不是爱因斯坦空间，但是我们发现在某个特定的子流形下，高

维正态分布的参数空间是爱因斯坦空间。下面给出高维正态分布的参数空间是爱因斯坦空间的充分条件。 
推论 3.7：若Σ是对角矩阵，则 n-维正态分布的参数空间是爱因斯坦空间。 
证明：当Σ是对角矩阵时，根据度量公式 

( ); ,Σij i jg E p x = − ∂ ∂ µ  

可得到正态分布的黎曼度量为 

( )

,

2,

,

0;

0,
;1   ,

2

i jj

ii jj ii

ij
i j

g

ii jj
g g

ii jj

g

 =


≠
 = = 

= 
 =

σ

σ

 

因为 ,ii jjg 和 ,i jg 是对称矩阵，所以有正态分布的 Fisher 度量的逆矩阵 
,

1 ,
2

,

0;
0,

;
2 ,

i jj

ii jj

ii

i j
ij

g
ii jj

g g
ii jj

g

−

 =


≠
= =  =
 =

σ

σ

 

现在计算联络系数 
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( ),,
,

1
2

i ikk kk kk
i j kk ii

kk

g
g tr E E

∂
Γ = − =

∂σ
 

当且仅当 k i= 时， ( ) 1kk iitr E E = ，其余为零，即 

, 1kk
k kΓ =  

T 1
,

1
2

l
ii k k ii le E e−Γ = − Σ  

由于矩阵 1
iiE−Σ 是对称矩阵所以有 

( )1
,

1 Σ
2

l
ii k ii kltr E E−Γ = −  

这个式子只有当 k i l= = 时不为零，即 

( )1
,

1 1
2 2

i ii
ii i ii iitr E E−Γ = − Σ = − σ  

( ) ( )1 1
,

1 1
2 2

rr
ii kk rr kk ii rr ii kktr E E E tr E E E− −Γ = − Σ − Σ  

这个式子只有当 k i r= = 时不为零，即 

,
1 1
2 2

ii ii ii ii
ii iiΓ = − − = −σ σ σ  

,

,

,

1
1
2

kk
k k

i ii
ii i

ii ii
ii ii

Γ =

Γ = −

Γ = −

σ

σ

 

其余的联络系数为 0。 
正态分布族的仿射联络∇为 

,i

ii
e i i i ii iie E E∇ = Γ =  

,
1
2

i ii
ei ii i ii i iE e e∇ = Γ = − σ

 

,ii

ii ii
E ii ii ii ii iiE E E∇ = Γ = −σ  

1
2

i

i

ii

e i ii

ii
e ii i

ii
E ii ii

e E

E e

E E

∇ =

∇ = −

∇ = −

σ

σ

 

其余为 0。 
接下来求二阶偏导： 

( )

1
2

i i i i

i

e e i e e i

e ii

ii
i

e e

E

e

∇ ∇ =∇ ∇

= ∇

= − σ
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( )

( )2

ii ii ii ii

i

E E ii E E ii

ii
e ii

ii
ii

E E

E

E

∇ ∇ =∇ ∇

= − ∇

= −

σ

σ

 

( )
1
2
1
2

i i i i

i

e e ii e e ii

ii
e i

ii
ii

E E

e

E

∇ ∇ =∇ ∇

= − ∇

= −

σ

σ

 

ii i ii

ii
E e i E ii iie E E∇ ∇ =∇ = −σ  

( )2

1
2

1
2

i i

ii ii

i i

ii i

ii
e e i i

ii
E E ii ii

ii
e e ii ii

ii
E e i ii

e e

E E

E E

e E

∇ ∇ = −

∇ ∇ = −

∇ ∇ = −

∇ ∇ = −

σ

σ

σ

σ

 

其余为 0。 
黎曼曲率张量就可以表示为 

( )

( )

( )

, , ,

3

,

1 ,
2

1 ,
2
1
4

i ii ii ii ii i ii e E i E e i ii

ii ii
ii ii ii

ii
ii ii

ii

R g e e E

g E E E

g E E

= ∇ ∇ −∇ ∇

 = − + 
 

=

=

σ σ

σ

σ

 

其余为 0。 
Ricci 曲率表示为 

( )

,
, , , ,

,
, , ,

3 21 2
4
1
2

ii ii
i i ii i i ii

ii ii
i ii i ii

ii
ii

ii

R R g

R g

=

= −

= −

= −

σ σ

σ

 

( )

( )

,
, , , ,

,
, , ,

3

2

1
4
1
4

i i
ii ii i ii ii i

i i
i ii i ii

ii ii

ii

R R g

R g

=

= −

= −

= −

σ σ

σ
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( )

,

2

,

1
2
1
4

ii
i i

ii
ii ii

R

R

 = −

 = −


σ

σ
 

这个空间的数量曲率为 

( )

, ,
, ,

2 21 1 2
2 4

i i ii ii
i i ii ii

i

ii ii
ii ii

i

R R g R g

n

= +

 = − − 
 

= −

∑

∑ σ σ σ σ  

比较度量张量与 Ricci 张量，有如下的关系： 

,

, , ,

1
2 2

1
2 2

i i ii ii

ii ii ii ii ii ii

RR g g
n
RR g g
n

 = − = −

 = − = −


 

综上可以看到，n-维正态分布的参数空间是爱因斯坦空间。 
∎ 
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