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摘  要 

令 n 表示模 n剩余类群， k
n 表示 k 个 n 做直积后的群，并记其自同构个数为 ( )ka n 。对任意的正整数

n以及任意给定的正整数 k ，我们得到了 ( )∑ kn x a n
≤ 的渐近公式，其表明 ( )ka n 的平均个数在不计常数

因子的意义下是 kn
2
。该结果可被视作是Euler函数的经典均值结果在群论意义下的推广。 
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Abstract 

Let n  be the additive group of the residue classes modulo n , k
n  be the direct product of k  n ’s, 

and ( )ka n  be the number of automorphisms of k
n . For arbitrary positive integer n  and any given 

positive integer k , we obtain the asymptotic formula for the sum ( )∑ kn x a n
≤ , which indicates that 

the average value of ( )ka n  is kn
2

 up to multiplying by a constant. This is a generalization, from a 
group theory viewpoint, of a classic result for the mean value of the Euler totient function. 
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1. 引言 

令表示整数加群， n n=  表示模 n 剩余类群。众所周知，群的自同构个数为 Euler 函数 ( )nϕ 。

由初等方法容易得到：当 2x ≥ 时， 

( ) ( )2
2

 

3 log .
n x

n x O x xϕ
≤

= +
π∑  

这表明群 n 的自同构个数大约是 26n π 。 
十九世纪中期，Camille Jordan [1]证明了群 :k

n n n n

k

= × × ×


个

    的自同构个数为 

( )
( )

( )
1

2

1
,

k k k

k i
i

a n n J n
−

=

= ∏  

其中 ( )iJ n 为 Jordan 函数 ( ) ( )| 1 1i i
i p nJ n n p= −∏ ，p 为素数， i∈。特别地，当 1i = 时，便是大名鼎鼎

的 Euler 函数 

( )
|

11 , .
p n

n n p
p

ϕ
 

= − 
 

∏ 为素数  

对于任意的正整数 n ，容易发现 ( ) ( )1a n nϕ= 。因此算术函数 ( )ka n 可被视作是 Euler 函数在群论意

义下的推广。本文我们主要考虑了 2k ≥ 的情形，并得到了如下结果。 
定理 1. 对充分大的 x ，我们有 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1

2
2 2

6 1 log ,
1

k
k

k kn x

xa n G k O x x
k

+

≤
= + +

+ π
∑  (1) 

其中 

( )
( ) ( )

( ) 2

1
1

2
13 1 11

2

11 11 1 .
kk k

j
jj k kp s k

b
G s

p p pp

+
−

−= + − +−

  
−  = − − − −  

    

∑∏  

不难发现，当 1k = 时，定理 1 的结果与上述关于 ( )nϕ 的渐近公式的结果是基本一致的。 
类比 L. Tóth、W. G. Nowak 以及翟文广(见[2]-[4])对群  m n×  和

1 2 3n n n× ×   的子群个数的均值的

研究，借助 Sehgal [5]等人得到的群 m n×  的自同构个数的结果以及二维 Perron 公式，我们可以得到群

m n×  的自同构的均值。进一步地，借助 Hillar 和 Rhea [6]关于群 1e elp p
× ×  的自同构群阶数的结果，

理论上我们可以得到对于任意的 l∈，群
1 ln n× ×  的自同构个数，进而利用 M. Balazard [7]等人得到

的多维 Perron 公式去计算群
1 ln n× ×  的自同构个数的均值。碍于本文篇幅以及研究的复杂性，上述两

个研究内容并未体现在本文中。 
符号说明：在本文中，表示正整数集， n n=  表示模 n 剩余类群， k

n 表示 k 个 n 做直积后的

群，µ 表示 Möbius 函数，ζ 表示 Riemann-zeta 函数， x  表示不超过 x 的最大整数， ( )ka n 表示群 k
n 的
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自同构个数，∗表示 Dirichlet 卷积。对任意的复数 s itσ= + ，σ 和 t 分别表示 s 的实部和虚部。 

2. ( )ka n 的卷积表示 

由于 ( )ka n 的表达式比较复杂，因此为将 ( )ka n 表示为卷积，我们考虑先将由 ( )ka n 生成的 Dirichlet
级数解析延拓后再进行卷积表示。在此之前，我们先考察下面这个多项式： 

( ) ( )
( )1 2

1 0
1 : .

k kk
i j

j
i j

f x x b x
+

= =

= − =∏ ∑  

容易验证， 1k = 时， 0 1b = ， 1 1b = − ， 2 0b = ； 2k = 时， 3 1b = ； 2k ≥ 时， 2 1b = − ； 3k ≥ 时， 3 0b = ；

( ) ( )1 2    1 k
k kb + = − 。下面我们开始对由 ( )ka n 生成的 Dirichlet 级数进行解析延拓。我们有如下结果。 

命题 1. 对任意实部大于 2 1k + 的复数 s ，总有 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2| 1

1 1 2

11
: ,

1

kk
ip n i

k
k s sn n

n s ka n p
A s G s

n n s k

ζ

ζ

=
∞ ∞

= =

 
−  − = = =

− +

∏ ∏
∑ ∑  (2) 

其中 

( )
( )

( )
( ) 2

1
1

2

1 1 113 2

11 11
1

k k
k

j
j k k s k

p j

b
G s

p p pp

+
−

− + − +−=

  
−  = − − −   −    

∏ ∑  

证明：容易验证 ( )ka n 可乘。由于 2 1 1kσ > + > ，故根据 Riemann-zeta 函数 ( )sζ 的 Euler 乘积展开： 

( ) ( ) 1

0
1 ,ks s

p k p
s p pζ

∞ −− −

=

= = −∏∑ ∏  

我们有 

( ) ( )

( )
( )
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( )
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2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

1

1

1
1

2

11 2 2 2 2 2 1
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1
1

2

3 12 2 2 2 2 3 3 3 323 2
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1
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k
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k r s kp r

k k
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j
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k
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p
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b
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b
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=∞

−=

+
−

−− − + − + − + − − +−=

+
−
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  
−  

  = + 
  
 


−= + − − + + + −




−
− + + + −

∏
∏ ∑

∏ ∑

∑

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2

2

2 2 2

1 3 3 2

1
1 2

2

5 1 23 3 33 2

1
1 2

2
2

1 21 2
3 2

1

1

111 11
1

k s k

k k
k

j
k ks k j sj

k k
k

j
k ks k s k s k j sp j

p

s kb

s kp p

s kb
s k

s kp p p p

ζ

ζ

ζ
ζ

ζ

+ − +

+
−

−− + −=

+
−

−− + − + − + −=

−

 −− + + + ⋅ −


  − +− = − − − + + ⋅  − + 
 

∑

∏ ∑


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( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

2 2 2 2

2 2

1 1
1 12

2 2

12 2 2 2 3 2 2 1
3 32

1
1

2

3 1 5 13 3 4 3 3 22 1 3 232 2

11 11
1

1 11

k k k k
k

j j
k ks k s k j s k s k jsp j j

k k
k k

j
k k k ks k s k js sj

s k b b

s k p p p pp

b

p pp p

ζ

ζ

+ +
− −

−− + − + − + − + +−= =

+
−

− −− + − + +− + − +=

− −= − + + − +− + 



− − + − + + + 




∏ ∑ ∑
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记 

 

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

2 2 2 2

2 2

1 1
1 1

2 2

12 2 2 3 2 2 1
3 32

1
1
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3 1 5 13 3 4 3 3 22 1 3 232 2

11 1: 1

1 11

k k k k
k

j j
k ks k s k j s k s k jsp j j

k k
k k

j
k k k ks k s k js sj

b b
G s

p p p pp

b

p pp p

+ +
− −

−− + − + − + − + +−= =

+
−

− −− + − + +− + − +=


−= − + + − +





− − + − + + + 




∏ ∑ ∑

∑ 

 (3) 

当 2 1kσ > − 时，有 

 

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

2 2 2 2

2 2

2

1 1
1 1
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12 2 2 3 2 2 1
3 32

1
1

2
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2

11 1log log 1
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k k k k
k

j j
k ks k s k j s k s k jsp j j

k k
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j
k k k ks k s k js sj

k
p

b b
G s

p p p pp

b

p pp p

pσ

+ +
− −

−− + − + − + − + +−= =

+
−

− −− + − + +− + − +=

− +


−= − + + − +





− − + − + + + 




∑ ∑ ∑

∑

∑



 

 

从而 ( )G s 在半平面 2 1kσ > − 绝对一致收敛，从而无穷乘积 ( )G s 中的每一项可以求和为如下形式： 

( )
( )

( )
( ) 2

1
1

2

1 113 2

11 11
1 1

k k
k

j
j k k s k

p j

b
G s

p p pp

+
−

+ − +−=

  
−  = − − −  − −    

∏ ∑  

又因为 ( )2s kζ − 和 ( )( ) 12  1s kζ
−

− + 分别在 2 1kσ > + 和 2kσ > 解析，故 ( )kA s 在 2 1kσ > + 绝对一致收

敛。                                                                                      
容易发现，存在算术函数 ( )g n ，使得 

( ) ( )
1

,s
n

g n
G s

n

∞

=

= ∑  

从而根据 Dirichlet 级数乘积与算术函数卷积的关系，我们有如下推论。 
推论 1. 对任意的 n∈，有 

 ( ) ( )( ) ( )2 2 1k k
ka n n n n g nµ−= ∗ ∗  (4) 

3. 对 ( )g n 的相关分析 

由于 ( )g n 的具体表达式未知且在实际应用卷积方法的过程中常涉及算术函数的绝对值的求和，因此

我们在此分析 ( )g n 。我们有如下命题。 
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命题 2. 对任意的 n∈， 

( ) 2 1.kg n n −<  

证明：由(3)，对任意的素数 p 以及α ∈ ，有 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )2 21
11 12

3 1 1
1

2

11 11
1

kk k
k k nj

j ij k k i

b
g p p p

p p p
p

α αα
+

−− −

= + =
−

−  
= − + + = − −  

∑ ∏  (5) 

由于 p 是素数，故 1

11 1n
ii p=

 
− < 

 
∏ ，因此对于任意的 n∈，设 |p nn pα=∏ ，从而有 

( ) 2 1kg n n −<  

并且
2 1kn − 关于 n 单调递增。                                                              

下面我们开始研究 ( )g n 的求和。根据 Perron 公式(见[8] [9])，我们有如下结果。 
命题 3. 对任何充分大的实数 x ，有 

 ( ) ( )2 1 log .k
kn x g n O x x−

≤
=∑  (6) 

证明：不难发现，级数 ( ) ( )1: s
nG s g n n∞ −
=

= ∑ 的解析范围与 ( )G s 相同，均为 2 1kσ > − 。在区域 2kσ >

内，有 

 
( )

2 2 21 1 11 1

1 d 1 .sn n k k

g n t
n kn tσ σ σ

∞∞ ∞

= = − + − +
≤ ≤ =

−∑ ∑ ∫  (7) 

对任意的 ε ，令 2 1kσ ε= − + ，则对充分大的素数 p ，有 

2 1 2 41 1 1 ,s kp p p p
ε ε

ε− − − ≥ − ≥ − ≥  

从而 

 

( )
( )
( ) 2

1
1

2

1 11 1 113 4 42

11 1 1 d 4log 1 ,
1 1

k k
k

j
j k k s k

p j p

b x
p p p p xp

ε ε ε

+
−

∞

+ − + + +−=

  
−  − − − =  − −    

∑ ∑ ∑ ∫   

故 ( )G s 是有界的。 
不失一般性，我们假定 1 2 2025x N= + ≥ 。根据 Perron 公式，我们有 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 log1 d ,
2

bsb iT

n x b iT

x B b xH x xxg n G s s O O
i s T T

+

≤ −

   
= + +    π   

∑ ∫   (8) 

其中 ( ) ( ) 12B kσ σ
−

= − ， ( ) 2 1kH x x −= ，并且我们取 2
1 1 1 logk xσ = − + 。 

利用围道积分法，下面我们在以 1,b iT iTσ± ± 为顶点的矩形围道考虑积分 

( )1 d .
2

sxJ G s s
i sΦ

=
π ∫

  

注意到在围道内部被积函数解析，因此下面我们将在矩形围道 Φ 的上、下、左三条边上做积分估

计。 
首先，在两条水平线段 1 , ?b t Tσ σ< < = ± 上，我们有 
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 ( ) ( )1

1 1

1 d d .
2

s biT

iT

bx x xG s s G s
i s T T

σ
σ

σ σ
σ

+

−
≤

π ∫ ∫ 

   (9) 

其次，在左边竖直线段 1,T t T σ σ− ≤ ≤ = 上，我们有 

 ( ) 2 21

1

1
2

11 dd log .
2

siT k k
k

T
kiT

x tG s s x x T
i s t

σ

σ

+ − −

−π ∫∫ 

   (10) 

最后，我们联立(8)~(10)并取 2 1 log ,b k x T x= + = 来平衡所有的余项之后便能得到(6)。            

4. 定理 1 的证明 

有了前两节的准备，接下来我们就开始证明定理 1。 
定理 1 的证明：根据(3)，我们有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 1 , ,k k k k
xn x uvw x vw x u

vw
a n u v v g w v v g w u u v wµ µ− −

≤ ≤ ≤ ≤
= = ∈∑ ∑ ∑ ∑   (11) 

而 

 ( ) ( )
( )

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

1
2 1

1 1 2 1 11
d d

1

x k kx x
wvk k k kvw vwx ku k k k kvw

x xu t t t t t k t t t t O
k v w v w

+
−

≤ + +

 
= + − − − = +          +  

∑ ∫ ∫  (12) 

故 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 2

2 2 2 2
1

k
k k k

xk k kvw x vw x v x wk k k kv

v g w v g wxv v g w O O x O x
v vv w w w

µ µ
µ−

≤ ≤ ≤ ≤

     
= ⋅ =              

∑∑ ∑∑  (13) 

由命题 3 和分部求和，我们有 

 

( ) 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

1

1 1

1 1

11 1 1

1 d log

1log log d

log

kx
vx kw k k kv

k k kx
v

k kk k k k

k

g w xO x
w t v

v x xO x O x t
x v t v
vO x
x

−

≤ −

− −

− + −

  
 =      

    
 = + ⋅           
 =  
 

∑ ∫

∫  (14) 

故 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2 2 2

2 2
1 1 log log .

k
k k k

k k kvw x v xk k

xv v g w O O x x v O x x
v w

µ µ− −
≤ ≤

 
= =  

 
∑ ∑  (15) 

此外， 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2

2

2 2

2

1 1 1

2 2 2 21 12 1 1 2 1

1 1
2

2 212 1

1 1
2

2 212 2 1

1 1 1

1
11 2

6 1
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k k k

vw x v w vw xk k k

k k

xw vk w
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xw vk w

v g w v g w v g wx x x
k k v kv w w v w

g w vx xG k
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 (16) 

借助有关 ( )nµ 求和的经典结果[10] 
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 ( ) ( )10 loge ,c x
n x n O xµ −
≤

=∑  (17) 

其中 c是正常数，从而我们有 

 
( ) ( )

10 10log log

2 2 2
1 1d d e e ,

x xc c
w wx xx xv v

w ww w

v x wv O O
w xv t t

µ
µ

− −+∞ +∞

> ≤

          = = =            
∑ ∑∫ ∫  (18) 

因此 

 
( ) ( )2

102

2

1 log

2 21 1
e .

1

xk ck wx kw lk w

g w vx O x
k vw

µ+ −∞

= >+

 
 =
 +  

∑ ∑  (19) 

最后，联立(11) (12) (15) (16) (19)，我们就能得到定理 1。                                     
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