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摘  要 

本文首先阐述了具有4 ×4 Lax对的NLS方程的来历、表示形式，并将其表示为矩阵的分块形式，通过对

Lax对、特征函数以及对称性的分析，得出全局关系，并表示出 ( )s k 和 ( )S k 的形式，进而构造黎曼–希

尔伯特问题，并通过 nM 之间的关系，计算出其跳跃矩阵。 
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Abstract 
In this paper, the origin and representation of the square matrix NLS equation with a 4 × 4 Lax pair 
are first expounded, and it is expressed as the block form of the matrix. Through the analysis of lax 
pair, eigenfunction and symmetry, we establish the global relation and derive the explicit forms of 
( )s k  and ( )S k . And then the Riemann-Hilbert problem is constructed, and its jump matrix is cal-

culated through the relationship between nM . 
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1. 引言 

黎曼–希尔伯特问题是 Fokas 方法中分析非线性方程的初边值问题的重要一环，2002 年，Fokas 在

分析半直线上非线性薛定谔方程(NLS)、KdV 方程、sine-Gordon 方程的初边值问题时，给出了这些方程

的黎曼–希尔伯特问题[1]。2012 年，Lenenlls 将 Fokas 方法进一步推广到具有 3 × 3 Lax 对的方程中时，

给出了具有 3 × 3 Lax 对的方程的黎曼–希尔伯特问题[2]。 
在过去二十年里，多组分玻色–爱因斯坦凝聚体(BECs)的研究一直是一个非常活跃的研究领域。这

些系统可以在平均场理论框架内推导得出，它们所表现出的非线性激发的静态和动态特性可以通过一组

耦合的格罗斯–皮塔耶夫斯基(Gross-Pitaevskii)方程很好地描述[3]-[6]，该方程组是所谓的散焦矢量非线

性薛定谔(NLS)方程的一种变体[7] [8]。当原子种类内部和之间的排斥相互作用强度相等时(即可积情况，

也称为马纳科夫(Manakov)极限[9])，在不存在囚禁势的情况下，它可简化为散焦矢量非线性薛定谔方程。

尤其是，光捕获技术使得在自旋极化玻色–爱因斯坦凝聚体(spinor BECs)中实现原子囚禁成为可能，无论

其自旋超精细态如何[10] [11]，在均匀环境中(即不存在囚禁势的情况下)，对于合适的相互作用系数选择，

具有 1F = 的自旋极化玻色–爱因斯坦凝聚体可以用矩阵非线性薛定谔(NLS)方程来描述： 

 †
2 22 0 ,t xxiQ Q vQQ Q ×+ − =  (1) 

其中 ( ) ,Q x t 是一个 2 × 2 的复矩阵值函数， †Q 表示Q 的厄米共轭。当 1v = − (相应地， 1v = + )时，系统处

于自聚焦(相应地，自散焦)状态。如果选择 2 × 2 矩阵势 ( ) ,Q x t 为复对称矩阵，即 ( ) ( )1 1 0 1, diag ,Q x t q q q σ−= +

(这里及以下 ( )1,2,3j jσ = 表示泡利矩阵)，方程(1)可用于描述具有    1F = 的自旋极化玻色–爱因斯坦凝

聚体；自散焦情况( 1ν =  )对应于原子间的排斥相互作用和反铁磁自旋交换相互作用，而 1ν = 描述了吸引

原子间相互作用和铁磁自旋交换相互作用( 1ν = − )。在这两种情况下，函数 1 0 1 , ,q q q− 与自旋构型为1,0, 1−
时量子场算符三个分量的真空期望值相关[12] [13]。 

本文主要研究上述矩阵非线性薛定谔方程的一种推广形式，即 

 2 2
†2 ,0t xxiQ Q Q Q Q ×+ − Σ Ω =  (2) 

其中Q 是一个 2 × 2 的复矩阵函数，已证明对于任意的 2 × 2 厄米矩阵Σ，Ω ，该方程是可积的，Ω 可

在不失一般性的情况下选择为规范形式，即对角元素为 0 或者±1，由于我们关注的是完全耦合系统，而

不是三角系统，我们假设 Σ，Ω 都是 2 × 2 的对角矩阵，元素为±1，如果我们记 ( )11 22diag ,σ σΣ = 和

( )11 22diag ,ω ωΩ = ，其中 2 2 2 2
11 22 11 22 1σ σ ω ω= = = = ，并假设 ( ),Q Q x t= 是一个对称矩阵： 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 0

0 1

, ,
, ,

, ,
q x t q x t

Q x t
q x t q x t−

 
=  
 

 (3) 

那么方程(2)中非对角项的相容性要求 11 22 22 11σ ω σ ω= ，由此可以得出方程有如下形式： 
Ⅰ. 散焦型的非线性薛定谔方程，当 2IΣ = Ω = (等同于 2IΣ = Ω = − )，即为 
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22 2
1 1 1 1 0 0 1

22 2
1 1 1 1 0 0 1

22 2
0 0 1 1 0 1 0 1 1

2 2 2 0,

2 2 2 0,

2 2 0,

 

t xx

t xx

t xx

iq q q q q q q

iq q q q q q q

iq q q q q q q q q

−

− − − −

− − −

  
 

   

+ − + − =

+ − + − =

+ − + +


 
 

− =

 (4) 

Ⅱ. 聚焦型的非线性薛定谔方程，当 2IΣ = −Ω = (等同于 2I−Σ = Ω = )，即为 

 

22 2
1 1 1 1 0 0 1

22 2
1 1 1 1 0 0 1

22 2
0 0 1 1 0 1 0 1 1

2 2 2 0,

2 2 2 0,

2 2 0,

t xx

t xx

t xx

iq q q q q q q

iq q q q q q q

iq q q q q q q q q

−

− − − −

− − −

  
 

   

+ + + + =

+ + + + =

+ + + +


 

 =
+

 (5) 

Ⅲ. 当 3σΣ = Ω = (等同于 3σΣ = Ω = − )，即为 

 

22 2
1 1 1 1 0 0 1

22 2
1 1 1 1 0 0 1

22 2
0 0 1 1 0 1 0 1 1

2 2 2 0,

2 2 2 0,

2 2 0,

t xx

t xx

t xx

iq q q q q q q

iq q q q q q q

iq q q q q q q q q

−

− − − −

− − −

  
 

   

+ − − − =

+ − − − =

+ − − +


 

 =
+

 (6) 

Ⅳ. 当 3σΣ = −Ω = (等同于 3σΣ = −Ω = − )，即为 

 

22 2
1 1 1 1 0 0 1

22 2
1 1 1 1 0 0 1

22 2
0 0 1 1 0 1 0 1 1

2 2 2 0,

2 2 2 0,

2 2 0.

t xx

t xx

t xx

iq q q q q q q

iq q q q q q q

iq q q q q q q q q

−

− − − −

− − −

  
 

   

+ − − − =

+ − − − =

+ − − +


 

 =
+

 (7) 

本文通过将 4 × 4 的矩阵划分为 4 个 2 × 2 的分块矩阵，使用[14]中的方法探究具有 4 × 4 Lax 对的

NLS 方程的黎曼–希尔伯特问题 

2. Lax 对，特征函数和谱函数 

2.1. 具有 4 × 4 Lax 对的 NLS 方程 

在本文中，将 4 × 4 矩阵表示为 

 

13 1411 1211 12
11 12

23 2421 2221

33 3431 32
21 22

43 44

2

41 2

2

4

, ,

,

X XX XX X
X X X

X XX XX X

X XX X
X X

X XX X

    
= = =    

    
  

= =   
   

 

 

 

 

 (8) 

具有 4 × 4 lax 对的 NLS 方程存在 Lax 对的表达形式： 

 
( )
( )

4
2

4

, ,
2 , , ,

x

t

ik U x t
ik V x t k

ψ σ ψ ψ
ψ σ ψ ψ
 + =

+ =




 (9) 

其中 ( ), ,x t kψ ψ= 是一个 4 × 4 的谱函数， k∈是一个等谱参数， ( ) ( ), , , ,U x t V x t k 和 4σ 定义如下 

( ) 2 2 †

2 2

0
, , ,

0
Q

U x t R Q
R
×

×

 
= = Σ Ω 
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( ) ( )2 2
4 0 0 4, , 2 , xV x t k ik V V i U Uσ σ= − + = − ， 

 2 2 2
4

2 2 2

0
0
I

I
σ ×

×

 
=  − 

， (10) 

引入一个变换 

 ( ) ( ) ( )2
42

, , , , e ,
i kx k t

x t k x t k
σ

µ ψ
+

=  (11) 

通过这个变换，Lax 对(9)变换成 

 
[ ] ( )
[ ] ( )
4

2
4

, , ,
2 , , , ,

x

t

ik U x t
ik V x t k
σ µµ µ
σ µ µµ

 + =
+ =





 (12) 

这个方程可以成为如下形式 

 ( ) ( ) ( )
2

4ˆ2
e , , , , ,

i kx k t
d x t k W x t k

σ
µ

+  =  
 (13) 

其中封闭差分单形 ( ), ,W x t k 为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

4ˆ2
, , e , , , , d , , , , d

i kx k t
W x t k U x t k x t k x V x t k x t k t

σ
µ µ

+
= +  ， (14) 

2.2. 特征函数 

对于所考虑区域 ( ){ }, | 0 ,0x t x t TΩ = < < ∞ < < (见图 1)中的任意点 ( ),x t ，{ }3

1jγ 分别表示在区域Ω 中

连接 ( ),j jx t 与 ( ),x t 的三条路径，其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 31 3, 0, , , 0,0 , , ,x tx xT t tt = = ∞= ，因此，对于每条路径上

的点 ( ),ξ τ 有 
 

 

Figure 1. Regions Ω  and three paths 
图 1. 区域Ω 以及三条路径 
 

, 1, 2,3j jγ =  

 
1

2

3

: 0, 0,
: 0, 0,
: 0, 0,

x t
x t
x t

γ ξ τ
γ ξ τ
γ ξ τ

− ≥ − ≤
− ≥ − ≥
− ≤ − =

 (15) 

由一次形式可知，我们可以使用沃尔泰拉积分方程来定义上述三条路径 { }3

1jγ 上的三个特征函数

{ }3

1j j
µ

=
： 

 ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2
4ˆ, 2

,
, , e , , , 1, 2,3, ,

j j

x t i kx k t
j jx t

x t k I W t k j x t
σ

µ ξ
+

= + = ∈Ω∫ ， (16) 
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其中 ( )diag 1,1,1,1I = ，积分是沿着从 ( ),j jx t 到 ( ),x t 的光滑曲线进行的， ( ), ,jW x t k 是由方程(14)给出的，

其中 ( ), ,x t kµ 被替换为 ( ), ,j x t kµ ，由于一次形式 jW 是闭的，所以 jµ 与积分路径无关。如果我们选择积分

路径平行于 x 轴和 t 轴，那么积分方程(11)变为( 1, 2,3j = ) 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )244 4ˆˆ ˆ2e , , d e e , , d ,j

j j

x tik x xik x ik t
j j j jx t

I U t k V x kσξ σ τ σµ µ ξ ξ µ τ τ− −− − − −= + +∫ ∫  (17) 

方程(17)表明，矩阵 ( ), ,j x t kµ 的第一、第二、第三和第四列包含这些指数函数： 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2 4 2 4

1
2 4 2 4

2
2 4 2 4

3
2 4 2 4

4

: e ,e ,

: e ,e ,

: e ,e ,

: e ,e ,

ik x ik t ik x ik t
j

ik x ik t ik x ik t
j

ik x ik t ik x ik t
j

ik x ik t ik x ik t
j

ξ τ ξ τ

ξ τ ξ τ

ξ τ ξ τ

ξ τ ξ τ

µ

µ

µ

µ

− + − − + −

− + − − + −

− − − − − − − −

− − − − − − − −

  

  

  

  

 (18) 

为了分析特征函数{ }3

1jµ 在复 k 平面上的有界区域，我们需要使用曲线 ( ) ( ){ | Re Re 0,k f x g k= ∈ =

ss ( ) ( ) 2, 2f x ik g k ik= = ，将复 k 平面划分为四个区域(见图 2) 

 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

1

2

3

4

| Re Im 0 and Re 2Re Im 0 ,

| Re Im 0 and Re 2Re Im 0 ,

| Re Im 0 and Re 2Re Im 0 ,

| Re Im 0 and Re 2Re Im 0 .

D k f k k g k k k

D k f k k g k k k

D k f k k g k k k

D k f k k g k k k

= ∈ = − < − <

= ∈ = − < − >

= ∈ = − > − <

= ∈ = − > − >









 (19) 

 

 
Figure 2. The division nD  of the 
area on the complex plane k 
图 2. 区域 nD 在复 k 平面上的划分 

 

因此，由方程(15)、(18)和(19)可得，特征函数{ }3

1jµ 的不同列在复 k 平面上有界且解析的区域如下所示 

 
( )
( )
( )

1 2 3

2 1 4

3 3 4 1 2

: , ,
: , ,
: , ,

D D
D D
D D D D

µ
µ
µ ∪ ∪







 (20) 

这里 ( ): ,l i jD Dµ ， 1,2,3l = ， , 1, 2,3, 4i j = ， iD 对应 lµ 的第一列和第二列， jD 对应对应 lµ 的第三列

和第四列。 
对于特殊的 x 或 t ，特征函数{ }3

1jµ 的有界区域更大。 

当 0t = 时，特征函数{ }3

1jµ 的有界区域为： 
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( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 3 4

2 1 2 3 4

,0, : , ,
,0, : , ,

x k D D D D
x k D D D D

µ
µ

∪ ∪
∪ ∪





 (21) 

当 0x = 时，特征函数{ }3

1jµ 的有界区域为： 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 2 4 1 3

2 1 3 2 4

0, , : , ,
0, , : , ,

t k D D D D
t k D D D D

µ
µ
 ∪ ∪

∪ ∪




 (22) 

通过如下式子定义 ( ) ( ),S k s k 和 ( )kℑ ： 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
4

2
4

2
4

ˆ2
1 2

ˆ2
3 2

ˆ2
3 1

, , , , e ,

, , , , e ,

, , , , e ,

i kx k t

i kx k t

i kx k t

x t k x t k S k

x t k x t k s k

x t k x t k k

σ

σ

σ

µ µ

µ µ

µ µ

− +

− +

− +

 =


=


= ℑ


 (23) 

在 ( ) ( ), 0,0x t = 和 ( ) ( ), 0,x t T= 处，有 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
4

2
4

ˆ2 1
1 2

3

ˆ21 1
1 3 3

0,0, e 0, , ,
0,0, ,

0,0, 0,0, e 0, , ,

ik T

ik T

S k k T k
s k k

k k k S k s k T k

σ

σ

µ µ
µ

µ µ µ

−

− −

=



=
=

ℑ = = =



 (24) 

由 jµ 的定义，可写为 

 
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

4

2 2
4 4

ˆ
30

1
ˆ ˆ2 2

1 10 0

e ,0, d ,

e 0, , d e , ,0 , d

ik

T Tik ik

s k I U k

S k I V k I V k

ξσ

τσ τσ

µ ξ ξ

µ τ τ µ τ τ

∞

−

= −

 = − = +  

∫

∫ ∫
 (25) 

其中 ( )0, , , 1, 2j t k jµ = 和 ( )3 ,0,x kµ ， 0 ,0x t T< < ∞ < < 满足如下方程： 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

4

2
4

2
4

ˆ
3 3 3 4 1 2

ˆ2
1 1 2 4 1 3

ˆ2
2 2 1 3 2 40

,0, e ,0, d , 0 , , ,

0, , e 0, , d , 0 , , ,

0, , e 0, , d , 0 , , ,

ik x

x
T ik t

t
t ik t

x k I U k x k D D D D

t k I V k t T k D D D D

t k I V k t T k D D D D

ξ σ

τ σ

τ σ

µ µ ξ ξ

µ µ τ τ

µ µ τ τ

∞ − −

− −

− −

= − < < ∞ ∈ ∪ ∪

= − < < ∈ ∪ ∪

= + < < ∈ ∪ ∪

∫
∫
∫

 (26) 

此外， ( ) ( ){ },S k s k 和 ( )( ) ( )( ){ }T T1 1,S k s k− − 有如下边界： 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 4 1 3

3 4 1 2

T1
1 3 2 4

T1
1 2 3 4

, ,

, ,

,

, .

:

:

: ,

:

S k k D D D D

s k k D D D D

S k D D D D

s k D D D D

−

−

∈ ∪ ∪

∈ ∪ ∪

∈





∪ ∪

∈



∪ ∪







 (27) 

2.3. 对称性 

由方程(12)， ( )T1
jµ
− 满足如下方程： 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T T T1 1 T 1
, 4

T T T1 2 1 T 1
, 4

, ,

2 , ,

j x j j

j t j j

ik U

ik V

µ σ µ µ

µ σ µ µ

− − −

− − −

 − = −  
 − = −





  



 (28) 
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( )T1
jµ
− 的有界区域如下 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T1
1 3 2

T1
2 4 1

T1
3 1 2 3 4

, , , ,

, , , ,

, , ,

:

:

,:

x t k k D D

x t k k D D

x t k k D D D D

µ

µ

µ

−

−

−

∈


 ∈

∈ ∪ ∪




 (29) 

并且U 和V 分别与各自的厄米共轭函数和矩阵转置有如下关系 

 †† 1 1, ,U U V V− −= −Ξ Ξ = −Ξ Ξ  (30) 

 1 T 1 T, ,U F U F V F V F− −= − = −  (31) 

其中
1

2 2

2 2

0
0

−
×

×

 Ω
Ξ =  

−Σ 
和

1
2 2
1

2 2

0
0

F
−

×
−

×

 −ΩΣ
=  

Σ Ω 
， 

可得 

 ( )1 †1 ,µ µ− −Ξ Ξ =  (32) 

 T ,F Fµ µ =  (33) 

故有 

 21 12 ,µ µ= Σ Ω   (34) 

 1
11 22 ,µ µ−= Ω Ω   (35) 

因此 ( )s k 和 ( )S k 可以表示为如下形式： 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1
22 22 1212

12 12 222 2

,,
k k k

s k S
s s k S S

s s k
k

k kSk S

− − 
 
 

 Ω Ω Ω Ω = =   Σ Ω Σ Ω   

 

 

 

 

 (36) 

其中 

 
( )
( ) [ ] ( )

( )( )
( )( )

[ ] ( )

2 T4
12

T3 2 22 1

12

22
22

e
0,0, , 0, , ,

,

ik T kSs
k T

k
s S

k
t kk

µ µ

−

−

 
 

= = 
 
 

 Σ Σ















   (37) 

2.4. 全局关系 

根据公式(24)，可得全局关系： 

 ( ) ( ) ( )( )2
4 4ˆ ˆ21

30
e e , , d 0,ik T ikI S T s k U T k yσ ξσ µ ξ

∞ −−− + + =∫  (38) 

这里的 ( )3 0, , ,0t k t Tµ < < 满足积分方程 

 ( ) ( )( ) ( )4ˆ
3 3 3 4 1 20, , e , , d ,0 , , ,ik

x
T k I U t k x k D D D Dξσµ µ ξ ξ

∞
= − < < ∞ ∈ ∪ ∪∫  (39) 

其(1,2)为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2T T 4
22 12 12 22 e , Im 0,ik TS k s k S k s k c k k+− = ≤ 

   (40) 

其中 
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 ( ) ( ) ( )2
3 120

e , , d .ikc k U T k yξ µ ξ
∞+ = ∫  (41) 

3. 黎曼–希尔伯特问题 

通过公式(9)以及谱函数的定义，将公式(24)的向量解联系起来，我们得到 

 ( ) ( ) ( ) 2, Im 0,, , , , , ,x t k x t kM x kM J t k− += =  (42) 

其中 ( ), ,M x t k± 是一个分段亚纯函数 ( ), ,M x t k 的极限值(当 k 从 ±Ω 趋近于集合{ }2| Im 0k k = )， ( ), ,M x t k
定义如下： 

 

[ ] [ ] ( )( )
[ ] ( ) [ ] ( )( )
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[ ] ( )( ) [ ]
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2 3 22 11 2

1 1
1 3 22 21 2

1 1
1 1

3 22 1 321

1
1

3 22 2 421

, , ;

, , ;

, , ;

, , ,

M s k k D

M d k s k k D

M s k d k k D

M s k k D

µ

µ µ

µ µ

µ µ

µ −
+

− −
−

− −
− −

+

−
−

−

= ∈

= ∈

 = Ω Ω Ω Ω ∈ 
 
 = Ω Ω ∈ 
 
















 









 

 

 (43) 

其中 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
22 12

1
22 12 ,d k S k s k s k S k−−= Ω Ω− Σ Ω 

   (44) 

并且有 

 ( )

1 1 2

2 2 3

3 3 4
1

4 4 1 2 3 4 1

,
,
,

,
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,
, ,,

J k D D
J k D D

J x t k
J k D D
J k D D J J J J−

∈ ∩
∈ ∩




= ∈ ∩

∈ ∩ =



 (45) 

其中 , 1, 2,3, 4nJ n = 定义如下 
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−
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 Ω Ω =   
 
 − Σ Ω Ω Ω − 

=  
 Σ Ω Ω Ω 
 





     

 

 (46) 

设 ( ),Q x t 是定义在区域 ( ){ }, 0 ,  0x t x t TΩ = < < ∞ < < 的方程(2)的解，且具有足够的光滑性及当

x →∞时的衰减性，那么该解可以通过由初值数据定义的 0 ( ) ( ,0)Q x Q x= ，Dirichlet 边界数据定义的

0 ( ) (0, )G t Q t= ，Neumann 数据定义的 1( ) (0, )xG t Q t= 重建。 

利用这些初始数据和边值数据，通过(46)定义跳跃矩阵，并通过(36)定义谱函数 ( )S k 和 ( )s k ，那

么方程的解可以由矩阵函数 ( ), ,M x t k 表示为 

 ( ) ( )( )12
, 2 lim , , ,

k
Q x k i kM x t k

→∞
=   (47) 
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该解满足具有初边值的方程(2)，其中 ( ), ,M x t k 满足如下 Riemann-Hilbert 问题： 
 M 在 { }2\ Im 0k k k∈ = 上分段亚纯； 

 在{ }2Im 0k k = 处， M 满足跳跃条件(46)，其跳跃矩阵由谱函数 12s ， 22s ， 12S ， 22S 定义； 

 当 k →∞时， 

 ( ) 1, , .M x t k I O
k

 = +  
 

 (48) 
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