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摘  要 

本文研究了嵌入星形平面曲线的等周型不等式，建立了一组涉及曲线长度、曲线所围区域面积、曲率中

心轨迹面积，以及曲线曲率半径与曲率中心轨迹的积分的参数不等式，并通过简单的傅里叶级数证明。

利用这些等周型不等式，本文还推导出了一些新的Bonnesen型不等式。 
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Abstract 
In this paper, we deal with the isoperimetric-type inequalities for the embedded starshaped plane 
curves. In fact, we establish a family of parametric inequalities involving the following geometric 
functionals associated with the given starshaped curves with a simple Fourier series proof: Length 
of the curve, areas of the region included by the curve and the locus of curvature centers, and inte-
gral of the curvature radius of the curve and the locus of curvature centers. Using our isoperimetric-
type inequalities, we also derive some new Bonnesen-type inequalities. 
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1. 介绍及主要成果 

在本文中，我们介绍欧几里得平面 2
 中的等周不等式，其表述如下： 

定理 1.1. (经典等周不等式)如果 γ 是一条长度为 L 的简单闭曲线，围成的区域面积为 A ，那么： 

 2 4 0L Aπ− ≥  (1.1) 

当且仅当 γ 是圆时，等号成立。 
这一著名事实为古希腊人所熟知，但直到 19 世纪才由 Edler [1]给出了完整的数学证明。自那以后，

这一著名不等式的证明方法、加强形式、推广和应用不断涌现。 
潘生亮等人[2]利用分析方法和曲率，得到了平面凸区域的反向不等式，如下所示： 
定理 1.2. 如果 γ 是一条长度为 L 的简单闭曲线，围成的区域面积为 A ，那么 

 ( )2 4L A Aπ≤ +   (1.2) 

其中 A 是曲率中心轨迹所围区域的面积，当且仅当 γ 是圆时，等号成立。 
高翔对这一结果进行了改进，如下所示[3]： 

 2 4L A Aπ π≤ +   (1.3) 

方剑波将定理 1.2 的结果推广到星形区域，得到了以下结果[4]： 
定理 1.3. 设 K 是一个周长为 ( )P K 、面积为 ( )a K 的星形域。用 ( )a K 表示 Kα 的曲率中心轨迹所围

的有向面积，则有： 

 ( ) ( ) ( )( )2 4p K a K a Kπ≤ +   (1.4) 

当且仅当 γ 是圆时，等号成立。 
定理 1.4.(主要定理)设 γ 是一条长度为 L 、围成面积为 A 的星形曲线，则有： 

 2d Lk s
A Aγ

π
≥

+∫


 (1.5) 

其中 k 是 γ 的曲率， A 是曲率中心轨迹所围区域的面积。当且仅当 γ 是圆时，等号成立。 
定理 1.5. 设 γ 是一条长度为 L 、围成面积为 A 的星形曲线，若任意常数 , , , , ,α β λ δ ω ξ 满足： 

 

, 0
0

2 4 0
2 2 4 0
4 4 8 2 0

α λ
δ
β πδ ω α
β λ πδ ξ α
β λ πδ ξ α ω

≥
 ≤ + + − ≥
 + + + − ≥

+ + + − + ≥

 (1.6) 
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则有： 

 ( ) ( )2 22 2 2 2
0 0

d d d 0k s L A A
π π

βγ
α β ρ θ θ λ ρ θ θ δ ω ξ+ + + + + ≥∫ ∫ ∫   (1.7) 

其中，k 和 ρ 分别表示星形曲线 γ 的曲率和曲率半径， βρ 和 A 分别表示曲率中心轨迹的曲率半径和所围

面积。当且仅当 γ 是圆且参数满足： 

 
0

2 4 0
α
β πδ ω
=

 + + =
 (1.8) 

注 1. 若取α β λ= = ， 1δ = − ， 4ω ξ π= = ，则可得到定理 1.3 的结果。此外，若选择其他满足(1.6)
的参数值，则可得到嵌入星形平面曲线的一些新的等周不等式，如下所示： 

定理 1.6. 如果 γ 是一条长度为 L 、围成区域面积为 A 的星形曲线，则有： 

 2 2d 10 5L k s A A
γ

π π≤ + +∫   (1.9) 

 
22 2
0

d 4 2L A A
π

βπ ρ θ π π≤ + +∫   (1.10) 

 
2 22 2 2 2
0 0

1 d 3 d dL k s
π π

βγ
ρ θ π ρ θ

π
≤ + +∫ ∫ ∫  (1.11) 

 
2 22 2 2
0 0

12 d d dA k s
π π

βγ
π ρ θ ρ θ

π
≤ + +∫ ∫ ∫  (1.12) 

其中，k 和 ρ 分别表示星形曲线 γ 的曲率和曲率半径， βρ 和 A 分别表示曲率中心轨迹的曲率半径和所围

面积。当且仅当 γ 是圆时，等式(1.10)成立。 
上述定理中，均表明当且仅当曲线为圆时等号成立，对于一般的星形曲线，当曲线形状越接近圆形

时，不等式越接近等号。这意味着曲线的局部弯曲程度差异越小，即曲率的变化越平缓，各点的曲率半

径越趋于一致。而曲率中心轨迹面积越大，说明曲线在弯曲过程中，其曲率中心的分布范围越广，曲线

形状越偏离圆形，相应地，不等式两边的差距也会越大。 
本文的结构如下：第 2 节回顾星形曲线的基本事实，引入一些几何量并用傅里叶级数表示。第 3 节

首先证明等周不等式(1.5)，然后利用傅里叶级数给出定理 1.5 的一个更简单的证明。本研究在现有研究的

基础上，进一步探讨了嵌入星形平面曲线的反向等周型不等式，并建立了一组涉及曲线长度、曲线所围

区域面积、曲率中心轨迹面积，以及曲线曲率半径与曲率中心轨迹的积分的参数不等式。与方剑波的研

究[4]相比，本研究不仅考虑了曲率中心轨迹的影响，还引入了曲率半径的积分，从而提供了一个更全面

的不等式体系。此外，本研究还利用简单的傅里叶级数证明了这些不等式，为理解和应用这些不等式提

供了新的视角。 

2. 几何量和傅里叶级数 

在本节中，首先介绍星形曲线的一些几何量。 
假设 K 是一个关于原点的开星形域，并且其边界属于 2

 类。在这种情况下， Kα 被称为星形曲线[5]，
记为 ( )γ θ 。如果我们在 2

 中引入极坐标 ( ),r θ ，那么 Kα 可以用θ 参数化如下： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2, cos , sinr rγ θ γ θ γ θ θ θ θ θ= =   (2.1) 

其中 [ ]0,2θ π∈ ， ( )r θ 表示 γ 的径向函数。那么可以计算出： 
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( ) ( )
( ) ( )

cos sin , sin cos

cos 2 sin cos , sin 2 cos sin

r r r r

r r r r r r
θ θ

θθ θ θθ θ

γ θ θ θ θ θ

γ θ θ θ θ θ θ θ

′ = − +

′′ = − − + −

 (2.2) 

其中，
rrθ θ
∂

=
∂

，
2

2
rrθθ θ

∂
=
∂

。 

如果用 L 和 A 分别表示 Kα 的周长和围成的面积，那么可以计算出： 

 
2 2 2 2
0 0

d d dL s r r
π π

θ θγ
γ θ θ= = = +∫ ∫ ∫  (2.3) 

 
2 2

1 2 2 1 0

1 1d d d
2 2

A r
π

γ
γ γ γ γ θ= − =∫ ∫  (2.4) 

因此， ( )γ θ 的曲率半径 ( )ρ θ 和曲率 ( )k θ 可以计算为： 

 ( )
2 2

d 1
d

k
s r rθ

θθ = =
+

 (2.5) 

 ( ) ( )
2 21 r r

k θρ θ
θ

= = +  (2.6) 

接下来，我们考虑 ( )γ θ 的曲率中心轨迹如下： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 sin , cosr r r rθ θ θβ θ γ θ ρ θ θ γ θ θ θ θ= + = + + = −N N  (2.7) 

其中， ( ) ( )
2 2

1 sin cos , cos sinr r r r
r r

θ θ

θ

θ θ θ θ θ= − − −
+

N 是沿 ( )γ θ 的单位内法向量场。 

然后，我们可以计算 ( )β θ 所围的面积 A ，星形曲线 ( )β θ 的曲率中心轨迹的曲率 kβ 和曲率半径 βρ ，

如下所示： 

 
2 2

1 2 2 1 0

1 d d d
2

A r
π

θβ
β β β β θ= − =∫ ∫  (2.8) 

 ( )
2 2

d 1
d

k
s r r

β

θ θθ

θθ = =
+

 (2.9) 

 ( ) ( )
2 21 r r

kβ θ θθ
β

ρ θ
θ

= = +  (2.10) 

由于给定的星形区域 K 的径向函数 ( )r θ 总是连续、有界且以 2π 为周期的，它具有如下形式的傅里

叶级数[6]： 

 ( ) ( )0
1

cos sinn n
n

r a a n b nθ θ θ
∞

=

= + +∑  (2.11) 

对式(2.1)关于θ 求导，我们得到： 

 ( ) ( )
1

sin cosn n
n

r n a n b nθ θ θ
∞

=

′ = − +∑  (2.12) 

 ( ) ( )2

1
cos sinn n

n
r n a n b nθ θ θ

∞

=

′′ = − +∑  (2.13) 

因此，由式(2.10)、(2.11)、(2.12)以及帕塞瓦尔等式，可以用 ( )r θ 的傅里叶系数来表示这些几何量，

如下所示： 
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( )

( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2 2 2 2 2
00

1

2 2 2 2 2
0

1

2 2 2 2 2 2
00

1

2 2 2 2 2 2
0

1

22 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
00 0

1

1 d
2 2

1 d
2 2

d 2 1

d 1

d 2 d 4 2 1

n n
n

n n
n

n n
n

n n
n

n n
n

A r a a b

A r n a b

a n a b

n n a b

L r r r r a n a b

π

π
θ

π

π
β

π π
θ θ

πθ π

πθ

ρ θ θ π π

ρ θ θ π

θ π θ π π

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

= = + +

= = +

= + + +

= + +

= + ≤ + = + + +

∑∫

∑∫

∑∫

∑∫

∑∫ ∫



 (2.14) 

3. 主要定理的证明 

在本节中，本文开始证明定理 1.4。 
证明. 根据赫尔德不等式，我们有 

2 2 22 2 2 24
0 0 02 2 2 24

1 12 d d dr r r r
r r r r

π π π
θ θ

θ θ

π θ θ θ= + ≤ +
+ +

∫ ∫ ∫  

因此，我们得到 

( )2 2 22 2 2 2
0 0 02 2

14 d d d dr r L k L k s
r r

π π π
θ γ

θ

π θ θ θ
 
 ≤ + = =
 + 

∫ ∫ ∫ ∫  

所以，结合不等式(1.4)，我们有 

( ) ( )2
2

2

4
d

A A LA A k s L
L Lγ

π π π
+

+ ≥ ≥ =∫


  

这意味着 

2d Lk s
A Aγ

π
≥

+∫


 

此外，一方面，如果该不等式取等号，那么有 ( )2 4L A Aπ= +  ，这是不等式(1.4)的取等条件，因此 γ
是一个圆。另一方面，如果曲线 γ 是一个圆，根据不等式(1.4)的取等条件，显然不等式(1.5)也取等号。 

接下来，本文开始证明主要结果定理 1.5。 
证明. 首先，由定理 1.4 的结果和均值不等式，我们有 

( ) ( )( )2 2d 2 d 2A A k s A A k s L
γ γ

π+ + ≥ + ≥∫ ∫   

因此，我们有 
2d 2k s L A A

γ
π≥ − −∫   

所以，要证明不等式(1.7)，我们只需要证明在条件(1.6)下，将上述不等式代入公式(1.7)后得到的以下

不等式成立： 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 22 2 2 2
0 0

2 22 2 2
0 0

2 22 2 2
0 0

d d d

2 d d

2 d d

0

k s L A A

L A A L A A

L L A A

π π
βγ

π π
β

π π
β

α β ρ θ θ λ ρ θ θ δ ω ξ

α π β ρ θ θ λ ρ θ θ δ ω ξ

α π β ρ θ θ λ ρ θ θ δ ω α ξ α

+ + + + +

≥ − − + + + + +

≥ + + + + − + −

≥

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫



 



 

然后，利用 ( )γ θ 的傅里叶系数来表示几何量，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 22 2 2
0 0

2 2 2 2 2 2 2 2
0

1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0

1 1

2 2 2

1

2 d d

2 2 1 1

4 2 1
2

2

2

n n n n
n n

n n n n
n n

n n
n

L L A A

L a n a b n n a b

a n a b a a b

n a b

L

π π
βα π β ρ θ θ λ ρ θ θ δ ω α ξ α

α π β π π λ π

πδ π π ω α π

πξ α

α π

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

∞

=

+ + + + − + −

   = + + + + + + +   
   

   + + + + + − + +   
   

 + − + 
 

= +

∫ ∫

∑ ∑

∑ ∑

∑



( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
0

2 2 2 2 2 2 2

1

2 4

11 1 2 1
2 2n n

n

a

a b n n n n n

β πδ ω α π

απ β λ πδ ω α
∞

=

+ + −

− + + + + + + + + + − 
 

∑ 

 

其中，我们有 
2 22 2

00 0
d d 2L r r r a

π π
θ θ θ π= + ≥ =∫ ∫  

此外，我们有 0 0
2
La
π

= ≥ 这一事实。因此，由(1.6)可得 

( )

( )

2
0

2
0 0

2 2 4

2 2 2 4

0

L a

a a

α π β πδ ω α π

π α β πδ ω α π

+ + + −

≥ + + + −

≥

 

并且 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2 2 2 2 2 2

1

2 2 2 4

1

2 2

1

1 1 2 1
2 2

2 2
2 2

2 2 4
2 2

0

n n
n

n n
n

n n
n

a b n n n n n

a b n n

a b

ξ α ω απ β λ πδ

ξ α ω απ β λ πδ λ β πδ

ξ α ω απ β λ πδ

∞

=

∞

=

∞

=

− − + + + + + + + + 
 

 − −  = + + + + + + + +  
  

− − ≥ + + + + + 
 

≥

∑

∑

∑

 

这意味着 

( ) ( )2 22 2 2 2
0 0

d d d 0k s L A A
π π

βγ
α β ρ θ θ λ ρ θ θ δ ω ξ+ + + + + ≥∫ ∫ ∫   
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至此，我们证明了不等式(1.7)。 
接下来，我们证明等式成立的条件。 
证明. 如果星形曲线 ( )γ θ 是一个圆，假设圆的半径为 p ，那么其曲率中心的轨迹只是一个点，所以

我们有 0A = 且 0βρ = 。因此 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

2 22 2 2 2
0 0

22 2 2
0

2 22 2
2 0

2 2 2 2
2

2
2

d d d

d d

1 d d 2

12 2 4

12 2 4

k s L A A

k s L A

s p p p
p

p p p
p

p
p

π π
βγ

π

γ

π

γ

α β ρ θ θ λ ρ θ θ δ ω ξ

α β ρ θ θ δ ω

α β θ θ δ π ω π

α π β π δ π ωπ

α π β πδ ω π

+ + + + +

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫



 

那么，对于满足 

0
2 4 0
α
β πδ ω
=

 + + =
 

的参数α 、 β 、 λ 、δ 、ω 、ξ ，我们有 

( ) ( )2 22 2 2 2
0 0

d d d 0k s L A A
π π

βγ
α β ρ θ θ λ ρ θ θ δ ω ξ+ + + + + =∫ ∫ ∫   

另一方面，如果(1.7)中的等式成立，那么 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 22 2 2 2
0 0

2 22 2 2
0 0

2 22 2 2
0 0

d d d

2 d d

2 d d

0

k s L A A

L A A L A A

L L A A

π π
βγ

π π
β

π π
β

α β ρ θ θ λ ρ θ θ δ ω ξ

α π β ρ θ θ λ ρ θ θ δ ω ξ

α π β ρ θ θ λ ρ θ θ δ ω α ξ α

+ + + + +

≥ − − + + + + +

≥ + + + + − + −

≥

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫



 



 

以及 

( ) ( )
22 22 2 2 2 2

0 0
d 2 dL r r r r

π π
θ θθ π θ= + ≤ +∫ ∫  

中的不等式都取等号，因此我们有 

2d Lk s
A Aγ

π
=

+∫


 

并且 

( ) ( )
22 22 2 2 2 2

0 0
d 2 dL r r r r

π π
θ θθ π θ= + = +∫ ∫  

所以星形曲线 γ 是一个圆。 
然后，我们证明定理 1.7。 
证明. 由(3.1)中的不等式以及第 2 节中的傅里叶级数表达式，我们有 
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∞
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∑

 

然后，我们证明了(1.9)中的不等式。同样地，我们可以证明不等式(1.10~1.12)成立。 
然后我们证明等式(1.10)成立的条件。一方面，如果星形曲线 γ 是一个圆，那么星形曲线的曲率中心

轨迹是一个点。因此我们有 0Aβρ = = 。并且由定理 1.3 可知，当且仅当星形曲线是一个圆时，等式(1.10)
成立。 
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