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摘  要 

本文研究了不可压微极流方程组的稳定性问题。论文首先介绍了微极流方程组的背景以及它的研究现状，

给出了本文的研究内容与结论。其次给出了论文相关的不等式及相关的引理。最后证明了论文的主要定

理，通过频率分解方法得到了方程组在平衡态附近扰动后解的稳定性。 
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Abstract 
This paper investigates the stability problem of incompressible micropolar equations. It begins by 
introducing the background of micropolar equations and their current research status, presenting 
the research content and conclusions of this study. Subsequently, relevant inequalities and lemmas 
pertinent to the paper are provided. Finally, the main theorem of the paper is proved, and the sta-
bility of solutions to the equations following a perturbation near the equilibrium state is obtained 
through the method of frequency decomposition. 
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1. 引言 

微极流体是具有微观结构的流体。它们属于一类具有非对称应力张量的流体，我们称之为极性流体，

并且作为一种特殊情况，包括经典流体的公认 Navier-Stokes 模型，我们称其为普通流体。从物理上讲，

微极流体可以表示由悬浮在粘性介质中的刚性、随机取向(或球形)颗粒组成的流体，其中流体颗粒的变形

被忽略。 
微极流模型由 Eringen (参见[1])在 Electrodynamics of Continua II: Fluids and Complex Media 中引入，

用于描述物质的微旋转运动和旋转惯性。在物理学中，微极性流体可以表示由悬浮在粘性介质中的刚性、

随机取向(或球形粒子)组成的流体，揭示了它们在物理学中的许多潜在应用(参见[2]-[4])。此外，由于粘

性微极性流体微观结构的非牛顿性和不对称性，它不能用 Navier-Stokes 方程来描述(参见[5]-[8])。因此，

该模型比 Navier-Stokes 方程更适合描述由偶极元件组成的各种复杂流体的运动，如悬浮液、动物血液和

液晶(参见[9]-[11])。 
微极和磁微极方程等密切相关方程的适定性问题最近在数学流体界引起了广泛关注(参见[12]-[17])。 
更多的研究集中在具有耗散的微极方程上，该方程自然地将无粘微极方程与完全耗散微极方程联系

起来(参见[18]-[22])。 
当 1α β= = 时，董柏青老师和陈志敏老师(参见[23])得到了二维微极方程的整体存在性和唯一性，以

及尖锐的代数时间衰减率。基本的数学问题，如解的整体正则性，在高维空间(维度大于或等于 3)中得到

了广泛的研究，并获得了许多有趣的结果(参见[24]-[28])。三维不可压缩微极流体方程光滑解的整体适应

度是一个具有挑战性的问题。叶海龙老师等人(参见[29])研究了仅具有速度耗散的三维微极流体方程解的

适应度和大时间行为。通过探索两个相关线性化问题的高阶正则性，研究了整体弱解和正则小解。由于

对方程特殊结构的巧妙观察，他们引入了另一种分析论证，并详细描述了弱解和正则小解的大时间衰减

率。李洪敏老师(参见[30])讨论了任何三维广义微极流体方程的整体弱解，其中 1α ≥ 和 1β > 对应于任何 
2L 初始数据。事实上，当

5
4

α ≥ 和 1β > 时，如果初始值足够平滑，则它们的弱解是完全经典的解。刘生全

老师(参见[31])研究了具有部分粘性和阻尼的三维不可压缩微极性流体方程的柯西问题，并利用一般初值建

立了解的整体存在性和唯一性。在他们的研究中，他们旨在证明
3
2

α ≥ 的不可压缩微极流方程的整体存在性

和唯一性。在他们的研究中，与 Navier-Stokes 方程相比，他们更关注速度
3
2

α ≥ 和微转速w 之间的耦合。 

具有分数耗散和角粘性的 n 维不可压缩微极方程可以写成 

( )( )
( )

( ) ( )0 0

2 ,

4 2 ,
0,

,0 , ,0 ,

t

t

u u u u P w

w u w w w w u
u

u x u w x w

α

β

µ χ χ

γ χ κ χ

 + ⋅∇ + + −∆ +∇ = ∇×

 + ⋅∇ + −∆ + − ∇∇⋅ = ∇×

∇ ⋅ =
 = =

 

其中α 和 β 是非负实参数，未知数 u 和 w 分别表示速度和角速度。 P 代表压力。正常数 µ 和 χ 分别是运

动粘度和涡流粘度，而 0γ > 和 0κ > 是角粘度。 

( )α−∆ 根据 n 中的傅里叶变换定义如下： 
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( ) ( ) ( )2 ˆ ,f fαα ξ ξ ξ−∆ =  

其中 nξ ∈ 。 
傅立叶变换可以通过消去空间导数，将某些类型的偏微分方程转换为常微分方程。这种方法的本质

是将方程从物理空间转换到频域，从而简化求解过程。 

本文研究的内容是微极流方程组在 n 维区域上，当初始值足够小时如 ( ) 2 2
0 0,u w ε≤ ，推出方程的解

是否满足 ( ) 2 2,u w Cε≤ ，在此基础上研究解的衰减估计。论文结论的证明方法参考了文献[11] [30] [31]。

为方便计算，在论文的证明中令方程组系数都为 1，即 ( ) 1µ χ+ = ，
1
2

χ = 和 1γ κ= = ，所以本文研究的微

极流方程组如下： 

( )
( )

( ) ( )0 0

,

2 ,
0,

,0 , ,0 .

t

t

u u u u P w

w u w w w w u
u

u x u w x w

α

β

 + ⋅∇ + −∆ +∇ =∇×

 + ⋅∇ + −∆ + −∇∇⋅ = ∇×

∇ ⋅ =
 = =

 

频率分解方法在微极流方程组的稳定性分析中发挥了重要作用，通过将时域问题转化为频域问题，

揭示了系统的内在稳定性机制。该方法在理论研究和工程应用中均具有重要价值，为理解复杂流体的动

力学行为提供了有力工具。未来，随着计算技术和数学方法的不断发展，频率分解方法有望在微极流体

力学领域发挥更大的作用。 
用频率分解的方法我们可以得到本文的结论： 
定理1.1在 0 , 1α β< < 的情况下研究柯西问题即上面的方程组，假设初始值 ( ) 2

0 0,u w L∈ ，并且 0 0u∇⋅ = ，

那么对于柯西问题，存在一个弱解 ( ),u w 而且满足 

( )( ) 2lim , 0.
Lt

u w t
→∞

=  

2. 预备知识 

2.1. 基本不等式 

Cauchy 不等式： 

( )
2 2

,  , .
2 2
a bab a b≤ + ∈  

Young 不等式：令1 ,p q< < ∞，
1 1 1
p q
+ = 则有 

( ),  , 0 .
p qa bab a b

p q
≤ + >  

Hölder 不等式：假设 ( )0 11s s sθ θ= + − ， ( )0 11s s sθ θ= + − ，如果 ( )0 11s s sθ θ= + − ， w L∈ ，则 

d .p qL Luw x u w≤∫  

插值不等式：令 0 1s s s≤ ≤ ，则对 ( )0 11s s sθ θ= + − ，有 

0 1
2 22

1
.s ss

L LL
u u u

θ θ−
Λ ≤ Λ Λ  

Gronwall 不等式：设 ( )tη 为 [ ]0,T 上的非负绝对连续函数，满足微分不等式 
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( ) ( ) ( ) ( ) ,t t t tη φ η ψ′ ≤ +  

其中 ( )tφ 和 ( )tψ 是 [ ]0,T 上的非负可求和函数，那么对于所有 [ ]0,T 有 

( ) ( ) ( ) ( )0 d

0
e 0 d .

t ts st s sφη η ψ∫  ≤ +  ∫  

Hausdorff-Young 不等式：如果 ,  1 2pf L p∈ ≤ ≤ 并且
1 1 1
p q
+ = ，则 ˆ qf L∈ 且 

ˆ .pq LL
f f≤  

2.2. 基本引理 

引理 2.1 (交换子估计式)令1 ,  0p s< < ∞ > 并且
1 1 2 2

1 1 1 1 1
p p q p q
= + = + ，则对任意的 1 21, ,p s qf W W∈  ，

2 11,p s qg L W −∈  ，存在一个正常数C 使得 

( ) ( )1 21 2

1 .p pq qp
s s s

L LL L L
fg f g C f g g f−Λ − Λ ≤ ∇ Λ + Λ  

此外，如果 1 2,p s qf L W∈  ， 2 1,p s qg L W∈  ，则存在一个正常数C 使得 

( ) ( )1 21 2

1 .p pq qp
s s s

L LL L L
fg C f g g f−Λ ≤ Λ + Λ  

引理 2.2 (Plancherel 定理)如果 1 2f L L∈  ，则 2f̂ L∈ 且 

22
ˆ .LL
f f=  

3. 稳定性证明 

本文研究的方程组为： 

 

( )
( )

( ) ( )0 0

,

2 ,
0,

,0 , ,0 .

t

t

u u u u P w

w u w w w w u
u

u x u w x w

α

β

 + ⋅∇ + −∆ +∇ = ∇×

 + ⋅∇ + −∆ + −∇∇⋅ = ∇×

∇ ⋅ =
 = =

 (1) 

定理 3.1 在 0 , 1α β< < 的情况下研究柯西问题(1)，假设初始值 ( ) 2
0 0,u w L∈ ，并且 0 0u∇⋅ = ，那么对

于柯西问题(1)，存在一个弱解 ( ),u w 而且满足 

 ( )( ) 2lim , 0.
Lt

u w t
→∞

=  (2) 

证明：首先，对方程组(1)应用 Fourier 变换，可以得到 

 ( ) ( )  ( )  ( )  ( ) ( )2
1ˆ ˆ, , , , , ,tu t u t w t u u t P t G tαξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ+ = ∇× − ⋅∇ −∇ ≡  (3) 

和 

 ( ) ( ) ( )  ( )  ( ) ( )2
2ˆ ˆ, 2 , , , , .tw t w t u t u w t G tβξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ+ + + ⋅ = ∇× − ⋅∇ ≡  (4) 

因为 ( ) 1
ˆsup

n Lf f
ξ

ξ
∈

≤


，因此可以估计 ( )1 ,G tξ 和 ( )2 ,G tξ 的有界情况： 

  ( ) ˆ, ,w t C wξ ξ∇× ≤  (5) 
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  ( ) ( ) ( ) 1 2
2, , .L Lu u t u u t C u u C uξ ξ ξ ξ⋅∇ = ∇ ⋅ ⊗ ≤ ⊗ ≤  (6) 

接下来估计 ( ),P tξ∇ ，对方程组(1)的第一个方程应用散度算子，可以得到 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1

1 1 ,

P w u u

w u u

w u u

−

− −

− −

∇ = −∆ ∇∇⋅ ∇× − ⋅∇

= −∆ ∇∇⋅ ∇× − −∆ ∇∇⋅ ⋅∇

= −∆ ∇∇⋅ ∇× − −∆ ∇∇⋅ ∇ ⋅ ⊗  

 (7) 

因此得到 

  ( ) ( ) ( )1 2
2ˆ ˆ, .L LP t C w u u C w uξ ξ ξ ξ∇ ≤ + ⊗ ≤ +  (8) 

用类似的方法， ( )1 ,G tξ 和 ( )2 ,G tξ 剩余的项的有界情况为： 

  ( ) ˆ, ,u t C uξ ξ∇× ≤  (9) 

  ( ) ( )2 2
2 2, .L Lu w t C u wξ ξ⋅∇ ≤ +  (10) 

然后对方程(3)和(4)在 [ ]0,t 上积分，可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 10
ˆ ˆ, e e , d

tt tu t u G
α αξ ξ τξ ξ ξ τ τ− − −= + ∫  (11) 

和 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 2 2| | 2 | | | | 2 | |

0 20
ˆ ˆ, e e , d .

tt t
w t w G

β βξ ξ ξ ξ τ
ξ ξ ξ τ τ

− + − − + − −
= + ∫  (12) 

方程组(1)的基本能量估计式为 

 ( )( ) ( ) 2 22 2

22 2 2d , , 0,
d L LL L

u w t u w w w
t

α β+ Λ Λ + + ∇ ⋅ ≤  (13) 

积分可以得到 

 ( )( ) ( )2 2

22
0 0, , .

L L
u w t u w≤  (14) 

把上面 ( )1 ,G tξ 的估计式代入(11)，可以得到 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

2 2

2 2

2 2

0 10

2 2
0 0

2 2
0 0 0 0 0

0 0

ˆ ˆ, e e , d

ˆ ˆe d

ˆ ˆe d e d

ˆ ˆ d .

tt t

t t
L L

t tt t
L L

t

u t u G

u C w u w

u C u w C w

u Ct C w

α α

α

α α

ξ ξ τ

ξ τ

ξ τ ξ τ

ξ ξ ξ τ τ

ξ ξ τ

ξ ξ τ ξ τ

ξ ξ ξ τ

− − −

− −

− − − −

≤ +

≤ + + +

≤ + + +

≤ + +

∫

∫

∫ ∫

∫

 (15) 

类似的，把 ( )2 ,G tξ 的估计式代入(12)，可以得到 

 ( ) ( )0 0
ˆ ˆ ˆ, d .

t
w t w Ct C uξ ξ ξ ξ τ≤ + + ∫  (16) 

另外，利用 Plancherel 定理，可以得到 

 
( ) ( ) ( )

( )( )
2

2

2 2 2 22 2 2
| | | |

222
| |

ˆ ˆ ˆ, d , d , d

ˆ , d

nL

L

u u t u t u t

u u t

α αα α
ξ ρ ξ ρ

α
ξ ρ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ρ ξ ξ

ρ ξ ξ

≥ ≥

≤

Λ = ≥ ≥

= −

∫ ∫ ∫

∫


 (17) 
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和 

 ( )( )22

2 222
| |

ˆ , d .LL
w w w tβ β

ξ θ
θ ξ ξ

≤
Λ ≥ − ∫  (18) 

结合(15)和(16)，可以估计出(17)和(18)的右边最后一项： 

 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
2

22
0| | | | 0

22 2 2 2
0| | | | 0

2 22 2 2
0| | 0 | |

2 22 2 2
0| | 0

2 2
0| |

ˆ ˆ ˆ, d d d

ˆ ˆd 1 1d d

ˆ ˆd 1 d d

ˆ d 1 d

ˆ d 1

t

tn n

tn n

tn n
L

n

u t u Ct C w

u C t C w

u C t Ct w

u C t Ct w

u C t

ξ ρ ξ ρ

ξ ρ ξ ρ

ξ ρ ξ ρ

ξ ρ

ξ ρ

ξ ξ ξ ξ ξ τ ξ

ξ ξ ρ ρ τ ξ

ξ ξ ρ ρ ξ τ

ξ ξ ρ ρ τ

ξ ξ ρ

≤ ≤

+ +

≤ ≤

+ +

≤ ≤

+ +

≤

+

≤

≤ + +

≤ + + + ⋅

≤ + + +

≤ + + +

≤ + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
∫ ∫
∫ ( )

( ) ( )

22 2

2 2 2
0| |

1

ˆ d 1

n

n

C t

u C t
ξ ρ

ρ

ξ ξ ρ

+

+

≤

+ +

≤ + +∫

 (19) 

和 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0| | | |

ˆ ˆ, d d 1 .nw t w C t
ξ θ ξ θ

ξ ξ ξ ξ θ +

≤ ≤
≤ + +∫ ∫  (20) 

最后，把上述估计式代入不等式(13)中可以得出 

 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 22 2

2 22 2
| | | |

2 2 22 2 2 2 2 2
0 0| | | |

d ,
d

ˆ ˆ   , d , d

ˆ ˆ   d d 1 .

L L L

n n

u w t u t w t
t

u t w t

u w C t

α β

α β
ξ ρ ξ θ

α β α β
ξ ρ ξ θ

ρ θ

ρ ξ ξ θ ξ ξ

ρ ξ ξ θ ξ ξ ρ θ

≤ ≤

+ + + +

≤ ≤

+ +

≤ +

≤ + + + +

∫ ∫

∫ ∫

 (21) 

令 

 
( ) ( )

1
2

1 ln 1
k

t t

α

ρ
 

=   + + 
 (22) 

和 

 
( ) ( )

1
2

,
1 ln 1

k
t t

β

θ
 

=   + + 
 (23) 

其中
2 2max 1 ,1 .

2 2
n nk
α β

 + +
> + + 

 
 

将(22)和(23)代入(21)，可以得到 

 

( ) ( )( )( )
( )

( ) ( ) ( )( ){ }

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2
2 2

2

1
2 2

0 0| | max ,

1 1
2

1 2 3

d ln 1 ,
d

ln 1
ˆ ˆ   d

1

        ln 1 1
1 ln 1 1 ln 1

   .

n n

k
L

k

k

t u w t
t

k t
u w

t

k kC t t
t t t t

H t H t H t

α β

ξ ρ θ
ξ ξ ξ

+ +

−

≤

+ +

+

+
≤ +

+

     + + + +       + + + +    
≡ + +

∫
 (24) 
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将上述有界估计式与 ( )ln 1k t+ 做积，可以得到 
对(24)在 [ ]0,t 上积分，可以得到 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

22
0 0 10

2 30 0

, ln 1 , ln 1 d

  + ln 1 d ln 1 d .

tk k
L L

t tk k

u w t u w t H

t H t H

τ τ

τ τ τ τ

− −

− −

≤ + + +

+ + +

∫

∫ ∫
 (25) 

显然， 

 ( ) ( ) 2

2
0 0limln 1 , 0.k

Lt
t u w−

→∞
+ =  (26) 

对于(25)右边的第二项，可以估计得出 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }

2 2
1 0 00 | | max ,

ˆ ˆd ln 1 1 d .
t kH t u w

ξ ρ θ
τ τ ξ ξ ξ

≤
= + − +∫ ∫  (27) 

如果 t →∞， t →∞和θ 会趋于 0。所以在定理 3.1 的条件下，可以得到 

 ( ) ( )( ){ }

2 2
0 0| | max ,

ˆ ˆlim d 0,
t

u w
ξ ρ θ

ξ ξ ξ
≤→∞

+ =∫  (28) 

这表明 

 ( ) ( )10
limln 1 d 0.

tk

t
t H τ τ−

→∞
+ =∫  (29) 

对于(25)右边的第三项，可以估计得出 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

1
2

20 0

1

10

1

0

d ln 1 1 d
1 ln 1

ln 1
d

1

ln 1
d

1

ln 1 1 ,

n

n

n

n

n

t t k

k
t

k
t

k

kH C
t t

C

C

C t

α

α

α

α

α

τ τ τ τ τ

τ
τ

τ

τ
τ

τ

+

+

+

+

+

+

− −

−

− −

−

 
≤ + +   + + 

+
≤

+

+
≤

+

≤ + −

∫ ∫

∫

∫

 (30) 

所以 

 ( ) ( )20
limln 1 d 0.

tk

t
t H τ τ−

→∞
+ =∫  (31) 

同样的，可以估计出最后一项为 

 ( ) ( )30
limln 1 d 0.

tk

t
t H τ τ−

→∞
+ =∫  (32) 

最后，结合上述的估计式，可以从(25)得到(2)，即 

( )( ) 2lim , 0.
Lt

u w t
→∞

=  

到此，完成了定理 3.1 的证明。 
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