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摘  要 

生物数学作为生物学与数学的交叉学科，旨在挖掘数学工具在生命科学中的应用潜力，并通过构建数学

模型解决生物学问题。基于微分方程的单种群动态模型研究是该领域的重要方向之一。在此基础上，我

们结合常微分方程理论、定性分析和非线性系统技术，设计了一种包含分布时滞和Allee效应的Logistic
型种群模型。通过对系统结构与动力学行为的深入分析，我们阐明了模型在边界稳定状态下的规律，并

给出了平衡状态及其维持条件。 
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Abstract 
Biomathematics, as an interdisciplinary field combining biology and mathematics, aims to explore 
the potential of mathematical tools in the life sciences and solve biological problems by construct-
ing mathematical models. The study of single-population dynamic models based on differential 
equations is one of the key directions in this field. Building on this foundation, we have developed a 
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Logistic-type population model incorporating distributed delays and the Allee effect by integrating 
the theory of ordinary differential equations, qualitative analysis, and nonlinear system techniques. 
Through an in-depth analysis of the system’s structure and dynamic behavior, we elucidate the pat-
terns of the model under boundary stability and provide the equilibrium states along with their 
maintenance conditions. 
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1. 引言 

众所周知，对于自然种群来说，时间延迟现象是很常见的。为了反映依赖于系统过去历史的模型的

动力学行为，在形成具有生物学意义的数学模型时，通常需要考虑时滞的影响。时滞微分方程由于其广

泛的应用，近年来引起了人们的极大兴趣。它们是用作描述物理学、生物学、生理学和工程学中各种现

象的数学模型。近年来，建立一个带有时滞的生物模型系统越来越常见。种群数量和种群发展是一个很

复杂的课题，他可能受到过去一段时间的影响，也可能会受到未来一段时间状态的影响，这就是“时滞”

的概念。在日常生活中，包含人类在内的所有物种都会受到时滞的影响，所以，研究含有时滞的生物模

型就很有必要，更加具备生物意义。生态系统中的时滞一般分为两类，即“离散时滞”和“分布时滞”，

和传统的离散时滞相比，连续的分布时滞更能合理地反映出时滞现象在动力系统中的连续变化过程。 
单种群模型作为生物数学研究的重要领域，其发展经历了多个阶段。最初由 Verhulst 提出 Logistic 增

长模型，后经 Volterra [1]扩展为时滞 Logistic 模型，即著名的单种群 Logistic 模型： 

( ) ( ) ( ) ( )d 11 d
d

tN t
rN t G t s N s s

t K −∞

 = − −  ∫  

随后，学者们引入了捕食者–猎物动态模型，其中关键工作来自 Kang 和 Udiani [2]，他们引入了具

有 Allee 效应的单种群演化模型。 

( )

( ) 0

d 1 1
d 1 1

0

x x ax x arx x r xH x
t K hax K hax

x x

     = − − = − − =     + +    
 =

 

并在考虑 Allee 效应的背景下提出了演化模型，并通过稳定性分析探讨了边界平衡点的行为。与此同

时，付胜男[3]深入研究了分布时滞和非线性收获对种群增长的影响，为单种群模型提供了重要理论框架。

在引入反馈控制后，方侃等[4]研究表明 Allee 效应会导致系统不稳定，种群密度呈现负相关性。为进一

步探索复杂环境下种群行为，陈贤礼[5]在随机单种群模型中加入非线性扰动，并构造了适当的刘维尔函

数以确保唯一平稳分布。此外，在最优收获策略研究方面，王静等[6]等人展示了基于最大收获原则的稳

定策略，其结果表明种群在特定时间间隔内能够实现最高产量。 
这些研究为理解单种群发展规律提供了多维度视角，不仅涵盖了传统 Logistic 模型和其扩展，还涉

及捕食者–猎物动态、Allee 效应、反馈控制以及环境扰动等关键因素。 
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在构建含有分布时滞和 Allee 效应的单种群模型时，选择合适的分布时滞核函数对于准确捕捉种群 
动态至关重要。这种核函数 ( )ω ⋅ ，体现在公式 ( ) ( )e d

t t s x s sαω α − −

−∞∫ 中，不仅增加了模型的生物学现实性， 

还反映了过去时间点对当前种群密度的累积效应。具体而言，不同的生物系统可能因繁殖率、死亡率或

迁徙活动等受过去一段时间内的资源可用性和环境条件影响而表现出不同的滞后特性，通过选择适当的

核函数(如指数核或弱核)，可以模拟这些特性并适应不同情景下的种群动态分析。此外，结合 Allee 效应，

该模型能够更全面地描绘出小规模种群面临的挑战，包括由于低种群密度导致的繁殖困难及其它生存障

碍如何随着时间推移和环境变化而演变。因此，合理选择分布时滞核函数不仅增强了我们对特定生物过

程的理解，也为生态管理和保护策略提供了科学依据。 
基于上述介绍，我们考虑含有分布时滞和 Allee 效应的单种群模型，如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( )d
e d

d
t t sx t mx t r x s s

t x n
αω α − −

−∞
= − −

+∫  

其中 ( )x t 表示单种群在 t 时刻的种群密度，r 表示种群的内禀增长率，
m

x n+
表示加法 Allee 效应，m 和 n

表示 Allee 效应常量，反映 Allee 效应的强弱， ( ) ( )e d
t t s x s sαα − −

−∞∫ 是分布时滞项，ω ，α 都是正常数。研

究模型在正平衡点处的相关性质及 Hopf 分支。 

以下是我们需要用到的引理： 
引理 1 [7] 考虑下面的分数阶系统： 

( )d
d

x f x
t

θ

θ =  

其中 0 1θ< ≤ ，且 nx R∈ 。系统的平衡点通过求解 ( ) 0f x = 计算，如果在平衡点处的雅可比矩阵
fJ
x
∂

=
∂

的

所有特征值 iλ 满足 ( )arg
2i
θπλ = ，则这些点是局部渐近稳定的。 

引理 2 [7]设 

2 2
20 11 02

2 2
20 11 02

d
d  
d
d

x y a x a xy a y
t
y x b x b xy b y
t

 = − + + +

 = − + + +


 

令 

1 ,W A Bα β= −  ( ) ( )2 5 5 ,W A Bβ β α α γ= − + −    ( )3 .W A Bβ α γδ= +  

其中 

20 02A a a= + ， 20 02B b b= + ， 11 022a bα = + ， 11 022b aβ = + ， ( ) ( )3 2
20 20 11 02 11b A a b A B b aγ = − − + −

2 3
02A B a B− ， 2 2

02 20 02 20a b a A b Bδ = + + + 。 

则系统以原点为 
1) 一阶细焦点，当且仅当 1 0W ≠ ；2) 二阶细焦点，当且仅当 1 0W = ， 2 0W ≠ ；3) 三阶细焦点，当且

仅当 1 0W = ， 2 0W = ， 3 0W ≠ ；4) 中心点，当且仅当 1 2 3k w w w= = = 。 
此外， kW 的符号决定了 1,2,3k = 阶细焦点的稳定性，当 0kW < 时，系统的原点稳定， 0kW > ，系统

的原点不稳定，其中， 1,2,3k = 。 
引理 3 [8]假设平面系统已化为如下形式： 
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( )

( )

d ,
d
d ,
d

x P x y
t
y y Q x y
t

=

= +







 

设 ( )0,0O 是其孤立奇点，且 ( ) ( ), , ,P x y Q x y 是 ( )0,0O 的充分小邻域 ( )S Oσ 内次数不低于 2 的解析

函数，于是存在函数 ( )xΦ ，满足 ( ) ( )( ), 0x Q x xΦ + Φ ≡ ，  x σ< ，令 ( ) ( )( ) [ ] 1 , m
m mY x P x F x a X x

+
= = + ，

其中 0ma ≠ ， 2m ≥ 于是有： 
1) 当 2 1m n= + 且 0ma > 时， ( )0,0O 是不稳定结点； 
2) 当 2 1m n= + 且 0ma < 时， ( )0,0O 是鞍点； 
3) 当 2m n= 时， ( )0,0O 是鞍结点。另外，当 ( )0 0ma > < 时，抛物扇形落在右(左)半平面。 

引理 4 [7]若在单连通区域G 内 ( )0, ,P Q x y G
x y

∂ ∂
+ ≡ ∀ ∈

∂ ∂
，则系统不存在全部位于G 内的极限环。 

2. 单种群模型 

基于对文献的研究，在单种群模型中考虑 Allee 效应和分布时滞的情况，建立如下模型： 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )d
e d

d
t t sx t mx t r x s s

t x n
αω α − −

−∞
= − −

+∫  (1) 

其中 ( )x t 表示单种群在 t 时刻的种群密度，r 表示种群的内禀增长率，
m

x n+
表示加法 Allee 效应，m 和 n

表示 Allee 效应常量，反映 Allee 效应的强弱， ( ) ( )e d
t t s x s sαα − −

−∞∫ 是分布时滞项，ω ，α 都是正常数。 

接下来，利用文献[9]中的方法，作如下变换： 

( ) ( ) ( )e d
t t sy t x s sαα − −

−∞
= ∫  

则系统(1)等价于系统(2) 

 
( )d

d
d
d

x mx r y
t x n
y x y
t

ω

α α

= − −
+

= −







 (2) 

讨论系统(2)平衡点的存在性，令 

( ) ( )
( )

, 0

, =0

mP x y x r y
x n

Q x y x y

ω

α α

= − − =
+

= −






 

解此方程，容易得到 

( )

0

   0

x y
mx r y

x n
ω

= =

− − =
+






 

显然 ( )0,0A ，是系统(2)的一个平衡点，下面证明 ( )0,0A 是一个鞍点。 
系统(2)的雅克比矩阵为 

( )
( )2      

P P mx r y xx y
x nJ

Q Q
x y

ω ω

α α

∂ ∂     − + −∂ ∂    += =   ∂ ∂  −   ∂ ∂ 

 2
0

0m
J n

α α

 
 =   − 
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可以得到 

( ) 20det 0mJ
n

α= − < ， ( ) 20tr mJ
n

α= −  

显而易见平衡点 ( )0,0A 是一个鞍点，且不稳定。 

3. 系统的存在性及稳定性 

3.1. 系统(2)正平衡点处的存在性 

考虑系统(2)的正平衡点， 

 
( )d

d
d
d

x mx r y
t x n
y x y
t

ω

α α

= − −
+

= −







 (2) 

令其为 0，即 

 
( )d 0

d
d 0
d

x mx r y
t x n
y x y
t

ω

α α

= −


− =
+

= − =


 (3) 

得到 

 ( )3 2 0x n r x mx mω ω+ − − + =  (4) 

若 ( ),E x y  是系统(2)的一个正平衡点，则 x是方程(4)的一个根，可以清楚知道方程(4)有两个根，方程

的根可以用求根的公式求出。接下来，我们考虑系统(4)在 ( ),E x y  的雅克比矩阵，则可以得到， 

( )
( )

( )2  mx r y x
x nJ E

ω ω

α α

 − + − +=  
 − 

 

且 

( )( ) ( )
( )2det mJ E x r y x
x n

α ω αω
 
 = − − + +
 + 

 

( )( ) ( )
( )2tr mJ E x r y
x n

ω α= − + −
+

 

易知 
当 ( )( )det 0J E ≠ 时， ( ),E x y  是一个初等平衡点，当 ( )( )det 0J E < 时， ( ),E x y  是一个双曲鞍点，当

( )( )det 0J E = 时， ( ),E x y  是一个退化平衡点。 

3.2. 系统(2)正平衡点处的稳定性 

定理 1： ( )2
6

3103 ,Δ
729

AA n r mω ω
ω

= − − =  

1) 若Δ 0> ，系统(2)有唯一正平衡点 ( )* *,x y ，他是一个初等平衡点，不是鞍点。 
2) 若Δ 0= ， 
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① 0A > ，系统(2)有一个初等平衡点，有一个退化平衡点。分别为 

( )* * *
1 1 1, ,

b br r
b bE x y

ω ωα α
α α

ω ω

 − + − + − −=  
 
 

和 ( )* * *
2 2 2, , .E x y α α

ω ω
 =  
 

 

② 0A = ，系统(2)有一个退化平衡点： ( ) ( )* * *, 3 , 3E x y a a= ，且唯一。 

3) 若Δ 0< ，系统(2)有三个不同的正平衡点 ( ) ( ) ( )* * * * * * * * *
1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , ,E x y E x y E x y ，这三个点都是初等平衡

点。 
证明：对于一元三次方程 

( )3 2 0x n r x mx mω ω+ − − + =  

重根判别式为： 

( ) 9nB r m mω ω= − −  

令 1 3
r nx x ω
ω
−

= + ，带入式(4)中，并用 x 代替 1x ，即 3x px q+ + ，其中
( )2

23
n r

p
ω

ω
−

= ，
( )3

3

2
27

n r
q

ω
ω
−

= 。 

总判别式为 

( )62 3

6

10
2 3 729

n rq p ω
ω
−   ∆ = + =   

   
 

首先讨论定理 1 下 Δ 0= 时， 0A > 的情况，寻找适当的参数值使得系统(2)在 ( )( )2det 0J E > ，

( )( )2tr 0J E = 的条件下有一个初等平衡点 ( )* * *
1 1 1,E x y ，在 ( )( )2det 0J E = ， ( )( )2tr 0J E = 的条件下有一个

退化平衡点 ( )* * *
2 2 2,E x y ，若 ( )( )2det 0J E = 且 ( )( )2tr 0J E = 。通过计算，我们得到 

* *
2 2,x yα α

ω ω
= = ，

2

,b bm n
b b

α
α α ω

= = −
− −

 

其中
( )r

b
α α

ω
−

= ，即系统(2)的退化平衡点 *
2E 为 ( )* * *

2 2 2, ,E x y α α
ω ω
 =  
 

。 

在Δ 0= 时， 0A > 的情况下，利用盛金公式，有 

1

2 3 2

r nX K

KX X

ω
ω

α
ω

− = +
 − = = =


 

即
2K α
ω
−

= ， 1

br
bX

ωα
α

ω

− +
−= 。 

即系统(2)在 ( )( )2det 0J E > ， ( )( )2tr 0J E = 的条件下的平衡点 

( )* * *
1 1 1, ,

b br r
b bE x y

ω ωα α
α α

ω ω

 − + − + − −=  
 
 

. 

综上，在Δ 0= 时， 0A > 时，系统(2)有两个正平衡点 
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( )* * *
1 1 1, ,

b br r
b bE x y

ω ωα α
α α

ω ω

 − + − + − −=  
 
 

， ( )* * *
2 2 2, ,E x y α α

ω ω
 =  
 

 

接下来，我们讨论Δ 0= ， 0A = 的情况。运用盛金公式，我们得到 

1 2 3 3
3

r n mX X X a
r n

ω
ω ω
−

= = = = =
−

 

即 ( )27 , 9m r nω ω= = + 。此时系统(2)有唯一正平衡点 ( ) ( )* * *, 3 , 3E x y a a= ，它是一个退化平衡点。 
首先讨论平衡点： 

( )* * *
1 1 1, ,

b br r
b bE x y

ω ωα α
α α

ω ω

 − + − + − −=  
 
 

 

定 理 2 ： 当
2

,b bm n
b b

α
α α ω

= = −
− −

， 其 中
( )r

t
α α

ω
−

= ， 且 2r α> ， 系 统 (2) 有 正 平 衡 点

*
1 ,

b br r
b bE

ω ωα α
α α

ω ω

 − + − + − − 
 
 

，且 *
1 ,

b br r
b bE

ω ωα α
α α

ω ω

 − + − + − − 
 
 

是一个不稳定的一阶细焦点。 

证明：若定理 2 成立，那么系统(2)变为系统(5) 

 
( )d

d
d
d

x x r y b
t
y x y
t

ω

α α

 = − −

 = −


 (5) 

令 ,

b br r
b bu x v y

ω ωα α
α α

ω ω

− + − +
− −= − = − ，将点 *

1 ,

b br r
b bE

ω ωα α
α α

ω ω

 − + − + − − 
 
 

移到原点，并将 ,u v

记为 ,x y ，则系统(5)在原点的泰勒级数展开式为 

( )2,d
d
d
d

x b bx r y xy O
t

x

y
b b

y y
t

xω ωα α ω
α α

α α

   = − + − − − +   −


−   

=


−






 

其中 ( )2,O x y 是关于 ,x y 的至少为二阶的函数。 

下面，作非线性变换 , , ,x y t
c c c

σ η η τ
α

= − − = − = 仍用 , ,x y t 表示 , ,σ η τ 。 

则系统(5)变为系统(6)。 

 ( )

( )

( ) ( )

( )
2

2 32d
d 2 2 2 2

,
2 2

d
d

c cb
x b c cy x xy y O
t b r b r b r

b c c b c c b

x y

c c

y x
t

ω α ααω α
α α α
ω α ω α ω α

α α α

+ +
−

−= − + + − +
     − − −

+ + +          − − −  









 

=






 (6) 
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利用引理 3，得 

20 0a = ，

( )

2

02
2 2

c
ca

b r
b c c

α
α

ω α
α

+

= −
 −+  − 

，

( )

( )

11
2 2

c
ca

b r
b c c

ω α
α

ω α
α

+

=
 −

+  − 

， 20 02 11 0b b b= = = ， 20 02A a a= + =

( )

2

2 2

c
c

b r
b c c

α
α

ω α
α

+

−
 −

+  − 

， 20 02 0B b b= + = ， 

11 02 112a b aα = + = ， 11 02 022 2b a aβ = + = . 

所以 

( )

( )

( )

( )

( )

2

2 2 3

1 22 2 2 2 2 2

ccc
c c cW A B

b r b r b r
b c c b c c b c c

ω αω αα
α α αα β

ω α ω α ω α
α α α

− +++

= − = − ⋅ =
   − −  −+ +    +      − − −     

 

当 2r α> 时， 

( )
( )2 2

2 3
2 2 0,  0

cb r
b c c c

ω αω α
α α

  − +−
+ ≠ <  − 

 

所以得到点 

*
1 ,

b br r
b bE

ω ωα α
α α

ω ω

 − + − + − − 
 
 

 

是不稳定的一阶细焦点。 

定 理 3 ： 当
2

,b bm n
b b

α
α α ω

= = −
− −

， 其 中
( )r

b
α α

ω
−

= ， 且 2r α> ， 系 统 (2) 有 正平 衡点

( )* * *
2 2 2, ,E x y α α

ω ω
 =  
 

，且 ( )* * *
2 2 2, ,E x y α α

ω ω
 =  
 

是一个余维为 1 的尖点。 

证明：令 ,u x v yα α
ω ω

= − = − ，将点 *
2 ,E α α
ω ω
 
 
 

移到原点，继续用 ,u v 表示 ,x y ，则系统(5)在原点的泰

勒级数展开式为 

( ) ( )2,d
d
d
d

x yx r x y xy O
t
y x y
t

α α ω

α α

= − − − +


=


−






                           (7) 

其中 ( )2,O x y 是关于  ,x y 的至少为二阶的函数。 

在 ( )*
2

tr 0EJ = 的情况下， *
2EJ 为 *

2EJ
α α
α α

− 
=  − 

，则可以得到，特征方程 

*
2

0, 0EE J
λ α α

λ
α λ α
−

− = =
−
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即 2 0λ = ，则 1 2 0λ λ= = ，故 *
2 ,E α α
ω ω
 
 
 

是一个余维为 1 的奇点。 

作非线性变换
1, ,d d

2
x x y y x y t τ

α
= + = − = ，继续使用 , ,x y t 表示 , ,x y τ ，则(6)系统变为 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

32 2 2

32 2

d 2 2 , 6 ,
d
d 2 2 , ,
d

x r x r y x y O x y y P x y
t
y r x r y x y O x y Q x y
t

α α α α αω αω α

α α α α αω αω

 = − + + − + + +

 = − + − − + +






 (8) 

在原点的充分小领域里进行如下变换， 

x x→ ， ( )26 ,y P x y yα + →  

则系统(7)变为 

( )

d
d
d ,
d

x y
t
y Q x y
t





=

=


 

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

d
d
d 1 2 2 , ,
d

x y
t
y x h x r x r y y f x y Q x y
t

αω α α α α

=

= − + + − + − +





+  



 

其中 ( ) ( ), ,h x f x y 都是解析函数，并满足 ( )0 0h = ，从而原点是系统的一个奇点。由引理 2 知，系统(6)在

原点处是一个退化奇点，即系统(2)的正平衡点 *
2 ,E α α
ω ω
 
 
 

是一个余维为 1 的退化奇点。 

对(7)系统作如下变换： 1y x= ， 2  y x yα α= − ，有 

( ) ( )
( ) ( )

321
1 2 1 1 2

322
1 1 1 2

d 2
d
d 2
d

,

,

y r y y y y y O
t
y r y y y y O
t

x y

x y

ωα ω
α

α α αω ω

= − + − + +

= −




− +


+






 

所以，可以得到 1 2,µ αω µ ω= − = 。故 2
1 2 0 0µ µ αω= − < ≠ ，故平衡点 *

2 ,E α α
ω ω
 
 
 

是一个余维为 1 的尖

点。 
最后考虑 0, 0A∆ = = 的情况。 
当 0, 0A∆ = = 时，可得系统有唯一正平衡点 ( ) ( )* * *, 3 , 3E x y a a= ，且 ( )27 , 9m r nω ω= = + ，其中

2

,b bm n
b b

α
α α ω

= = −
− −

，
( )r

b
α α

ω
−

= 。 

定理 3：i) 若 ( )27 , 9m r nω ω= = + ，系统(2)有唯一退化正平衡点 ( ) ( )* * *, 3 , 3E x y a a= ，当3 0α
ω

− <

时， *E 是一个稳定的退化节点。当 3 0α
ω

− > 时， *E 是一个不稳定的退化节点。 

ii) 若 ( )27 , 9m r nω ω= = + 且 3 0α
ω

− = ，系统(2)有唯一的退化正平衡点 ( ) ( )* * *, 3 , 3E x y a a= 。 

证明：i) 当 0, 0A∆ = = 成立时，有 ( )27 , 9m r nω ω= = + ，其中
2bm
bα

=
−

，
bn

b
α

α ω
= −

−
，

( )r
b

α α
ω
−

= ，
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有 ( )( )*det 0J E = ， ( )( )*tr 3J E α
ω

= − 。 

当 3 0α
ω

− ≠ 时，得 ( )( )*tr 0J E ≠ ，雅克比矩阵只有一个零特征根；当 3 0α
ω

− < 时， *E 是一个稳定的

退化节点；当 3 0α
ω

− > 时， *E 是一个不稳定的退化节点。 

ii) 当3 0α
ω

− = 时，有 ( )( )*tr 0J E = ， ( ) ( )* * *, 3 , 3E x y a a= 是一个零幂特征根。将系统(2)变为一个

包含至少三阶项的标准型。 

在 ( ) ( )* * *, 3 , 3E x y a a= 处的雅克比矩阵为 *EJ
α α
α α

− 
=  − 

，得 ( )*tr 0EJ = ， ( )*det 0EJ = 。此时，

多项式的特征根是 1 2 0λ λ= = ，故 ( )* 3 , 3E a a 是一个余维为 1 的奇点。 

由引理 4 知，此时系统的解 ( )* 3 , 3E a a 满足条件 0P Q
x y

∂ ∂
+ ≡

∂ ∂
，则系统不存在全部位于G 内的极限

环。继续讨论在此种情况下是否有围绕点 ( )* 3 , 3E a a 的闭轨。 

运用 Dulac 判断，取 1 1B x yα β− −= ，其中 ,α β 为待定常数，即 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 2 3 1 2 12 1 2 1 1

BP BQ
D

x y

x y r r x b x a r x y a y x y a xyα β

α α
α α

α αβ α α β ω α αω α β α β− − − −

+

 = + − − + + − − + − + − + − 



 

由于 ,x y 定号，要使 D 不变号，那么设 

( )2 0 1 , 1
1

r r
r

α β= < < =
−

 

即 D 变为 

( ) ( )1 2 2 2 21 22 2
1 1
r b rD x x a r y x a x y

r r
α ω ω− + 

− − − + − − − 
  

可知，D 不变号，那么平衡点 ( )* 3 , 3E a a 周围不存在闭轨，又因为 ( )* 3 , 3E a a 是一个局部渐进稳定

的奇点，所以当 3 0α
ω

− = 成立时， ( )* 3 , 3E a a 是全局稳定的。 

4. 结论 

我们通过研究此类单种群模型，得到了不同条件下的正平衡点的性态，结论如下： 

1) 当 Δ 0= ， 0A = ， 且
2

,b bm n
b b

α
α α ω

= = −
− −

， 2r α> 时 ， 系 统 (2) 有 正 平 衡 点

*
1 ,

b br r
b bE

ω ωα α
α α

ω ω

 − + − + − − 
 
 

，且 *
1 ,

b br r
b bE

ω ωα α
α α

ω ω

 − + − + − − 
 
 

是一个不稳定的一阶细焦点。 

2) 当Δ 0= ， 0A = ，且
2

,b bm n
b b

α
α α ω

= = −
− −

， 2r α> 时，系统(2)有正平衡点 ( )* * *
2 2 2, ,E x y α α

ω ω
 =  
 

，

且 ( )* * *
2 2 2, ,E x y α α

ω ω
 =  
 

是一个余维为 1 的尖点。 
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3) 当 0, 0A∆ = = 时 

i) 若 ( )27 , 9m r nω ω= = + ，系统(2)有唯一退化正平衡点 ( ) ( )* * *, 3 , 3E x y a a= ，当 3 0α
ω

− < 时， *E

是一个稳定的退化节点。当 3 0α
ω

− > 时， *E 是一个不稳定的退化节点。 

ii) 若 ( )27 , 9m r nω ω= = + 且 3 0α
ω

− = ，系统(2)有唯一的退化正平衡点 ( ) ( )* * *, 3 , 3E x y a a= 。 
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