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摘  要 

本文首先推广了线段定比分点公式，然后建立了线段及三角形的加权重心公式。作为应用，我们给出了

利用定比分点公式及加权重心公式处理几何问题的基本思路。 
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Abstract 
This paper generalizes the fixed score formula and then builds the weighted gravity formulas for 
line segments and triangles. As applications, we give the basic methods and ideas dealing with some 
geometric problems by using the fixed score formula and the weighted gravity formulas. 
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1. 引言 

向量是近代数学的基本概念之一。向量法为研究解决几何问题提供了新的方法，使许多原本充满技

巧和挑战性的几何问题变得有章可循，平易简捷。正因为可以按照确定的程序统一处理问题，向量法的

思路与步骤正在走向机械化[1]。一般地，用向量方法处理几何问题(在此并不引入坐标)充分体现“数形结

合”思想：① 用向量表示几何元素，建立几何与方程的联系，将几何问题转化为代数问题；② 通过向

量运算，得到代数结果；③ 用代数结果解释几何关系，如平行、垂直及共面等位置关系，距离、夹角及

面积等数量关系。在此过程中，代数运算与几何意义有机结合，相辅相成。 
向量的知识既出现在高中的教学课程之中[2]-[4]，也是大学解析几何的教学内容[5]-[8]。向量既是代

数概念，又是几何的研究工具。但遗憾的是，其“数”与“形”的桥梁作用没有得到足够重视。向量的教

学中偏重代数运算，忽略几何内涵的引伸与挖掘。 
如所知，定比分点公式是向量代数中重要的公式，在解决几何中线性关系问题具有十分重要的作用。

在学习过程中，作者发现定比分点公式不仅具有鲜明的几何意义，还可以赋予一定的物理意义，使之与

物体的重心紧密联系。有趣的是，利用物理的重心理论重新审视定比分点公式，可以得到任何线段及三

角形的加权重心公式。这些加权重心公式是线段中点与三角形重心公式的推广。特别地，我们还发现：

可以选取三角形的质量分布使得其内部任何一点均可成为该三角形的加权重心。利用建立的加权重心公

式，我们可以简易地解决几何中一些较为复杂的线性关系问题。 
利用定比分点公式的几何意义解决几何问题，在本科教材中有一定的阐述，但并没有展开深入的讨

论[5]-[8]。在相关的教学类论文中，作者们主要介绍了定比分点公式在解题中的一些方法与技巧，但没有

从几何方面特别是物理方面去挖掘公式的意义[9]-[11]。鉴于此，本文拟就在这些方面对定比分点公式作

一些补充说明，提供一些新的思考，以进一步加深理解。 

2. 定比分点公式的推广 

为了向量的表示和计算更加简洁，在原点为O 的坐标系下，我们把 , , ,A B C 等点的位置向量表示为

, , ,A B C
 

，而不是 , , ,OA OB OC
  

。 
定理 2.1 设线段 ,AB m BC n= = 。则 , ,A B C 三点共线当且仅当 

 ( ) .m n n m+ = +B A C
 

 (2.1) 

证明(⇒ )设 , ,A B C 三点共线，则向量 AB


与 BC


同向。由于 ,AB m BC n= = ，故
m n

=
AB BC
 

 

即， 

m n
− −

=
B A C B

  

 

整理得到 ( ) .m n n m+ = +B A C
 

 
(⇐ ) 设式(2.1)成立，则移项合并得到 

( ) ( ).n m− = −B A C B
  
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即， n m=AB BC
 

。从而向量 AB


与 BC


同向。特别地， , ,A B C 三点共线。 

注 1 在定理 2.1 中，若 , ,A B C 三点共线，且
AB
BC

τ= ，则有
1
τ
τ

+
=

+
A CB
 



此时， , 1m nτ= = 。因此，定

理 2.1 是定比分点公式的推广。 
注 2 定理 2.1 表明，线段分点的位置向量可由端点的位置向量表示，且从几何上看，分点位置向量

的系数是线段的长度，而端点位置向量的系数恰好是分点到另一端点的距离。事实上，定理中的距离也

可以是有向距离，此时，点 B 未必是线段 AC 的内分点。无论哪种情形，等式两端的系数和始终相等。 

例 2.1 已知 , ,p q r= = =OA OB OC
  

， I 为 ABC∆ 的内心， , ,A B C 所对应的边长分别为 , ,a b c 。 

证明
ap bq cr

a b c
+ +

=
+ +

OI


 

证明：作射线 AI 交 BC 于点 D 。由角平分线定理，
BD AB c
DC AC b

= = 。令 ,BD ct DC bt= = 。 

则由定理 2.1， 

 ( ) .b c b c+ = +D B C
 

 (2.2) 

同理，由角平分线定理， 
DI BD a
IA BA b c

= =
+

 

令 ( ),DI at IA b c t= = + 。则由定理 2.1， 

 ( ) ( )a b c a b c+ + = + +I A D
 

 (2.3) 

利用式(2.2)~(2.3)得到 

( )a b c a b c+ + = + +I A B C
  

 

取点O 为原点，即得到所证等式。 

例 2.2 在 ABC∆ 中，点 D 与 E 分别在 BC 及CA上，且
1
3

BD BC= ，
1
3

CE CA= ，AD 与 BE 交于点G 。

证明
1
7

GD AD= ，
4
7

GE BE= 。 

证明：由
1 1,
3 3

BD BC CE CA= = ，根据定理 2.1， 

3 2 ,3 2= + = +D B C E C A
    

. 

设 ,AG m GD n= = ，则同理可得 ( )m n n m+ = +G A D
  

。设 =D


0 (即，选取点 D 为原点)，并消去 ,A C
 

得到 

 ( ) 3 4m n n n+ = +G E B
  

 (2.4) 

由于点 , ,B G E 共线，故由定理 2.1 可知 3 4m n n n+ = + 。于是得 6m n= 。从而有
1
7

GD AD= 。将 6m n=

代入式(2.4)得到 7 3 4= +G E B
  

。从而有
4
7

GE BE= 。 

注：在例 2.2 的证明中，我们令 =D


0 ，主要目的是让计算更简单一些。事实上，由于空间中数量关

系与坐标的选取无关，我们可以选取任意一点作为原点。如，若在证明中令 =B


0 ，可得 6 3+ =D A E
 

。
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再消去 A


得到 

( ) ( )3 6m n n m n+ = + −G E D
  

. 

由于点 , ,B G E 共线，故向量 ,G E
 

共线(因为 =B


0 )。于是必有 ( )6 0m n− = 。从而有
1
7

GD AD= ，且

7 3=G E
 

。进而有
4
7

GE BE= 。 

例 2.3 ABC∆ 中，M 是 BC 边的中点， 12AB = ， 16AC = ，E 和 F 分别在 AC 和 AB 上，直线 EF 和

AM 交于G 。若 2AE AF= ，求
EG
GF

。 

证明：设 AF m= ，且
EG s
GF

= 。则由条件及定比分点公式可得 

( )
( )

( )

12 12

16 2 16 2

2

1

m m

m m

s s

 = + −


= + −


= +
 + = +

F B A

E C A

M B C

G F E

 

 

 

  

 

由前三个方程消去 ,B C


得到 

( )12 8 2 20 2m m+ = + −F E M A
  

 

再与第四方程结合，消去 E


得到 

( ) ( ) ( )8 1 12 8 2 20 2s s m m+ + − = + −G F M A
  

 

令 0=F


，则上式变为 

( ) ( )8 1 2 20 2s m m+ = + −G M A
 

 

由于点 , ,A G M 共线，故 ( ) ( )8 1 2 20 2s m m+ = + − 。从而
3
2

s =  (或直接可以从 F


的系数12 8 0s− = 得

到
3
2

s = )。 

3. 加权重心公式 

定理 3.1 设线段 AC 的质量分布在端点，分别为 am 与 cm 。则线段 AC 的重心 B 满足 

 ( )a c a Cm m m m+ = +B A C
 

 (3.1) 

式(3.1)称为线段加权重心公式。 
证明：以点 B 作为线段 AC 的支点，则由物理学杠杆原理可知 

a cm AB m BC⋅ = ⋅  

不失一般性，不妨设 ,c aAB m BC m= = 。于是由定理 2.1 得到式(3.1)成立。 
注：定理 3.1 表明，线段分点的位置向量可由端点的位置向量表示，且从物理上看，分点位置向量的

系数是线段的总质量，而端点位置向量的系数恰好是该端点的质量。 
利用定理 3.1，容易得到 

推论 3.2 设线段 AB 的质量分布在端点，分别为 am 与 cm 。若 B 为 AC 的加权重心，且
AB m
BC n

= ，则 
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a

c

m n
m m

=  

定义 3.1 设三角形的质量分布于三个顶点上。则称三角形的顶点与对边加权重心的连线为三角形的

一条重心线。 
定理 3.3 设 ABC∆ 的质量分布在顶点，分别为 am ， bm 与 cm 。则 ABC∆ 的三条重心线交于一点G ，

且满足 

 ( )a b c a b cm m m m m m+ + = + +G A B C
  

 (3.2) 

称点G 为 ABC∆ 的加权重心。式(3.2)称为三角形加权重心公式。 
证明：设 D 为边 BC 的重心，则由定理 3.1 得到 

( )d b c b cm m m m m= + = +D D B C
  

 

设 1G 为线段 AD 的加权重心，则由定理 3.1 及上式得到 

( ) ( )1a d a d a b cm m m m m m m+ = + = + +G A D A D


  

 

即， ( ) 1a b c a b Cm m m m m m+ + = + +G A B C


 

 

同理可得另外两条重心线的重心 2 3,G G 也满足上式，从而三条重心线交于一点。 
注 1 在定理 3.3 中，若 a b cm m m+ + ，则得到三角形的重心公式 

3
+ +

=
A B CG
 



 

注 2 对于三角形内任意一点，总可以对三个顶点赋予相应的质量，使得该点为三角形的某个加权重

心。留作练习供读者思考。 
注 3 定理 3.3 表明，三角形内部点的位置向量可由顶点的位置向量表示，且从物理上看，内点位置

向量的系数是三角形的总质量，而顶点位置向量的系数恰好是该顶点的质量。这与物理学中离散性质量

分布下物体重心的位置是一致的。 

例 3.1 证明塞瓦(Giovanni Ceva)定理及其逆定理：在 ABC∆ 中，点 , ,D E F 分别在边 , ,BC CA AB上。则

, ,AD BE CF 交于一点当且仅当 1AF BD CE
FB DC EA

⋅ ⋅ = 。 

证明：(⇒ )设 , ,AD BE CF 交于一点G ，则G 是 ABC∆ 中的加权重心，点 , ,D E F 分别是边 , ,BC CA AB
上的加权重心。由推论 3.2， 

; ; .b c a

a b c

m m mAF BD CE
FB m DC m EA m

= = =  

于是， 

1b c a

a b c

m m mAF BD CE
FB DC EA m m m

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  

(⇐ )设 1AF BD CE
FB DC EA

⋅ ⋅ = 令 ,b c

a b

m mAF BD
FB m DC m

= = ，则 a

c

mCE
EA m

= 。于是点 , ,D E F 分别是边 , ,BC CA AB 上

的重心。由定理 3.3 可知， , ,AD BE CF 交于一点。 

例 3.2 用加权重心公式证明例 2.1。 
证明：如所知，三角形的三条对角线 , ,AD BE CF 交于内心 I 。则 I 也是三角形的加权重心。由角平
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分线定理，
BD AB c
DC AC b

= = ，根据推论 3.2，取 ,b cm b m c= = 。再由
AF CA b
FB AB a

= = ，可知 am a= 。于是由定

理 3.3 三角形加权重心公式得到 

( )a b c a b c+ + = + +I A B C
  

 

例 3.3 用加权重心公式证明例 2.2。 

证明：设 2, 1b cm m= = 。则由
1
2

BD
DC

= 知 D 为 BC 重心。设
1
2am = ，则由

1
2

CE
EA

= 知 E 为 AC 重心。于

是点G 既是线段 AD 加权重心，也是三角形的加权重心。由定理 3.1 及 3.3 得到 

( )a b c a b C a d b em m m m m m m m m m+ + = + + = + = +G A B C A D B E
      

 

将
1 3, 2, 1, 3,
2 2a b c d em m m m m= = = = = 代入得到 

7 6 4 3= + = +G A D B E
    

. 

于是
1 4,
7 7

GD AD GE BE= = 。 

例 3.4 设G 为 ABC∆ 内一点。证明： 

0GBC GAC GABS S S∆ ∆ ∆+ +⋅ ⋅ ⋅ =GA GB GC
  

 

证明：设 , ,AG BG CG 分别交 , ,BC CA AB 于 , ,D E F 。由于G 为 ABC∆ 加权重心，故 

( )a b c a b Cm m m m m m+ + = + +G A B C
  

 

整理得到 

 0.a b Cm m m+ + =GA GB GC
  

 (3.3) 

由三角形面积比性质及推论 3.2， 

GBC GBF a

GAC GAF b

S S mBF
S S AF m
∆ ∆

∆ ∆

= = =  

GAB GBD c

GAC GCD b

S S mBD
S S CD m
∆ ∆

∆ ∆

= = =  

故 

: : : : .GBC GAC GAB a b cS S S m m m∆ ∆ ∆ =  

代入式(3.3)中，即得要证等式。 
注例 3.4 及其证明表明，三角形内部点的位置向量可由顶点的位置向量表示，且从几何上看，内点位

置向量的系数是三角形的总面积，而顶点位置向量的系数恰好是内点与另外两个顶点构成的三角形面积。

换言之，我们有 

ABC GBC GAC GABS S S S∆ ∆ ∆ ∆= +⋅ ⋅ ⋅ ⋅+G A B C
  

 

例 3.5 设O 点是 ABC∆ 内一点。 ,BO CO 的延长线分别交 ,AC AB 于 ,E F ，则 

OB OC AB AC
OE OF AF AE

⋅ = ⋅  

证明：设O 点是 ABC∆ 的加权重心，则 ,E F 分别为边 ,AC AB 的加权重心。于是 
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( )
( )
( )

a b a b

a c a c

a b c a b c

m m m m

m m m m

m m m m m m

 + = +
 + = +


+ + = + +

F A B

E A C

O A B C

 

 

  

 

由推论 3.2 及第一、二个方程得到 

,a b a c

b c

m m m mAB AC
AF m AE m

+ +
= =  

再由三个方程得到 

( ) ( )( )a b c a b c a c bm m m m m m m m m+ + = + + = + +O F C E B
   

 

类似可得 

,a c a b

b c

m m m mOB OC
OE m OF m

+ +
= =  

于是， 

a c a b

b c

m m m mOB OC AB AC
OE OF m m AF AE

+ +
⋅ = ⋅ = ⋅  

4. 分析与讨论 

在本文中，我们首先从定比分点公式出发，得到它的一般形式，重点阐释了系数表达的几何意义，

并通过例题介绍了灵活使用定比分点公式的基本思路和方法。其次，我们利用杠杆原理将定比分点公式

赋予物理意义，将分点及三角形内点分别理解为线段及三角形的加权重心，得到线段与三角形的加权重

心公式。在运用加权重心公式处理几何问题时，我们可以将端点或顶点进行赋值，列出位置向量的线性

方程组，从而使较为复杂的几何问题转化为一些简单的计算。有兴趣的读者可以进一步将以上结果推广

到四面体中，即得到四面体的加权重心公式。 
通过探究来理解数学，对数学结果进行多角度多维度解读，或横向关联，或纵向挖掘，把数学中蕴

含的精神、思想、方法揭示出来，是学习数学的重要途径。大学课堂教学中要鼓励探究，激发兴趣，更要

培养学生发散性思维、创造性思维。本文将定比分点公式的几何意义与物理意义相互融合，体现了数学

与物理密不可分的联系；同时也建构了几何与代数、数学与物理之间的桥梁，增添了数学知识的趣味性

与深度。 
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