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摘  要 

在人类与传染病的长期斗争中，疫苗接种已被证实是最成功的防控手段之一。疫苗通过激活机体的特异

性免疫反应，能够形成针对特定病原体的防护机制。大量实际案例表明，疫苗不仅能显著降低疾病传播

风险，更是最终根除某些传染病的重要途径。当前，这一技术已成为传染病防治研究和实践的核心组成

部分。因此，本文研究了一类具有疫苗接种的随机SVIR传染病模型的平稳分布。首先，通过构建合适的

Lyapunov函数证明了模型正解的存在唯一性。然后，建立了参数 S
0ℜ ，证明了当 S

0 1ℜ > 时，模型的解在
4
+ 上存在唯一的平稳分布。最后，对本文主要研究内容进行了总结，发现随机扰动会影响 S

0ℜ ，并且 S
0ℜ

小于等于确定型SVIR模型的基本再生数 C
0ℜ 。 
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Abstract 
Vaccination has been proven to be one of the most successful prevention and control measures in the 
long-term struggle between humans and infectious diseases. Vaccines can form protective mecha-
nisms against specific pathogens by activating the body’s specific immune response. Numerous 
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practical cases have shown that vaccines not only significantly reduce the risk of disease transmis-
sion, but are also an important way to ultimately eradicate certain infectious diseases. Currently, 
this technology has become a core component of research and practice in infectious disease preven-
tion and control. Therefore, this paper investigates the stationary distribution of a stochastic SVIR 
epidemic model incorporating vaccination. Firstly, we prove the existence and uniqueness of the 
positive solution of the model by constructing Lyapunov function. Then, we establish the parameter 

S
0ℜ  and proven that when S

0 1ℜ > , the solution of the model has a unique stationary distribution in
4
+ . Finally, we summarize the main results of this article and found that S

0ℜ  is affected by stochas-
tic perturbations. Othermore, S

0ℜ  is less than or equal to the basic reproduction number C
0ℜ  of 

the deterministic SVIR model. 
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1. 引言 

传染病一直是威胁人类生存与发展的重大隐患，2019 年的新冠肺炎疫情再次印证了这一点。在此背

景下，深入研究传染病传播规律的理论价值显得尤为重要。国内外学者已构建了多种数学模型，用以分

析传染病的动态传播特征。例如，Li 等[1]研究了一类具有非线性发生率的 SIRS 传染病模型，并在研究

中心给出了模型的基本再生数。Khan 等[2]建立了一类具有饱和发生率的乙肝传染病模型，通过计算系统

平衡点与基本再生数，深入分析了该模型的局部稳定性特征及后向分岔现象。Cai 等[3]提出了一类空间

异质环境中具有水平和垂直传输的宿主–寄生虫模型并研究了模型的复杂动力学。Li 等[4]研究了一个具

有周期性发病率和饱和状态的 SIR 模型治疗功能。 
在人类抗击传染病的长期实践中，免疫预防已被证实是最具成效的防控策略之一。这一方法通过将

疫苗注入健康人体内，刺激机体产生特异性免疫反应，形成针对特定病原体的保护机制。流行病学数据

显示，免疫接种能显著降低传染病流行风险。如今，这一技术已成为传染病防治研究的重要基础。例如，

Hu 等[5]提出了一类具有非线性发生率、垂直传播、疫苗接种和治疗能力的 SIR 传染病模型并定义了模型

的基本再生数。Bai 等[6]提出了一类具有一般周期接种策略的 SEIRS 传染病模型，利用线性积分算子的

谱半径定义了模型的基本再生数。Cai 等[7]提出了一种带有疫苗接种的流行病动力学模型，探讨了疫苗

接种策略对疫苗疗效的影响。并发现该模型在疫苗接种水平下表现出后向分叉和双稳性。Liu 等人[8]提
出了如下具有疫苗接种的 SVIR 传染病模型： 
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其中 ( )S t 、 ( )V t 、 ( )I t 、 ( )R t 分别表示易感个体，疫苗接种个体，感染个体和恢复个体的数量，µ 表示

招募率和自然死亡率，γ 表示感染者的恢复率， 1γ 表示获得免疫力后接种者的恢复率， 11 γ 表示获得免疫

力，进入康复人群的平均时间。β 表示易感者与感染者之间的传播率， 1β 表示在获得免疫前，接种者和

感染者之间疾病的传播率，由于接种个体在接种过程中可能具有部分免疫力或者接种者认识到疾病传播

特征，从而减少与感染者的接触率，因此，假设 1β β< 成立。 

对于模型系统(1.1)，Liu 等确定了模型的无病平衡 ( ) ( )( )0 0 0
1

, ,0 , ,0E S V µ αµ
µ α µ α µ γ

 
= =   + + + 

和地方

病平衡点 ( ), ,E S V I+ + + += ，其中 S
I

µ
µ α β+

+

=
+ +

，
( )( )1 1 1 1 1

SV
I I I

α αµ
µ γ β µ α β µ γ β

+
+

+ + +

= =
+ + + + + +

，I+ 是

( ) ( )2
1 2 3 01 Cg I A I A I A= + + −ℜ 的正根，其中 ( )1 1 0,A µ γ ββ= + > ( ) ( ) ( )2 1 1 1A µ γ µ γ β µ α β ββ µ= + + + + −   ，

( )( )( )3 1 0A µ γ µ γ µ α= + + + > ，并且 Liu 等建立了模型的基本再生数 

( )( ) ( )( )( )
1

0
1

C β αµβµ
α µ µ γ µ γ α µ µ γ

ℜ = +
+ + + + +

。并且证明了当 0 1Cℜ ≤ 时，系统(1.1)的无病平衡点 0E 是全局

渐进稳定的；当 0 1Cℜ > 时，模型(1.1)的地方病平衡点 E+ 是全局渐进稳定的。 

现实世界中，环境噪声等随机因素会显著影响传染病的传播率和死亡率等关键参数。基于此，近年

来学术界涌现了大量关于随机传染病模型的研究成果[9]-[13]。例如：Nguyen 等[14]提出了一类随机 SIRS
传染病模型。Settati 等[15]提出了一类具有一般发生率的随机 SIRS 模型。Mehdaoui 等[16]分析了一种新

提出的随机非自治 SVIR 模型的动力学。Lin 和 Jiang 等[17]提出了一类具有季节变化和双线性发生率的

随机 SIR 传染病模型。 
基于确定性系统(1.1)，通过引入与系统状态变量线性相关的 Gauss 白噪声干扰，可构造如下随机微

分方程模型： 
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d d d ,
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
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 (1.2) 

其中 ( )( )1,2,3,4iB t i = 表示相互独立的标准布朗运动， ( )( )2 1,2,3,4i t iσ = 表示随机干扰的强度系数。 
本文剩余结构安排如下：第二部分介绍随机微分方程的基本理论与相关公式。第三部分论证模型(1.2)

在空间 4
+ 上全局正解的存在唯一性。第四部分通过构造 Lyapunov 函数，定义阈值参数 0

Sℜ ，证明当满足

0 1Sℜ > 时，模型(1.2)在空间 4
+ 上存在唯一的平稳分布 ( )π ⋅ ，疾病持续存在。第五部分总结研究成果并探

讨未来研究方向。 

2. 预备知识 

本文假设 { }( )0
, , ,t t≥

Ω   是一个完备概率空间，其中{ } 0t t≥
 满足通常条件(即右连续的，且 0 包含

所有  -零测集集)。记 { }min ,m n m n∧ = 和 { }max ,m n m n∨ = 。 

定义 1 [18] 

设 ( )( )0x t t ≥ 是 Itô 过程，并且满足随机微分 ( ) ( ) ( ) ( )d d dx t f t t g t B t= + ，其中 ( )1 ; nf L +∈   ，

( )2 ; n mg L ×
+∈   。令 ( ) ( )2,1, ;nV x t C +∈ ×   ，则 ( ),V x t 仍是 Itô 过程，其随机微分具有如下形式 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )d , , d , d . .xV x t t V x t t V x t g t B t a s= +  
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其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , ,
2

T
t x xxV x t V x t V x t f t trace g x t V g x t = + +    

称上式为 Itô 公式。 

3. 全局正解的存在唯一性 

在本节，通过构造合适的 Lyapunov 函数论证模型(1.2)正解的存在唯一性。首先，定义空间 

( ){ }4 4
1 2 3 4, , , : 0, 1,2,3,4ix x x x x x i+ = = ∈ > =  。下面证明模型(1.2)的解在 4

+ 中的概率为 1。 
定理 3.1. 
对任意给定的初值 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 40 , 0 , 0 , 0S V I R +∈ ，系统(1.2)在 0t ≥ 上存在唯一解 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,S t V t I t R t ，

且解 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 4, , ,S t V t I t R t +∈ 的概率为 1，即对任意 0t ≥ ，有 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 4, , ,S t V t I t R t +∈  a.s.。 
证明 由于模型(1.2)的系数是局部 Lipschitz 连续的，则对任意初值 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 40 , 0 , 0 , 0S V I R +∈ 和

[ )0, et τ∈ ，模型(1.2)存在唯一的局部解，其中 eτ 表示爆破时间。要证解是全局的，只需证明 eτ = ∞  a.s.。 

令 0 1k > ，使得 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 , 0 , 0 , 0S V I R 在区间 0
0

1 ,k
k
 
 
 

。对于任意的整数 0k k> ，定义停时： 

[ ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1inf 0, : , , , ,k et S t k V t k I t k R t k
k k k k

τ τ        = ∈ ∉ ∉ ∉ ∉        
        

或 或 或 , 

在本文，令 inf ∅ = ∞ 。显然，当 k →∞时， eτ 是单增的。记 lim kk
τ τ∞ →∞

= ，则 eτ τ∞ <  a.s.。如果τ∞ = ∞  
a.s.，那么 eτ = ∞  a.s.。下面，利用反证法证明τ∞ = ∞ 。设τ∞ ≠ ∞，则存在 0T > 和任意的 ( )0,1ε ∈ 使得

{ }Tτ ε∞ ≤ > 。 
因此存在整数 1 0k k> ，使得 { }k k TτΩ = ≤ 时，有 { }k εΩ ≥ ， 1k k> 。 
考虑 2 -函数 4:W + →   

( ), , , ln 1 ln 1 ln 1 lnSW S V I R S a a V V I I R R
a

= − − + − − + − − + − − , 

其中 a 是待定常数。由 0k k≥ 和T 的任意性。根据 Itô 公式，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 4 4d , , , , , , d d 1 d 1 d 1 dW S V I R W S V I R t S a B t V B t I B t R B tσ σ σ σ= + − + − + − + −  

其中 
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S a I V R
aa

aa I a

µ αµ µ µ β α σ µ β γ µ

γ γσ µ β β γ µ σ µ µ σ

µ µ β β β µ µ β µ

µ σ γ µ σ γ µ σ µ σ
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≤ − + + − − − + −

+ + + + + + + + + +

≤ + − − + + + + + + + +



2
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1
2

µ σ+ +

 

令 1 0a β µ
β
−

> > ，故 1 0aβ β µ− − ≤ 。因此 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 3 4

1 1 1, , ,
2 2 2 2
aW S V I R aµ µ σ γ µ σ γ µ σ µ σ≤ + + + + + + + + + + , 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.156188


高延延 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.156188 53 理论数学 
 

( ) ( ) ( )
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其中 ( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 3 4

1 1 1
2 2 2 2
aD aµ µ σ γ µ σ γ µ σ µ σ= + + + + + + + + + + 。因此对于任意 1k k≥ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 20 0 0 0

3 3 4 40 0

1 1 2 20 0 0

3 3 4 40 0

d , , , d d 1 d
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∫ ∫ ∫

∫ ∫




 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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kT
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τ
τ τ τ τ

∧
 ∧ ∧ ∧ ∧ ≤ + 

≤ +
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令 { }k k TτΩ = ≤ ，显然有 { }k εΩ ≥ ，则 kω∀ ∈Ω 可知 ( ),kS τ ω ， ( ),kV τ ω ， ( ),kI τ ω ， ( ),kR τ ω 至少存在

一个等于 k 或
1
k
，使得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1, , , , , , , min 1 ln , ln , 1 ln , 1 ln : .k k k k
kW S V I R k a a ak k k g k
a k k a

τ ω τ ω τ ω τ ω  ≥ − − − + − − − = 
 

 

因此 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

0 , 0 , 0 , 0 , , , , , , ,

1 , , , , , , , .
k

k k k k

k k k k

W S V I R DT W S V I R

W S V I R g kτ

τ ω τ ω τ ω τ ω

δ τ ω τ ω τ ω τ ω ε

+ ≥

 ≥ ≥ 




 

令 k →∞，可知 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 , 0 , 0 , 0W S V I R DT∞ > + = ∞，得到矛盾。因此τ∞ = ∞。 

4. 平稳分布的存在性 

在这一部分，将定义决定疾病灭绝或持续存在的阈值参数为 0
Sℜ ，证明当阈值 0 1Sℜ > 时，模型(1.2)在

空间 4
+ 中存在唯一的平稳分布 ( )π ⋅ ，即疾病持续存在。首先给出如下引理。 

引理 4.1. [16] 
如果存在一个具有正则边界的有界开域 l∆∈ ，使得以下条件成立： 
(i) 在定义域∆及其邻域内，扩散矩阵 ( )A x 的最小特征值非零。 
(ii) 对任意的 \lx∈ ∆ 从 x 出发到达U 的平均时间 τ 是有限的，且对每个紧子集 lK ⊂  满足

sup x
x K E τ∈ < ∞。 
那么马尔科夫过程 ( )X t 有唯一的平稳分布 ( )π ⋅ 。 
定理 4.1.  
假设 

1
0

22 2
1 23 1

: 111 1
22 2

S β αµ β
γ µ σγ µ σ µ α σ

 
 

ℜ = + > 
    + ++ + + +      
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则对于任意初值 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 40 , 0 , 0 , 0S V I R +∈ ，系统(1.2)在 4
+ 上存在一个唯一的平稳分布 ( )π ⋅ ，即疾病

持续存在。 
证明 证明定理 4.1，仅需要证明引理 4.1 的条件(i)和(ii)均成立即可。首先，证明条件(i)。由模型(1.2)

得到其扩散矩阵 
2 2
1

2 2
2

2 2
3

2 2
4

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

S
V

M
I

R

σ
σ

σ
σ

 
 
 =  
 
  

. 

显然，矩阵 M 对于 4
+ 的任意紧子集都是正定的，因此引理 4.1 的条件(i)成立。 

下面，将证明引理 4.1 的条件(ii)。定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3, , ln ln ln lnW S V I I t b V t b S t b S t= − − − −  

其中 1 2 3, ,b b b 为待定正常数。根据 Itô 公式，得到 

 

( )

( )

( ) ( )

2 21
1 1 3 1 1 1 1 1 2

2
2 3 1

2 23
2 1 3 1 3 1 1 2

2
2 3 1 2 3 1 1

1, ,
2 2

1
2

1 12 3
2 2

1
2

bSW S V I S V b I b b
V

b b I
S

b b b b

b b b b I b I

αβ β γ µ σ β γ µ σ

µ µ β α σ

µβ β αµ γ µ σ γ µ σ

µ α σ β β

= − − + + + − + + + +

  − + − + + +    
   ≤ − − + + + + + +   
   

 + + + + + + + 
 



  (4.1) 

令 

1
1 2

2 2
1 2 1

2 2
2
1

1
3 2

2 2
1 2 1

,
1 1
2 2

,
1
2

,
1 1
2 2

b

b

b

β αµ

γ µ σ µ α σ

βµ

µ α σ

β αµ

γ µ σ µ α σ

=
   + + + +   
   

=
 + + 
 

=
  + + + +  
  

 

接着，将 1 2 3, ,b b b 代入到(4.1)，可以得到 

 

( ) ( )

( ) ( )

2 1
1 3 2 3 1 1

2 2 2
1 3 1

2
3 0 2 3 1 1

1, , 1 1 12
2 2 2

1        1
2

S

W S V I b b I b I

b b I b I

β αµβµγ µ σ β β
µ α σ γ µ σ µ α σ

γ µ σ β β

 ≤ + + − − + + +      + + + + + +  
  

 = − + + ℜ − + + + 
 



  (4.2) 

其中 1
0

22 2
1 23 1

11 1
22 2

S β αµ β
γ µ σγ µ σ µ α σ

 
 

ℜ = + 
    + ++ + + +      

。 
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接下来，定义 ( ) ( ) ( ) 1 1
2 1 2 3, , , , + bW S V I W S V I b b I Iββ

µ γ µ
= + +

+
，根据(4.2)式，得到 

 ( ) ( ) ( )2 s 1
2 3 0 1 2 3

2
1 3

1, , 1 12
2

W S E I b b b Iβ αγ µ σ β
γ µ σ

 
  ≤ − + + ℜ − + + + +  

   + +
 

   (4.3) 

定义 ( )3 , , ln ln lnW S I R S I R= − − − ， ( ) ( ) 1
4

1, , ,
1

W S V I R S V I R θ

θ
+= + + +

+
，其中θ 充分 

且
( )

2 2 2 2
1 2 3 4

2 ˆ0 Ito
µ α

θ
σ σ σ σ

∧
< <

∨ ∨ ∨
。根据公式，得到 

 

( ) [ ] [ ]

[ ] ( )

( )

3 1

2 2 2
1 1 3 4

2 2 21
1 1 3 4

1 1, ,

1 1
2

13 ,
2

V S I R S SI S SI VI I I
S I

V I R
R

V II S V
S R R

µ µ β α β β γ µ

γ γ µ σ σ σ

γµ γβ β β µ α γ σ σ σ

= − − − − − + − −

− + − + + +

 = − + − − − − + + + + + +  



  (4.4) 

 

( ) ( ) [ ]

( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

4

1 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4

1 2 2 2 2
1 2 3 4

12 2 2 2
1 2 3 4

2 2 2
1 2 3

, , ,

2

2

2

1
2 2

W S W I R S V I R S S V I R

S V I R S V I R

S V I R S V I R

S V I R

S V I R S V I R

H

θ

θ

θ

θ

θ θ

µ µ α µ µ µ

θ σ σ σ σ

µ µ α

θ σ σ σ σ

θµ µ α σ σ σ σ

θµ α σ σ σ σ

−

+

+

= + + + − − − − −

 + + + + + + + 

≤ + + + − ∧ + + +  

+ + + + ∨ ∨ ∨

 ≤ + + + − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + +  

≤ − ∧ − ∨ ∨ ∨



( ) ( )

( ) ( ) ( )

12
4

2 2 2 2 1 1 1 1
1 2 3 4

1
2 2

S V I R

H S V I R

θ

θ θ θ θθµ α σ σ σ σ

+

+ + + +

  + + +  

 ≤ − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + +  

  (4.5) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )4
12 2 2 2

1 2 3 4( , , , )

1sup
2 2S V I R

H S V I R S V I Rθ θθµ µ α σ σ σ σ
+

+

∈

  = + + + − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + + < ∞    

。 

考虑 2 -函数 4:W + →

 ， ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4, , , , , , , , , ,W S V I R KW S V I W S I R W S V I R= + + 其中 K 是足够大

的一个正常数且满足 

 ( )2
3 0

1 1 2
2

SK Cγ µ σ − + + ℜ − + ≤ − 
 

 (4.6) 

其中 

 
( ) ( ) ( )

( )

4

2 2 2 2 1 1 1
1 2 3 4 1

( , , , )

2 2 2
1 3 4

1sup
4 2

1 3 .
2

S V I R
C V I R I I Hθ θ θθµ α σ σ σ σ β β

µ α γ σ σ σ

+

+ + +

∈

  = − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + + + +   
 + + + + + +   

   (4.7) 
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此外，由于 ( ), , ,W S V I R 在 4
+ 上连续性，并且当 ( ), , , 0S V I R → 或 ( ), , , +S V I R → ∞ 时，均可得

( ), , ,W S V I R = +∞ 。因此 ( ), , ,W S V I R 在 4
+ 内部可以取到最小值，设最小值点为 ( )* * * *, , ,S V I R 。 

定义 2 -函数 4:V +
+ →  ， ( ) ( ) ( )* * * *, , , , , , , , ,W S V I R W S V I R W S V I R= −  。根据(4.3)，(4.4)和(4.5)，可

以得到 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1
3 0 1 2 3

2
3

2 2 21
1 1 3 4

2 2 2 2 1 1 1 1
1 2 3 4

2
3 0 1 2 3

1, , , 1 12
2

13
2

1
2 2

1 1
2

S

S

W S V I R K K b b b I

V II S V
S R R

H S V I R

K K b b b

θ θ θ θ

β αγ µ σ β
γ µ σ

γµ γβ β β µ α γ σ σ σ

θµ α σ σ σ σ

γ µ σ

+ + + +

 
  ≤ − + + ℜ − + + + +  

   + +
 

 − + − − − − + + + + + +  
 + − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + +  

 ≤ − + + ℜ − + + + 
 



( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2
3

2 2 2 1
1 3 4

2 2 2 2 1 1 1 1
1 2 3 4

2 2 2 2 1 1 1
1 2 3 4

1
2

13
2

1
4 2
1 .
4 2

I

V II H
S R R

S V I R

V I R

θ θ θ θ

θ θ θ

β αβ
γ µ σ

γµ γβ µ α γ σ σ σ

θµ α σ σ σ σ

θµ α σ σ σ σ

+ + + +

+ + +

 
 

+ 
 + +
 

+ + + + + + + + − − −

 − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + +  
 − ∧ − ∨ ∨ ∨ + +  

  (4.8) 

下面，证明引理 4.1 中的条件(ii)成立，首先，定义有界开域 

2 2
2 2

1 1 1 1, , ,S I V Rε ε ε ε ε
ε ε ε ε

 ∆ = < < < < < < < < 
 

, 

其中 0 1ε< < 且足够小。在集合 4 \ ε+ ∆ 中，为验证引理 4.1 中的条件(ii)，因此，选择足够小的 ε 使得 

 1
2

Mµ
ε

− + ≤ − , (4.9) 

 ( ) 1
1 2 3

2
3

1
1 2
2

K b b b β αβ ε
γ µ σ

 
 

+ + + ≤ − 
 + +
 

, (4.10) 

 1 1
2

Mγ
ε

− + ≤ − , (4.11) 

 1Mγ
ε

− + ≤ − , (4.12) 

 ( ) ( )2 2 2 2
1 2 3 4 1

1 1 1
4 2 2

Mθ
θµ α σ σ σ σ

ε +
 − ∧ − ∨ ∨ ∨ + ≤ −  

, (4.13) 

 ( ) ( )2 2 2 2
1 2 3 4 2 2

1 1 1
4 2 2

Mθ
θµ α σ σ σ σ

ε +
 − ∧ − ∨ ∨ ∨ + ≤ −  

, (4.14) 

其中 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )4

2 2 2 2 1 1 1
1 2 3 4

( , , , ) 2 2 21
1 2 3 1 3 4

2
3

1
4 2

sup
13 .1 2

2

S V I R

V I R

M
K b b b I H

θ θ θθµ α σ σ σ σ

β αβ β µ α γ σ σ σ
γ µ σ

+

+ + +

∈

  − ∧ − ∨ ∨ ∨ + +    
  =    + + + + + + + + + + + +   + +   



 

将 4 \ ε+ ∆ 划分成以下 8 个区域， 

( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }
( ) ( )

( ) ( )

4 4
1 2

4 2 4 2
3 4

4 4
5 6

4 4
7 82 2

, , , : , , , , : ,

, , , : , , , , , : , ,

1 1, , , : , , , , : ,

1 1, , , : , , , , : ,

S V I R S S V I R I

S V I R I V S V I R I R

S V I R S S V I R I

S V I R V S V I R R

ε ε

ε ε ε ε

ε ε

ε ε

+ +

+ +

+ +

+ +

∆ = ∈ ≤ ∆ = ∈ ≤

∆ = ∈ > ≤ ∆ = ∈ > ≤

   ∆ = ∈ ≥ ∆ = ∈ ≥   
   
   ∆ = ∈ ≥ ∆ = ∈ ≥   
   

 

 

 

 

 

则 4
1 2 3 4 5 6 7 8\ ε+ ∆ = ∆ ∪∆ ∪∆ ∪∆ ∪∆ ∪∆ ∪∆ ∪∆ 。下面证明对任意 ( ) 4, , , \S V I R ε+∈ ∆ 有 

( ), , , 1W S V I R ≤ − 成立，这表明只需证明在这 8 个区域中，均有 ( ), , , 1W S V I R ≤ − 成立。 
(1) 对任意 ( ) 1, , ,S V I R ∈∆ ，根据(4.8)和(4.9)，有 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 1
3 0 1 2 3

2
3

2 2 2 2 1 1 1 1
1 2 3 4

2 2 2 2 1 1 1
1 2 3 4

2 2 2
1 3 4

1, , , 1 12
2

1
4 2
1
4 2

13
2

1 .
2

SW S V I R K K b b b I
S

S V I R

V I R

I H

M

θ θ θ θ

θ θ θ

β αµ γ µ σ β
γ µ σ

θµ α σ σ σ σ

θµ α σ σ σ σ

β µ α γ σ σ σ

µ
ε

+ + + +

+ + +

 
  ≤ − − + + ℜ − + + + +  

   + +
 

 − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + +  
 − ∧ − ∨ ∨ ∨ + +  

+ + + + + + + +

≤ − + ≤ −



  (4.15) 

(2) 对任意 ( ) 2, , ,S V I R ∈∆ ，根据(4.6)，(4.7)，(4.8)和(4.10)，有 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1
3 0 1 2 3

2
3

2 2 2 2 1 1 1 1
1 2 3 4

2 2 2 2 1 1 1 2 2 2
1 2 3 4 1 3 4

2
3

1, , , 1 312
2

1
4 2

1 1
4 2 2

1
2

SW S V I R K K b b b I I H

S V I R

V I R

K

θ θ θ θ

θ θ θ

β αγ µ σ β β µ
γ µ σ

θα γ µ α σ σ σ σ

θµ α σ σ σ σ σ σ σ

γ µ σ

+ + + +

+ + +

 
  ≤ − + + ℜ − + + + + + + +  

   + +
 

 + + − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + +  
 − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + + + +  

≤ − + +




( ) ( ) 1
0 1 2 3

2
3

11 .1 2
2

S K b b b Cβ αβ ε
γ µ σ

 
  ℜ − + + + + + ≤ −  

  + +
 

 (4.16) 

(3) 对任意的 ( ) 3, , ,S V I R ∈∆ ，根据(4.8)和(4.11)，有 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2 1
3 0 1 2 3

2
3

2 2 2 2 1 1 1 1
1 2 3 4

2 2 2 2 1 1 1
1 2 3 4

2 2 2
1 3 4

1, , , 1 12
2

1
4 2
1
4 2

3
2

           

SIW S V I R K K b b b I
R

S V I R

V I R

I H

θ θ θ θ

θ θ θ

β αγ γ µ σ β
γ µ σ

θµ α σ σ σ σ

θµ α σ σ σ σ

σ σ σ
β µ α γ

+ + + +

+ + +

 
  ≤ − − + + ℜ − + + + +  

   + +
 

 − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + +  
 − ∧ − ∨ ∨ ∨ + +  

+ +
+ + + + + +



1                .
2

Mγ
ε

≤ − + ≤ −

  (4.17) 

(4) 对任意 ( ) 4, , ,S V I R ∈∆ ，根据(4.8)和(4.12)，有 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

21 1
3 0 1 2 3

2
3

2 2 2 2 1 1 1 1
1 2 3 4

2 2 2
1 3 42 2 2 2 1 1 1

1 2 3 4

1

1, , , 1 12
2

1 3
4 2

1
4 2 2

1

SVW S V I R K K b b b I
R

S V I R I H

V I R

M

θ θ θ θ

θ θ θ

γ β αγ µ σ β
γ µ σ

θµ α σ σ σ σ β µ

σ σ σθµ α σ σ σ σ α γ

γ
ε

+ + + +

+ + +

 
  ≤ − − + + ℜ − + + + +  

   + +
 

 − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + + + + +  

+ + − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + + + +  

≤ − + ≤ −



.
2

 (4.18) 

(5) 对任意的 ( ) 5, , ,S V I R ∈∆ ，根据(4.8)和(4.13)，有 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 1 1 1 1
1 2 3 4

2 2 2 2 1 1 1
1 2 3 4

2 2 21
1 2 3 1 3 4

2
3

2 2 2 2
1 2 3 4 1

1, , ,
4 2

1
4 2

131 2
2

1 1
4 2

W S V I R S V I R

V I R

K b b b I I H

θ θ θ θ

θ θ θ

θ

θµ α σ σ σ σ

θµ α σ σ σ σ

β αβ β µ α γ σ σ σ
γ µ σ

θµ α σ σ σ σ
ε

+ + + +

+ + +

+

 ≤ − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + +  
 − ∧ − ∨ ∨ ∨ + +  

 
 

+ + + + + + + + + + + + 
 + +
 

 ≤ − ∧ − ∨ ∨ ∨  



1 .
2

M+ ≤ −

  (4.19) 

(6) 对任意的 ( ) 6, , ,S V I R ∈∆ ，根据(4.8)和(4.13)，有 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 1 1 1 1
1 2 3 4

2 2 2 2 1 1 1
1 2 3 4

2 2 21
1 2 3 1 3 4

2
3

2 2 2 2
1 2 3 4 1

1, , ,
4 2

1
4 2

131 2
2

1 1
4 2

W S V I R S V I R

V I R

K b b b I I H

θ θ θ θ

θ θ θ

θ

θµ α σ σ σ σ

θµ α σ σ σ σ

β αβ β µ α γ σ σ σ
γ µ σ

θµ α σ σ σ σ
ε

+ + + +

+ + +

+

 ≤ − ∧ − ∨ ∨ ∨ + + +  
 − ∧ − ∨ ∨ ∨ + +  

 
 

+ + + + + + + + + + + + 
 + +
 

 ≤ − ∧ − ∨ ∨ ∨  



1 .
2

M+ ≤ −

  (4.20) 
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(7) 对任意的 ( ) 7, , ,S V I R ∈∆ ，根据(4.8)和(4.14)，有 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 1 1 1 1
1 2 3 4

2 2 2 2 1 1 1
1 2 3 4

2 2 2 1
1 3 4 1 2 3

2
3

2 2 2 2
1 2 3 4 2

1, , ,
4 2

1
4 2

13 12
2

1 1
4 2

W S V I R S V I R

V I R I H
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(8) 对任意的 ( ) 8, , ,S V I R ∈∆ ，根据(4.8)和(4.14)，有 
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因此，根据(4.15)~(4.22)，对足够小的 ε 使得当 ( ) 4, , , \S V I R ε+∈ ∆ 时，均有 

( ), , , 1.W S V I R ≤ −  

所以，引理 4.1 的条件(ii)成立.根据引理 4.1，系统(1.2)在 4
+ 上存在唯一的平稳分布 ( )π ⋅ 。 

5. 结论与展望 

本文研究了一类具有疫苗接种的随机 SVIR 传染病模型的平稳分布。首先，对于任意给定的初值，证

明系统正解的存在唯一性。其次，证明了当 0 1Sℜ > 时，模型的解在 4
+ 上存在唯一的平稳分布 ( )π ⋅ 。最后，

将确定性模型的 0
Cℜ 和随机性模型的 0

Sℜ 进行对比，能够发现 0 0
S Cℜ <ℜ ，且当 ( )0 1,2,3,4i iσ → = 时，

0 0
S Cℜ →ℜ ，即表明当随机扰动较小时，随机 SVIR 模型在 4

+ 上存在唯一的平稳分布 ( )π ⋅ ，这一研究成果

进一步拓展了 Liu 等[8]在确定型 SVIR 模型中的相关结论。最后，本文研究重点探讨了受白噪声干扰的

具有疫苗接种的随机 SVIR 传染病动力学模型。此外，我们还可以考虑脉冲扰动对系统的影响。 
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