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摘  要 

通过将对称杨辉矩阵分解为下三角杨辉矩阵与上三角杨辉矩阵的乘积，得到其行列式为1的简单证明；推

导下三角杨辉矩阵的逆矩阵公式，由此快速求解对称杨辉矩阵的逆矩阵；揭示对称杨辉矩阵的逆矩阵与

上、下三角杨辉矩阵乘积之间的关系。 
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Abstract 
By decomposing the symmetric Yang Hui matrix to the product of lower/upper triangular Yang Hui 
matrices, a simple proof is given for the fact that its determinant equals to 1; an explicit formula of 
the inverse of the lower triangular Yang Hui matrix is provided, which yields a rapid method to cal-
culate the inverse of the symmetric Yang Hui matrix; the relations between the inverse of the sym-
metric Yang Hui matrix and the upper/lower triangular Yang Hui matrices are uncovered. 
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1. 引言 

杨辉三角如下图所示，它最早是由南宋数学家杨辉在他的《详解九章算法》一书中给出，它在中国

数学文化史中有着特殊的重要地位，许多学者对其进行研究[1]。杨辉三角与斐波那契数列、卢卡斯数列

之间有着密切的联系，详见[2]-[5]等。 
 

 
 
与杨辉三角有关的矩阵主要包括对称杨辉矩阵、上三角杨辉矩阵与下三角杨辉矩阵三类，它们的严

格定义我们将在第 1 节给出阐述。文献[6]中，作者考虑了上三角杨辉矩阵的性质，定义了 n 维向量与 n
阶上三角杨辉矩阵的斜乘运算，构造了一类有趣的交换环，并讨论了上三角杨辉矩阵在微分运算方面的

应用。文献[7]研究了与对称杨辉矩阵相关的两种类型的行列式，证明了两类行列式都等于 1；此外，作

者还研究了与下三角杨辉矩阵相关的行列式问题，提出了一些猜想。与杨辉三角相关的行列式问题还有

一些研究成果，详见[8]-[11]等。 
文献[12]考虑了对称杨辉矩阵的逆矩阵问题，作者提供了一种算法来计算 n 阶对称杨辉矩阵的逆，其

方法虽然比直接按照初等变换的方法求逆矩阵简便许多，但是操作起来仍然比较复杂。本文的一个动机

是找到对称杨辉矩阵快速求逆的方法。经过研究我们发现，对称杨辉矩阵可以分解为下三角杨辉矩阵与

上三角杨辉矩阵的乘积，而上、下三角杨辉矩阵的逆矩阵具有很好的描述，从而我们可以快速求出对称

杨辉矩阵的逆。 

2. 杨辉矩阵的定义 

在相关文献中，与杨辉三角相关的 n 阶矩阵主要有如下三类(n 是一个自然数)： 

(1) n 阶下三角杨辉矩阵 ( )n ij n n
A a

×
= ，其中

1, 1 1,

0, 1, 2

1, 2, 1

, 2, 2
ij

i j i j

i j

a i j

a a i j− − −

 = ≥
= ≥ =
 + ≥ ≥

； 

(2) n 阶上三角杨辉矩阵 T
nA ，它是 n 阶下三角杨辉矩阵 nA 的转置； 

(3) n 阶对称杨辉矩阵 ( )n ij n n
B b

×
= ，其中

1, , 1

1, 1 1

, 2, 2ij
i j i j

i j
b

b b i j− −

= == 
+ ≥ ≥

或
。 

以 5 阶矩阵为例，上述三类矩阵分别具有如下的形式： 
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T
5 5 5

1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 0 1 2 3 4 1 2 3 4 5

, ,1 2 1 0 0 0 0 1 3 6 1 3 6 10 15

1 3 3 1 0 0 0 0 1 4 1 4 10 20 35

1 4 6 4 1 0 0 0 0 1 1 5 15 35 70

A A B

     
     
     
     = = =     
     
     
     
     

。 

为了利用线性空间的知识来研究上述矩阵，本文将 n 阶下三角杨辉矩阵的定义进行推广，只保留递

推关系式，得到如下杨辉矩阵的定义。 
定义 1：设 n 是一个自然数，一个 n 阶矩阵 ( )ij n n

A a
×

= 称为杨辉矩阵，如果对任意的 2i ≥ ，都有

1, 1, 1ij i j i ja a a− − −= + 成立(我们规定 0 0ia = )。 
根据定义，一个 n 阶杨辉矩阵由它的第一行元素唯一确定。记 ( )0, ,0,1,0, ,0ie =   为 n 维单位行向

量，其中 1 在第 i 个位置。我们把第一行元素为 ie 的 n 阶杨辉矩阵记为 1i
nA 。显然， 11

nA 与下三角杨辉矩

阵 nA 一致。 
例 1：4 阶杨辉矩阵 ( )1

4 1,2,3,4iA i = 具有如下形式： 

11 12 13 14
4 4 4 4

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1
, , ,

1 2 1 0 0 1 2 1 0 0 1 2 0 0 0 1

1 3 3 1 0 1 3 3 0 0 1 3 0 0 0 1

A A A A

       
       
       = = = =       
       
       
       

。 

对于任意自然数 n，令 nY 表示所有 n 阶杨辉矩阵全体构成的集合。容易验证，在矩阵线性运算下，

nY 构成一个 n 维实线性空间，并且 11 12 1, , , n
n n nA A A 是 n 的一组基。 

3. 杨辉矩阵的性质 

本文中我们用 nI 表示 n 阶单位矩阵，用

0 1
0

1
0

n

n n

J

×

 
 
 =
 
 
 





表示 n 阶若当(Jordan)矩阵。 

3.1. 杨辉矩阵 i
nA1 之间的关系 

命题 1：对于任意的1 1i n≤ ≤ − ，都有 1, 1 1i i
n n nA A J+ = ⋅ ，进而 1, 1 11i i

n n nA A J+ = ⋅ 。 

证明：令 1i
n nB A J= ⋅ ，并设 ( )1i

n ij n n
A a

×
= ， ( )ij n n

B b
×

= ， ( )n ij n n
J d

×
= 。由矩阵乘法可知， , 1

1

n

ij ik kj i j
k

b a d a −
=

= =∑ 。 

因此 , 1 1, 1 1, 2 1, 1, 1ij i j i j i j i j i jb a a a b b− − − − − − − −= = + = + ，从而 nB∈ 。又因为 B 的第一行元素为 1ie + ，从而 1, 1i
nB A += ，

即 1, 1 1i i
n n nA A J+ = ⋅ 。进而， 1, 1 1 1, 1 2 11i i i i

n n n n n n nA A J A J A J+ −= ⋅ = ⋅ = = ⋅ 。证毕。 
从命题 1 可以看出，杨辉矩阵 1i

nA 都可以从 11
nA 得到。因此，对杨辉矩阵 11

nA 的研究显得至关重要。在

2.2 节与 2.3 节中，我们将详细研究 11
nA 的性质。 

3.2. 杨辉矩阵 nA11的基本性质 

本节将研究杨辉矩阵 11
nA 的一些基本性质，以下如无特殊说明，总假定 ( )11

n ij n n
A a

×
= 。 

性质 1：对于任意的1 j i n≤ ≤ ≤ ， 
(1) 1iia = ；(2) 1 1ia = ；(3) , 1ij i i ja a − += 。 
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证明：(1) 根据定义知 1, 1, 1ii i i i ia a a− − −= + ，且对于任意的 2i ≥ ， 1 0ia = ，从而 i j∀ < ， 0ija = 。因此

1, 1 11 1ii i ia a a− −= = = = 。 
(2) 根据假定 0 0ia = ，从而 1 1,1 11i ia a a−= = = 。 
(3) 对 i 进行归纳：当 1i = 时， 1j = ，显然成立。设 , 1ij i i ja a − += 成立，则 

( )1, , 1 , 1 , 2 1, 1 1i j ij i j i i j i i j i i ja a a a a a+ − − + − + + + − += + = + = ，即结论对 1i + 也成立。证毕。 
如下的结论是熟知的。为了读者方便，我们将给出简略证明。 
性质 2：对于任意的1 j i n≤ ≤ ≤ ， 1

1
j

ij ia C −
−= 。 

证明：对 ( ),i j 作数学归纳法：当 ( ) ( ), 1,1i j = 时， 0
11 01a C= = ，结论成立。假设结论对 ( ) ( ), ,i j i j′ ′ < 时

成立，则 1 2 1
1, 1, 1 2 2 1

j j j
ij i j i j i i ia a a C C C− − −

− − − − − −= + = + = 。证毕。 
性质 3：对于任意1 i n≤ ≤ ，有 
(1) 1,3 3 1i ia a i+ − = − ；(2) ( )2

1,3 3 1i ia a i+ + = − 。 

证明：(1) 2 2 1
1,3 3 1 1 1i i i i ia a C C C i+ − −− = − = = − ； 

(2) ( ) ( )( ) ( )22 2
1,3 3 1

1 1 2
1

2 2i i i i
i i i i

a a C C i+ −

− − −
+ = + = + = − 。证毕。 

性质 4：对于任意1 i n≤ ≤ ，令
1

n

i ij
j

S a
=

= ∑ ，则 12i
iS −= 。 

证明：
1

1 1
1 1

1 1 0
2

n i i
j j i

i ij i i
j j j

S a C C
−

− −
− −

= = =

= = = =∑ ∑ ∑ 。证毕。 

3.3. 杨辉矩阵 nA11的逆矩阵 

本节我们研究杨辉矩阵 11
nA 的逆矩阵。为此我们先给出一个组合数公式。 

命题 2： ( ) ( ),1 1k nk m
n k m n

m k n
C C δ

≤ ≤

− = −∑ ，其中 ,

1,

0,m n

m n

m n
δ

== 
≠

当

当
。 

证明：由二项展开式定理可知， 

( ) ( )( )

( ) ( )

( )

( )

( )

0

0 0

0 0

0

1

1

1

1

nn

n k kk n k
n

k

n kk k n k m k m m
n k

k m

n k k k m n k k m m
n k

k m

n n k k m n k k m m
n k

m k m

x y z x y z

C x y z

C x C y z

C C x y z

C C x y z

−

=

− −

= =

− −

= =

− −

= =

− − = − +

= ⋅ ⋅ − ⋅ +

 = − ⋅ ⋅ ⋅ 
 

= − ⋅ ⋅ ⋅

= − ⋅ ⋅ ⋅

∑

∑ ∑

∑∑

∑∑

  

令 1x y= = ，代入上式可得， ( ) ( )
0

1
n nn k k m m

n k
m k m

z C C z
= =

− = −∑∑ 。比较系数知结论成立。证毕。 

下面给出杨辉矩阵 11
nA 的逆矩阵的刻画，它只是在 11

nA 的某些位置加上负号。 

定理 1：设 ( )11
n ij n n

A a
×

= ，则 ( ) ( )( )111 1 i j
n ij

n n
A a

− +

×
= − 。 

证明：由性质 2 可知， 1
1

j
ij ia C −

−= 。令 ( ) ( )( ) ( )1 i j
ij ij ijn n n nn n

B a a b+

× ××
= ⋅ − = ，则 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1
1 1

1

1 1
1 1

1

1 1
1 1

1 1 1
1 1

1 1

1

1 1

1 1

1 1 1

21 1

.

n k jk j
ij i k

k
nj k k j

i k
k

ij k k j
i k

k j

ij k k j
i k

k j

j i
ij

ij

b C C

C C

C C

C C

δ

δ

+− −
− −

=

− −
− −

=

− −
− −

=

− − −
− −

=

+ −

= ⋅ −

= − ⋅ −

= − ⋅ −

= − ⋅ − ⋅ −

= − ⋅ ⋅ −

=

∑

∑

∑

∑

由命题

 

因此，B 是单位阵，从而 ( ) ( )( )111 1 i j
n ij

n n
A a

− +

×
= − 。证毕。 

例 2：求 11
4A 的逆。 

解：利用初等行变换求逆矩阵如下 

11
4

1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1
1 2 1 1 0 2 1 1 1
1 3 3 1 1 0 3 3 1 1 1

A

   
   −   = →
   −
   

−   

 

1 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 2 1 0 0 1 1 2 1
0 0 3 1 2 3 0 1 0 0 0 1 1 3 3 1

   
   − −   → →
   − −
   

− − −   

， 

从而 ( ) 111
4

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

A
−

 
 − =
 −
 
− − 

，与定理 1 的结论吻合。 

3.4. 杨辉矩阵可逆的充分必要条件 

下面的结论给出杨辉矩阵可逆的充分必要条件，并且当可逆时，给出其逆矩阵的表达式。 
定理 2：设 ( )ij n n

A a
×

= 是 n 阶杨辉矩阵，则 A 可逆当且仅当 11 0a ≠ 。并且，若条件成立，则

( ) 11 1 11
nA J A

−− −= ⋅ ，其中 1
11 12 1

n
n n n nJ a I a J a J −= + + +

 。 

证明：由 11 12 1, , , n
n n nA A A 是 n 的一组基可知 1

1
1

n
i

i n
i

A a A
=

= ∑ 。由命题 1 知， 1 11 1i i
n n nA A J −= ⋅ 。故 

1 11 1 11 1
1 1 1

1 1 1

n n n
i i i

i n i n n n i n
i i i

A a A a A J A a J− −

= = =

= = ⋅ = ⋅∑ ∑ ∑ 。令 1
1

1

n
i

i n
i

J a J −

=

= ∑ ，则 11
nA A J= ⋅  。易知， 11 1nA = 且 11

nJ a= ，故

11
11
n

nA A J a= ⋅ = 。从而 A 可逆当且仅当 11 0a ≠ ，并且此时 1 1 1
11A J A− − −= ⋅ 。证毕。 

4. 对称杨辉矩阵的性质 

本节我们将证明对称杨辉矩阵可以分解为下三角杨辉矩阵与上三角杨辉矩阵的乘积，作为直接的推

论，我们可以得到文献中对称杨辉矩阵的行列式为 1 的结论。同时，利用上一节关于杨辉矩阵的逆矩阵

的结果，我们可以快速求出对称杨辉的逆矩阵。 
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4.1. 对称杨辉矩阵的分解 

注意到杨辉矩阵 11
nA 与下三角杨辉矩阵 nA 是一致的。我们有如下结果： 

定理 3：对称杨辉矩阵可以分解为下三角杨辉矩阵与上三角杨辉矩阵的乘积，即 T
n n nB A A= 。 

证明：令 ( )T
n n n ij n n

A A C c
×

= = ，则 nC 是对称矩阵，且对于任意的1 ,i j n≤ ≤ ， 

1

n

ij ik jk
k

c a a
=

= ⋅∑  

由于当 2k ≥ 时， 1 0ka = ，并且对于任意的1 i n≤ ≤ ， 1 1ia = 。所以，对于任意的1 i n≤ ≤ ， 

1 1 1 1 11
1

1
n

i i ik k i
k

c c a a a a
=

= = = =∑ 。 

另一方面，当 2 ,i j n≤ ≤ 时， 

( )

( )

1

1, 1, 1
2

1, 1, 1
2 2

1, 1, 1 1, 1, 1
1 2

1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1
2 2

1

1

n

ij ik jk
k

n

i k i k jk
k

n n

i k jk i k jk
k k

n n

i k jk i k j k j k
k k

n n

i j i k j k i k j k
k k

c a a

a a a

a a a a

a a a a a

c a a a a

=

− − −
=

− − −
= =

− − − − − −
= =

− − − − − − − −
= =

=

= + +

 = + + 
 

= + +

= + +

∑

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

                           (1) 

此处用到了 1, 1,
1

n

i j i k jk
k

c a a− −
=

= ∑ 。 

同理可得 

( )

, 1 1,
1

1, 1, 1 1,
2

1, 1, 1, 1 1,
2 2

1, 1, 1, 1 1,
1 2

1

1

n

i j ik j k
k

n

i k i k j k
k

n n

i k j k i k j k
k k

n n

i k j k i k j k
k k

c a a

a a a

a a a a

a a a a

− −
=

− − − −
=

− − − − −
= =

− − − − −
= =

=

= + +

 = + + 
 

= +

∑

∑

∑ ∑

∑ ∑

                            (2) 

由假设 2 i n≤ ≤ 可知， 1, 0i na − = ，因此 
1

1, 1, 1, 1, 1, 1 1, 1
1 1 2

n n n

i k j k i k j k i k j k
k k k

a a a a a a
−

− − − − − − − −
= = =

= =∑ ∑ ∑ 。 

将上式代入(1)和(2)可知，对于任意的 2 ,i j n≤ ≤ ， 1, , 1ij i j i jc c c− −= + ，从而 T
n n n nB C A A= = 。 

证毕。 
作为定理 3 的直接推论，我们可以得到文献[7]中的如下结果： 
推论 1：n 阶对称杨辉矩阵的行列式为 1，即 1nB = 。 
证明：由于 nA 是下三角矩阵，对角元为 1，故 1nA = 。由定理可知， T T 1n n n n nB A A A A= = ⋅ = 。证毕。 
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4.2. 对称杨辉矩阵的逆矩阵 

本节我们利用第 2 节关于下三角杨辉矩阵的逆矩阵的结果，给出对称杨辉矩阵的逆矩阵的显式公式，

大大简化了文献[12]中求逆矩阵的方法。 

定理 4：设 ( )n ij n n
A a

×
= ，则 ( )1

1
1

ni j
n ki kj

k n n

B a a+−

= ×

 = − 
 

∑ 。 

证明：由定理 3 知， 

( ) 11 T T 1
n n n n nB A A A A

−− − −= = 。 

根据定理 1，我们有 

( )( )1 1 i j
n ij

n n
A a+−

×
= − 。 

设 ( )1
n ij n n

B d−

×
= ，则 ( ) ( ) ( )

1 1
1 1 1

n ni k k j i j
ij ki kj ki kj

k k
d a a a a+ + +

= =

= − ⋅ − = −∑ ∑ 。证毕。 

定理 3 指出，下三角杨辉矩阵与上三角杨辉矩阵的乘积恰好等于对称杨辉矩阵。反之，上三角杨辉

矩阵与下三角杨辉矩阵的乘积与对称杨辉矩阵的逆矩阵密切相关，如下结论指出，两者只在某些位置相

差一些正负号。 

推论 2：设 ( )1
n ij n n

B d−

×
= ，则 ( )( )T 1 i j

n n ij
n n

A A d+

×
= − 。 

证明：由定理 4 的证明可知， ( )
1

1
ni j

ij ki kj
k

d a a+

=

= − ∑ ，从而 ( )
1

1
n i j

ki kj ij
k

a a d+

=

= −∑ ，即 ( )( )T 1 i j
n n ij

n n
A A d+

×
= − 。

证毕。 
结合定理 1 与定理 3，我们可以快速算出对称杨辉矩阵的逆矩阵。 
例 3：求 5 阶对称杨辉矩阵的逆。 
解：根据定理 4 的证明可知， 

( ) 11 T T 1
5 5 5 5 5B A A A A

−− − −= =  

注意到 nA 与 11
nA 一致。因此，利用定理 1 的结论可知， 

1
5

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 5 10 10 5 1
0 1 2 3 4 1 1 0 0 0 10 30 35 19 4
0 0 1 3 6 1 2 1 0 0 10 35 46 27 6
0 0 0 1 4 1 3 3 1 0 5 19 27 17 4
0 0 0 0 1 1 4 6 4 1 1 4 6 4 1

B−

− − − −     
     − − − − − −     
     = ⋅ =− − − −
     

− − − − − −     
     − − − −     

。 

5. 结论 

本文将文献中下三角杨辉矩阵的定义进行推广，定义了杨辉矩阵，并利用线性代数的方法，从矩阵

的元素、行向量以及逆矩阵各个不同层面研究杨辉矩阵的性质，揭示它与组合数之间的联系，得到以下

3 点结论： 
(1) 给出下三角杨辉矩阵的逆矩阵公式； 
(2) 将对称杨辉矩阵分解为下三角杨辉矩阵与上三角杨辉矩阵的乘积，进而得到对称杨辉矩阵行列

式为 1 的简单证明； 
(3) 结合上述(1)、(2)，给出对称杨辉矩阵的逆矩阵公式，快速求解对称杨辉矩阵的逆矩阵，并揭示
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其与上、下三角杨辉矩阵乘积之间的联系。 
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