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摘  要 

图的燃烧理论涉及无向图和有向图，燃烧数刻画了无向图的抗毁性。燃烧连通度将燃烧数和连通度结合，

刻画出有向图抗毁的能力，基于此，通过研究证明出 n阶定向完全图的燃烧连通度的界，并在燃烧数和

燃烧连通度的基础上，引入充分燃烧数的定义，用于衡量有向图充分燃烧的过程，以及刻画有向图燃烧

后产生的结果。并根据此定义，计算出星图、双星图以及完全二部图 2,nK 的充分燃烧数。 
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Abstract 
The burning theory of graphs involves undirected graphs and directed graphs. The burning number 
characterizes the invulnerability of undirected graphs. The burning connectivity combines the burn-
ing number and the connectivity, depicting the invulnerability of directed graphs. Based on this, 
research has proven the bounds of the burning connectivity of n-order directed complete graphs. 
Moreover, on the basis of the burning number and the burning connectivity, the definition of the 
sufficient burning number is introduced, which is used to measure the process of sufficient burning 
of directed graphs and to characterize the results generated after the directed graphs are burned. 
According to this definition, the sufficient burning numbers of star graphs, double-star graphs, and 
complete bipartite graphs nK2,  are calculated. 
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1. 引言 

图燃烧是图论当前热门的研究课题之一，涉及在图的顶点或边上进行特定的“燃烧”操作，通常用于

模拟传播现象，比如火灾、疾病或信息传播[1]-[3]等。燃烧数越小，表明传染或者扩散越快。2016 年，

Botano [4]等人通过对消防员[1]-[3]等问题的研究提出了图燃烧的模型，引入图的燃烧数的概念，描述信息

在网络上传播的速度。他们证明阶数为 n 的路和圈的燃烧数 ( ) ( )n nb P b C n = =   ，进而对阶数为 n 的连通

图G  ，提出燃烧数 ( )b G n ≤    的猜想。关于此猜想，很多学者利用一些特殊图对其进行了验证。文献

[5]-[8]分别研究并证明了蜘蛛图、毛毛虫图、广义毛毛虫图以及叶子足够多的树都满足燃烧数

( )b G n ≤    的猜想。2020 年，Janssen [9]引入有向图的图燃烧问题，并研究一些图相应的燃烧数的界以

及求解该边界的复杂度。2023 年，夏龙苗[10]等人在燃烧数的基础上，将连通度与燃烧数相结合，提出了

有向图的燃烧连通度的定义，并证明出定向图的燃烧连通度的界，进而分析定向图的燃烧连通度的算法与

复杂性，设计出一种一般定向图的燃烧连通度算法。薛睿滢[11]等人通过连通度对网络抗毁性的度量作用，

从图燃烧的角度将该参数推广，提出图的限制性燃烧连通度概念。通过分析限制性燃烧连通度与图结构的

关系，阐明该参数在刻画网络抗毁性方面的优势。充分燃烧数反映有向图“燃烧”的过程和状态，同时刻

画出有向图“燃烧”后产生的结果。 

2. 基础知识 

设 G  是一个简单无向图，图 G  的顶点集和边集分别记为 GV  和 GE  ，图的阶指图 G  的顶点数，

( ) ( )v G V G=  ；图 G  的边数记为 ( ) ( )G E Gε =  。顶点 v  的度定义为 ( )d v =  顶点 v  所关联的边的数目，

度数为 1 的顶点称为悬挂点，度数为 0 的顶点称为孤立点。设 D 是一个简单有向图，顶点 1v 的出度：

Dd + =  顶点 1v  的出弧的数目。顶点 2v  的入度： Dd − =  顶点 2v  的入弧的数目。有向图 D  的最大出度

( ) ( ) ( ){ }max |DD d v v V D+ +∆ = ∈  ，最大入度 ( ) ( ) ( ){ }max |DD d v v V D− −∆ = ∈  。对 D  中的弧 ( )1 2,a v v=  ，称

顶点 1v  为 2v  的内邻点，顶点 2v  为 1v  的外邻点，记 ( ) ( ){ }: ,DN v u u v A− = ∈  为 v  在 D  中的内邻集，

( ) ( ){ }: ,DN u v u v A+ = ∈  为 u  在 D  中的外邻集。完全图是指每一对不同顶点都相邻的无向简单图，记作

nK  。星图通常用 nS  表示，其中 n  是图的顶点数 ( )2n ≥  ，它由一个中心顶点和 1n −  个与中心顶点相连的

悬挂点组成，所有的边都连接中心顶点和悬挂顶点，悬挂顶点之间没有边相连。双星图是由两个星图通

过一条边连接它们的中心顶点形成的图，记作 ( ),DS m n  。完全二部图是指若图G  的顶点集V  可划分为

两个非空子集 X  和Y  ，且任意 X  中的顶点和任意Y  中的顶点都有唯一的一条边相连，若 X m=  、 Y n=  ，

则完全二部图记作 ,m nK  。在有向图 D  中，定义 ( ) ( ){ }:i DD v v D d v i− −= ∈ =


 、 ( ) ( ){ }:i DD v v D d v i+ += ∈ =


 。

其他未定义的概念参见文献[12] [13]。 

3. 定向完全图 ( )2nK n ≥ 的平均燃烧连通度 ( )a nKκ 的计算 

定义 1 [10]：设 ( ),D V A= 是有向图，燃烧图 D 按如下规则：第 1 步选择一个点作为火源，记为 1x ，
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且燃烧过程中不再增加新火源；若在第 t  步被燃烧的顶点集为 tX  ，则在第 1t +  步仅 ( )D tN X+  中的点全部

被燃烧。设经过 k  步燃烧之后的剩余子图为 kD  ，且 kD  的基础图为 kG  ，所有火源中，称使得 kG  不连通

或为∅  的最小 k  值为 D  的燃烧连通度，记为 ( )b Dκ  ，与之对应的火源记为最佳火源。若存在某个正数

k ， kG 连通且 ( )kDN X+ = ∅，则定义 ( )b Dκ = +∞；若 D 的基础图不连通，则定义 ( ) 0b Dκ = 。 
定义 2：设 ( ),G V E= 是一个无向图，将每条边确定一个方向得到的图记为 ( ),G V A=



，称为G 的定向

图。图G 的定向图的个数记为 k ，定向图的燃烧连通度记为 ( )b Gκ


。每种定向图的燃烧连通度之和记为 

( )b Gκ∑


 。称 ( )1
bk

Gκ×∑


 为图G  所有定向图的平均燃烧连通度，记为 ( )a Gκ


 。若G  的定向图中存在某

个G


使 ( )b Gκ = +∞


，则定义 ( )a Gκ = +∞


。若G 不连通，则定义 ( ) 0a Gκ =


。 

定理 1 [10]：圈图 nC 的定向图 ( )3nC n ≥


的最大出度 ( ) 1nC+∆ =


时，其燃烧连通度 ( )nb nCκ =


，在圈

图 nC 的定向图 ( )3nC n ≥


中，若存在 ( )0 2D v− ≥ ，则燃烧连通度 ( )nb Cκ = +∞


。 

结论 1：圈图 nC 的定向图 ( )2nC n ≥


至多具有

,
2

,
2

n n

n n




 
  

为偶数

为奇数

个入度为 0 的顶点。 

证明：根据圈图 nC  的结构性质， ( ) ( )
1 1

n n

i i
i i

d v d v n+ −

= =

= =∑ ∑  。当 n  为偶数时，假设在圈图 nC


 中，

0 1
2
nD− ≥ + ，由于 

0 1 2 1 2 0
1

( ) 0 | | 1 | | 2 | | 2 | | 2 | | 2( | |) 2( ( 1)) 2
2

n

i

nd v D D D D D n D n n n− − − − − − −

=

= × + × + × ≤ × + × = − ≤ − + = − <∑ ，矛盾。 

同理可证，当 n  为奇数时结论成立。                                                   □ 
结论 2：在圈图 ( )3nC n ≥



中， 0 2 0 2D D D D+ + − −= = = 。 
证明：首先显然 0 2D D+ −= ， 0 2D D− += 。下证 0 2D D+ += 。设 0D r+ = 、 1D s+ = 、 2D t+ = 。因 

( )
1

n

i
i

d v n+

=

=∑  ，顶点数为 n  ，故有
0 1 2

2
r s t n

s t r s t r t
r s t n
× + × + × =

⇒ + = + + ⇒ = + + =
 。故结论成立。     □ 

引理 1 [10]：对任意连通图G 的定向图G


，都有 ( ) 1b Gκ ≥


。 
定理 2：设 ( )2nK n ≥



为完全图 nK 的某个定向图，则 ( )1 3nb Kκ≤ ≤


。 

证明：由引理 1 可知， ( ) 1nb Kκ ≥


成立。假设 n 为奇数，由完全图的定义， nK


具有
( )1

2
n n −

条定向边，

故 ( ) ( ) ( )
1 1

1
2

n n

i i
i i

n n
d x d x+ −

= =

−
= =∑ ∑  ，平均每个顶点的出度为

( )1
12

2

n n
n

n

−
−

=  。则一定存在 ( ) 1
2

nd x+ −
≥  的

顶点 x ，选择其为火源，假设 ( )d x+ 为
1 1

2
nk k n− ≤ ≤ − 

 
，下一步将燃烧 k 个顶点，剩余的出度为 

( )1
2

n n
k

−
−  。任意两个顶点中，只能有一条定向边，故已经燃烧的 k  个顶点中，至多有

( )1
2

k k −
 个出度，

同理，剩下 1n k− − 个未被燃烧的顶点中，至多有
( )( )2 1

2
n k n k− − − −

个出度， 1n k− − 个未被燃烧的顶点

与火源中至多有 1n k− − 个出度，故由 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2 11 1 1
1 2 2 2

n n k k n k n k
k n k n k

n
 − − − − − − 

× − − − − − − ≥ − −  −    
且

1 1
2

n k n−
≤ ≤ − 。可得 
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( )( )2 1 0n k n n− − − ≤  。表明已经燃烧的 k  个顶点与未被燃烧的 1n k− −  个顶点中，平均出度大于或等于

剩下未被燃烧的顶点数 1n k− −  。又由 1k n k≥ − −  。所以在已经燃烧的 k  个顶点中，存在平均出度大于

或等于 1n k− −  的顶点 y  ，在下一步的燃烧中，将燃烧 ( )dN y+  ，此时 ( )dN y+  包含剩下未被燃烧的

1n k− − 个顶点。当 1k n= − 时， ( ) 2nb Kκ =


。当
1 1

2
n k n−

≤ < − 时， ( ) 3nb Kκ =


。故 ( ) 3nb Kκ ≤


。 

同理可得，当 n 为偶数时结论成立。                                                     □ 
定理 3： ( )2nK n ≥ 的所有定向图的平均燃烧连通度 ( )na Kκ



为 13 2 nn −− × 。 

证明：根据完全图的定义， n 阶完全图具有
( )1

2
n n −

条边，故其有
( )1

22
n n−

种定向图。因为定向图燃烧

连通度为 2 的情况具有图 1 所示的结构，且由定理 2 得 ( )2nK n ≥ 的所有定向图的燃烧连通度只能为 2 或

3。 
 

 
Figure 1. The structure of a complete graph of order n with a burning connectivity of 2 
图 1. 燃烧连通度为 2 的 n 阶完全图结构 

 

图 1 中的定向边(实线) 1 2 1 3 1, , , nv v v v v v 共有 1n − 条，非定向边(虚线)有 ( ) ( )1
1

2
n n

n
−

− − 条，出度为

1n −  的顶点可以为 1 2, , , nv v v  中的任意一个。所以燃烧连通度为 2 的情况共有
( ) ( )1

1
22

n n
n

n
−

− −
×  种，则燃烧

连通度为 3 的情况有
( ) ( ) ( )1 1

1
2 22 2

n n n n
n

n
− −

− −
− ×  种，故 ( )2nK n ≥  的所有定向图的平均燃烧连通度 ( )na Kκ



 为

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 12 2 2

1
2

1 2 2 3 2 2 3 2
2

n n n n n n
n n n

n n n n n
− − −

− − − − −
−

  
× × + × − × = − ×      

。通过此公式可得， ( )( )2na nKκ ≥


的任意

阶的平均燃烧连通度的精确值。                                                            □ 

4. 充分燃烧数的定义及几类图充分燃烧数的计算 

上节介绍了燃烧连通度的定义，如果在燃烧过程中基础图G 出现不连通的情况则停止燃烧，并计算

燃烧连通度。但事实上，“燃烧”过程非常迅速，从第 k  步到第 1k +  步经历的时间可能极其短，例如火

灾的蔓延、电脑病毒的传播、电路的破坏等，这些情况需要关注“燃烧”的过程，也需要对燃烧后的结
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果进行刻画。因此，我们定义一个新的参数：充分燃烧数，燃烧规则如下：基于燃烧连通度的规则，在

经历第 k 步燃烧后，可能会出现剩余子图 kD 的基础图 kG 不连通，但 ( )D tN X+ ≠ ∅，这表明燃烧不够充分，

在此种情况下，应继续接下来的燃烧，直至燃烧不能继续，即 kG =∅  或者 kG  不连通且 ( )D tN X+ = ∅  ，

因 kG 不连通且 ( )D tN X+ = ∅，停止燃烧的情况会产生一些孤立点，孤立点的个数反映燃烧的情况，孤立点

越少，表明燃烧越充分。称所有火源中使得孤立点剩余数量最少的最小 k  为 D  的充分燃烧数，记为

( )s Dκ  ，与之对应的火源记为最佳火源。最佳火源的选取通常不唯一，在选择火源时，应结合图的结构，

优先选取能“燃烧”更多顶点的火源。若存在某个正数 k  ， kG  连通且 ( )kDN X+ = ∅  ，则定义

( )s Dκ = +∞  ；若 D  的基础图不连通，则定义 ( ) 0s Dκ =  。若燃烧结束仅剩一个孤立点，此时 kG  连通且

( )kDN X+ = ∅，故此时 ( )s Dκ = +∞。此情况为研究证明时需考虑的特殊情况。 
定理 4：设 1, 1nS −



是星图 ( )1, 1 4nS n− ≥ 的定向图，设中心点为 x ，其余点为 1 2 1, , , ny y y − 。则 

( )
( )

( ) ( )
( )

1, 1

2, 0;

3, 0 1 3

, 3,
s n

d x

d x n d x n

d x

S

n

κ

+

+ +

+

−

 =
= < ≤ − ≠ −

+∞ = −



且  

证明：按照中心点 x 的出度分情况讨论。 
情形 1： ( ) 0d x+ =  。选取 x  以外的任意点为火源，有 ( )1, 1 2s nSκ − =



 。且燃烧结束剩余的孤立点个数

为 2n − 。 
情形 2： ( )0 1d x n+< ≤ − 且 ( ) 3d x n+ ≠ − 。选取 ( )N x− 中的任意一点为火源。下一次将燃烧 x ，接着

将燃烧 ( )N x+ 。故 ( )1, 1 3s nSκ − =


。燃烧结束剩余孤立点个数为 ( )2n d x+− − 。 
情形 3： ( ) 3d x n+ = − 。为燃烧更多的顶点，应选取 ( )N x− 两个顶点中任意一个为火源。下一次将燃

烧 x ，接着将燃烧 ( )N x+ 。此时图中只存在 ( )N x− 中除火源外的另外一个顶点，故连通，但 ( )3N X+ = ∅。

故有 ( )1, 1s nSκ − = +∞


 。                                                                     □ 
定理 5：设 ( ),DS m n



 是双星图 ( ),DS m n  的定向图，其中 3m n> >  。两个中心点分别为 1x  、 1y  且

( )1 1N x y+ = 。其余顶点分别为 2 3, , , mx x x 、 2 3, , , ny y y 。则 

( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

2,   0;

3,   0 2; 1;

1 0;
,

4,   1 0 2;1 2 0 1;

0 1;

,   2; 2 1,

s

d x m d y

d x m d y n d x m d x

d x m d y
DS m n

d x m d y n d x m d y n

d x m d y n

d x m d y n d x m d y n

κ

+ +

+ + + +

+ +

+ + + +

+ +

+ + + +

 = =


= < ≤ − = =


≤ < == 
≤ < < ≤ − ≤ < − < ≤ −

 = < ≤ −
+∞ = = − = − = −



且

且 且

且

且 且

且

且 且

 

证明：按照两个中心点 1x 、 1y 的出度分情况讨论。 
情形 1： ( )1d mx+ =  且 ( )1 0d y+ =  。 1x  为最佳火源，接下来将燃烧 1y  与 2 3, , , mx x x  。此时燃烧不能

继续，故 ( )( ), 2s DS m nκ =


。且燃烧结束剩余的孤立点个数为 1n − 。 
情形 2： ( )1d mx+ = 且 ( )10 1d y n+< ≤ − 。 
情形 2.1： ( )1d mx+ = 且 ( )10 2d y n+< < − ； ( )1d mx+ = 且 ( )1 1d y n+ = − 。此时 1x 为最佳火源，下一

次将燃烧 1y 与 2 3, , , mx x x ，接着将燃烧 ( )1N y+ ，故 ( )( ), 3s DS m nκ =


。且燃烧结束剩余的孤立点个数为

( )11n d y+− − 。 
情形 2.2： ( )1d mx+ = 且 ( )1 2d y n+ = − 。 1x 为最佳火源，下一次将燃烧 1 2 3, , , , my x x x ，接着将燃烧

( )1N y+ 。此时燃烧不能继续，图中仅剩一个孤立点，故连通，且 ( )3N X+ = ∅。所以 ( )( ),s DS m nκ = +∞


。 
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情形 3： ( )11 md x+≤ < 且 ( )1 0d y+ = 。此时 ( )1N x− 中任意一点为最佳火源，接下来将燃烧 1x ，接着

将燃烧 1y  与 ( )1N x+  ，此时燃烧不能继续，故 ( )( ), 3s DS m nκ =


 。且燃烧结束剩余的孤立点个数为

( )1 2m n d x++ − − 。 
情形 4： ( )11 md x+≤ < 且 ( )10 1d y n+< ≤ − 。 
情形 4.1： ( )1 2d mx+ = − 且 ( )1 1d y n+ = − 。为燃烧更多的顶点，应选取 ( )1N x− 两个顶点中任意一个

为火源。下一次将燃烧 1x  ，继续将燃烧 ( )1N x+  ，其中包括 1y  ，接着将燃烧 ( )1N y+  。此时图中只存在

( )N x− 中除火源外的另外一个顶点，故连通，且 ( )4N X+ = ∅。所以 ( )( ),s DS m nκ = +∞


。 
情形 4.2： ( )11 md x+≤ < 且 ( )10 2d y n+< ≤ − ； ( )11 2d x m+≤ < − 且 ( )10 1d y n+< ≤ − ； ( )1 1d mx+ = −

且 ( )10 1d y n+< ≤ −  。此时 ( )1N x−  中任意一点为最佳火源，接下来将燃烧 1x  ，继续将燃烧 1y  与 ( )1N x+  ，

接着将燃烧 ( )1N y+ ，此时燃烧不能继续，故 ( )( ), 4s DS m nκ =


。且燃烧结束剩余的孤立点个数为 

( ) ( )1 1 2m n d x d y+ ++ − − −  。                                                               □ 
定理 6：设 2,1K



是完全二部图 2,1K 的定向图，其分部为 X 、Y ，且 2X = 、 1Y = ，设 { }1 2,X x x= 、

{ }1Y y= 。则 

( )
( )
( )
( )

1

1

1

1

2,

2,      2;

3,      1;

,   0,
s

y

K y

y

κ

+

+

+

 ∆ =
= ∆ =

+∞ ∆ =



 

证明：按照 2,1K 中的 ( )1y+∆ 分情形讨论。 
情形 1： ( )1 2y+∆ = 。此时 1y 为最佳火源，有 ( )2,1 2s Kκ =



。 
情形 2： ( )1 1y+∆ = 。此时 2,1K 的定向图为长度为 3 的有向路，选择该路的起点为火源。则 ( )2,1 3s Kκ =



。 
情形 3： ( )1 0y+∆ = 。此时 ( )1 2y−∆ = 。为燃烧更多的顶点，应选取 X 中任意一点为火源，下一步将

燃烧 1y ，此时图中仅剩一个孤立点，故连通，且 ( )2N X+ = ∅，故 ( )2,1s Kκ = +∞


。                 □ 
定理 7：设 ( )2, 2nK n ≥



是完全二部图 2,nK 的定向图，其分部为 X 、Y ，且 2X = 、 Y n= ，设 

{ }1 2,X x x= 、 { }1 2, , , nY y y y=  。定义集合 ( ){ }| 2 , 1, 2, ,i iA y y i n+= ∆ = =  、 

( ){ }| 1 , 1, 2, ,i iB y y i n+= ∆ = =  、 ( ){ }| 0 , 1, 2, ,i iC y y i n+= ∆ = =  ，则 

( )
( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 22,

3, 1; 3; 1;2 , ;

4,       2 0;

,   3, ,
s n

A A B B n d x n d x n

B n d x d x

A C

K

n

κ

+ +

+ +

 = ≥ = ≤ ≤ = =
= ≤ ≤
+∞ = =



     且 或

且 和 不为  

证明：按照 2,nK 中的 ( )iy+∆ 以及其个数分情形讨论。 
情形 1： A ≠ ∅。 
情形 1.1： 3A ≥ 。此时选取 A 中任意一点为火源，下一次将燃烧 1x 、 2x 。接着将燃烧Y A 中所有顶

点，所以 ( )2, 3s nKκ =


，且未被充分燃烧的顶点数为 1A − 。 
情形 1.2： 2A = 。此时应选取 A 中任意一点为火源，燃烧原理同情形 1.1，但 ( )3N X+ = ∅。所以

( )2,s nKκ = +∞


。 
情形 1.3： 1A = 。此时选取唯一出度为 2 的顶点作为火源，假设为 1y ，则 ( ) { }1 1 2,dN xy x+ = 。由于

1A = ，有 ( ) ( ) { }1 2 2 3 ,, ,d d nN N yx x y y+ +∪ =  。故 ( )2, 3s nKκ =


。 
情形 2： B ≠ ∅。 
情形 2.1： B n= 。 
情形 2.1.1： ( )1d x+ 或 ( )2d nx+ = 。此时选取出度为 n 的顶点作为火源，假设为 1x ，下一步将燃烧Y
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中所有顶点。由于 ( ) ( )1, 1, 2, ,D iN x iy n+ = =  ，故下一步将燃烧 2x 。所以 ( )2, 3s nKκ =


。 
情形 2.1.2： ( )1d x+ 和 ( )2d nx+ ≠ 。假设 ( ) ( )1 2n d x xk d+ +> = ≥ 。此时选取 1x 为火源，下一步将燃烧

Y  中 k  个顶点，假设为{ }1 2 , ,, ky y y  ，由 B n=  ，有 ( ) ( )2 , 1, 2, ,D iN v x i k+ = =   ，所以下一步将燃烧 2x  。

剩余的 n k−  个顶点{ }1 2 , ,,k k ny y y+ +   中，有 ( ) ( )2 1, 2, ,,D iN y i kx k n+ = = + +   ，则下一步 2x  将燃烧剩余的

所有顶点。故 ( )2, 4s nKκ =


。 
情形2.2： 2 nB≤ < 。 
情形2.2.1： ( )1d x+ 或 ( )2d nx+ = 。此时燃烧规则同情形2.1.1。故 ( )2, 3s nKκ =



。 
情形2.2.2： ( )1d x+ 和 ( )2d nx+ ≠ 。假设 ( ) ( )1 2n d x xk d+ +> = ≥ ， , 2r rB n= ≤ < 。因为 

( ) ( )( )
1

2
n

i i
i

d y d y n+ −

=

+ =∑ ， ( ) ( ) ( )1 2
1

n

i
i

d x d x d y+ + −

=

+ = ∑ ，故 ( ) ( )1 2 2x xd d n r+ ++ = − 。 

( ) ( )2 12 2d n r dx n r kx+ += − − = − −  。又因为 ( ) ( )1 2d kx xd+ += ≥  ，故 2k n r k≥ − −  ，即
2
rk n≥ −  。此时选

择 ( )1d x+  为火源，则下一步将燃烧 Y  中的 k  个顶点， k  至少为
2
rn  −   

 ，假设燃烧的顶点集为

{ }1 2 , ,, ky y y ，Y 中剩余 n k− 个顶点未被燃烧，由假设 , 2r rB n= ≤ < 可得，Y B n r= − ，由于 

( )
,

2
2

,
2

r r
rn n r

r r

 
  − − − = 



为奇数

为偶数

 ，且 2 r n≤ <  ，故 1
2
r  ≥  

 与 1
2
r
≥  ，即在燃烧的至少

2
rn  −   

 个顶点中，至

少存在1个最大出度为1的顶点被燃烧，那么这些顶点在下一步一定会燃烧 2x ，接下一步 2x 将燃烧 

{ }1 2 , ,,k k ny y y+ +  。故 ( )2, 4s nKκ =


。 

情形 2.3： 1B =  。此时 ( )1d nx+ =  或 ( )2d nx+ =  。选取该顶点为火源，燃烧规则同情形 2.1.1，故

( )2, 3s nKκ =


。 
情形 3： C n= 。选择 X 中任意一点为火源，接下来将燃烧Y 中所有顶点。此时图中只剩下 X 中除

火源外的一个顶点，故连通，且 ( )2N X+ = ∅。所以 ( )2,s nKκ = +∞


。                              □ 

5. 结论 

本文根据燃烧连通度的定义，给出 ( )2n n ≥  阶定向完全图的燃烧连通度的界，并推导出所有定向图

的平均燃烧连通度 ( )na Kκ


的计算公式。定义一个新的参数——充分燃烧数，用于衡量燃烧状态及刻画燃

烧结果，通过新的燃烧规则对图的燃烧理论进行不同维度的研究。总的来看，图的燃烧理论具有多种不

同的研究方法，以上两种方法在不同的方向上研究了图的燃烧理论。在接下来的研究中，可以考虑计算

n  部图、完全 n  部图的充分燃烧数，探索多个部集之间的“燃烧关系”，进一步拓展燃烧理论研究框架。 
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