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摘  要 

图的各种幻型标号的存在性是近年来图论中的一个研究热点。在该领域的研究中用到了图论、群论、数论、

线性代数等数学工具。设 ( )G V E,= 是一个有限简单图，A是一个有限交换群。G 的一个 A -超幻标号是一

个双射 E A:ϕ → ，满足存在 c A∈ ，使得对所有的 x V∈ ，有 ( )( )∑e E x e cϕ
∈

= ，其中 ( )E x 代表所有与顶

点 x 关联的边的集合。对任意 n 3≥ ，记 nC 是 n 个顶点的圈。我们利用有限交换群元素的排列得到了

m nC C 上 A -超幻标号存在性的新的充分条件。 
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Abstract 
The existence of various magic-type labeling of graphs is a research hotspot in recent years. Many 
mathematical tools, such as graph theory, group theory, number theory, and linear algebra, are used 
in the research of this area. Let ( )G V E,=  be a finite simple graph and let A  be a finite abelian 
group. An A -supermagic labeling of G  is a bijection E A:ϕ →  which satisfies that there exists 
c A∈ , such that ( )( )∑e E x e cϕ

∈
=  for any x V∈ , where ( )E x  is the set of edges which adjacent to 
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x . For any n 3≥ , let nC  denote the cycle with n  vertices. We use some results on the arrange-
ment of elements of finite abelian groups to obtain new sufficient conditions such that the Cartesian 
product of cycles m nC C  admits A -supermagic labeling. 
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1. 引言 

设 ( ) ( )( ),G V G E G= 是一个有限简单图，对任意 ( )x V G∈ ，我们用 ( )N x 表示与 x 相连的顶点集合，

用 ( )E x 表示以 x 为一个顶点的边的集合。对任意正整数 2, 3n m≥ ≥ ，我们用 ,n mK C 分别代表 n 个顶点的

完全图和m 个顶点的圈，设有两个图 1 2,G G 。它们的卡氏积记为 1 1G G G=  ，其中 ( ) ( ) ( )1 2V G V G V G= × ，

对任意 ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2,, ,z x y z x y V G= = ∈ ， ( )1 2z z E G∈ 当且仅当 ( )1 2 1 2 2,x x y y E G= ∈ 或者 

( )1 2 1 1 2,x x E G y y∈ = 。图上的一个标号通常指定义域为 ( )V G 或者 ( )E G 或 ( ) ( )V G E G∪ 的一个映射。研

究图上具有各种特殊性质标号的存在性是图论中的一个热门研究方向。本文研究的是其中一类被称为幻

型标号的标号。 
如果存在一个双射 ( ) { }: 1, 2, ,E G nϕ →   满足条件：存在一个整数 c  ，使得对任意的 ( )x V G∈  ，有

( )( )e E x e cϕ
∈

=∑ ，那么称G 是一个超幻图，并称ϕ 是G 的一个超幻标号，而常数 c称为超幻标号ϕ 的幻常

数。反之，如果对任意不同的两个顶点 ( ),x y V G∈ 均有 ( )( ) ( )( )e E x e E ye eϕ ϕ
∈ ∈

≠∑ ∑ ，那么称ϕ 是一个反幻

标号。如果一个图G 有超幻标号(反幻标号)，那么称该图是一个超幻图(反幻图)。Hartsfield 和 Ringel 在
文献[1]中提出了如下著名猜想。 

猜想 1.1 任一个不等于 2K 的有限简单连通图都是反幻图。 
很多学者都研究过上述的猜想。一些简单的图例，如圈、路、完全图(除了 2K )等，被证明都是反幻

图。Cranton 在[2]中证明了任一个正则的二部图都是反幻图。文献[3] [4]则证明了一些图的卡氏积是反幻

图。文献[5]证明了如果G 是一个树并且其中的 2 度点最多只有一个，那么G 是反幻图。但至今仍不知道

猜想 1.1 是否对任意的树都成立。Alon 等人[6]证明了如果一个图的边比较多，那么该图是反幻图。 
超幻图的概念则是 Stewaut 于 1966 年提出的，见[7]。并且 Stewart [8]完全刻画了哪些完全图是超幻

图。Ivanco 在[9] [10]证明了如下结论。 
定理 1.2 设 , 3m n ≥ 是两个整数 
(1) 如果 7, 5m n≥ ≥ 且都是奇数，那么 m nK K 是超幻图； 
(2) 如果m n= 或者 ,m n 都是偶数，那么 m nC C 是超幻图。 
并且 Ivanco 还猜想对任意整数 , 3m n ≥ ， m nC C 都是超幻图。本文考察超幻标号的一种自然推广，

称为群超幻标号，严格定义如下。 
定义 1.3 设 ( ) ( )( ),G V G E G= 是一个有限简单图，A 是一个有限交换群，G 的一个 A -超幻标号是一

个双射 ( ): E G Aϕ → ，满足存在 c A∈ ，使得对所有的 x V∈ ，有 ( )( )e E x e cϕ
∈

=∑ 。 
由定义马上可以得到，如果G 是超幻图，那么G 是 nZ -超幻图，其中 ( )n E G= 。文献[11]中证明了
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如果 ,m n 的奇偶性相同，那么对任意阶等于 2mn的有限交换群 A ， m nC C 都是 A -超幻图。我们利用有

限交换群上的排列给出了新的条件使得 m nC C 都是 A -超幻图。 

2. 主要结论及其证明 

我们需要如下的引理。 

引理 2.1 ([12])设 A 是一个有限交换群， B 是 A 的一个子群且 2
A

k
B

= ，那么存在 

, , , 1, 2, ,i ic x y A i k∈ =  满足 i ix y c+ = 且 ( )( ) ( )( )1 1

k k
i ii i

A x B y B
= =

= + ∪ +
 

。 

引理 2.2 ([12])设 A 是一个有限交换群， H 是 A 的一个子群，设 N 是一个正整数满足 ,H N N A 。

那么存在 A 的 N 阶子群 B 满足 H B⊂ 。 
引理 2.3 ([13])假设 B 是交换群 A 的一个 l 阶子群，并且 c B∉ 。 

(1) 如果存在 k  阶元素 h B∈  使得
B

r
k

=  是一个奇数，那么 ( )c B B+ ∪  中元素可以排列为 1 2 2, , , lx x x

满足 { }2 :1iB x i l= ≤ ≤ 且对任意 i ， 1 1 2i i i r i rx x x x c h+ + + ++ + + = + ； 

(2) 如果 2 | l ，那么 ( )c B B+ ∪ 中元素可以排列为 1 2 2, , , lx x x 满足 { }2 :1iB x i l= ≤ ≤ 且 

1 1 2i i i l i lx x x x c+ + + ++ + + = 。 
以上 ix 的下标均模 2l 计算。 
当 ,m n 都是偶数的时候，文献[11]证明了对任意阶为 2mn的交换群 A ， m nC C 都是 A -超幻图，但是

文献中关于这一结论的证明很长。我们这里将 m nC C 的超幻标号与群元素的排列建立起联系，给出了这

一结论更简洁的证明，并进一步得到新的充分条件使得 m nC C 都是 A -超幻图。首先我们定义图 m nC C
中的对角线和对角圈。 

为方便起见我们将 nC  的顶点集合记为{ }0,1, , 1n −  ，其中 ( )nij E C∈  当且仅当 ( )1 modi j n− ≡ ±  。这

样 m nC C 中的顶点集可以记为 ( ){ }, : 0 1,0 1V i j i m j n= ≤ ≤ − ≤ ≤ − 。并且两个顶点 ( ) ( ), ,i j i j′ ′= 当且仅当

( )modi i m′≡  且 ( )modj j n′≡  。我们用 h
ije  表示边 ( )( ), 1,i j i j+  ，并称这样的边为水平边，用 v

ije  表示边

( )( ), , 1i j i j + ，并称这样的边为竖直边。令 { }: 0 1,0 1h h
ijE e i m j n= ≤ ≤ − ≤ ≤ − 和 

{ }, : 0 1,0 1v v
i jE e i m j n= ≤ ≤ − ≤ ≤ −  分别是水平边和竖直边构成的集合。那么 m nC C  的边集 h vE E E= ∪  。

令 ,l d 分別是 ,m n 的最小公倍数和最大公因子，由初等数论知识知道，对任意正整数 ,r s 存在 

{ }0,1, , 1i d∈ − ， { }0,1, , 1j l∈ − 使得
( )

( )
mod

mod

j r m

i j s n

≡

+ ≡

。 

所以我们可以将顶点集合分为 ( ) 1

0

d
m n ii

V C C D−

=
=


 ，其中 ( ){ }, : 0 2 1iD j j i j l= + ≤ ≤ − 。 
引理 2.4 对任意正整数 , 3m n ≥  和阶为 2mn  的交換群 A  ， m nC C  是 A  -超幻图当且仅当 A  中的元素

恰好可以排成一个 2d l× 的排列 ( )1 ,1 2ij i d j l
x

≤ ≤ ≤ ≤
满足存在常数 c A∈ 使得对任意偶数 j 以下成立： 

(1) 对 1, 2, , 1i d= − 有 , 1 1, 1 1,ij i j i j i jx x x x c+ + − ++ + + = ； 
(2) , , 1 1, 2 1 1, 2d j d j j t j tx x x x c+ + − ++ + + = 。 

其中 ijx 的第二个下标模 2l 计算，且
( )
( )

0 mod

mod

t m

t d n

≡

≡

。 

证明：注意到对任意 0,1, , 1i d= − ，我们从 ( )0, i 开始，依次交替让第一个、第二个坐标加 1 得到

( )m nV C C 中的 2l 个顶点。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, , 1, , 1, 1 , 2, 1 , , , 1i i i i l i l+ + + −  
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显然这 2l 个顶点以及它们之间的边构成了一个长度为 2l 的圈，将该圈记为 iL ，它的点集是 1i iD D −∪ 。从

( ) ( )0, ; 1,i i 开始这 2l 条边依次为： 

0 1, 1, 1 2, 1 1, 1 1, 1, , , , , , ,0 1h v h v h v
i i i i l i l l ie e e e e e i d+ + − + − − + ≤ ≤ −  

所以如果我们有满足引理中 2d l× 的排列{ }ijx ，定义边标号 : E Aσ → 使得σ 在上面的圈 iL 上的标号

依次就是 1, ,0 1 2i jx i d j l+ ≤ ≤ − ≤ ≤ 。 
特别地，当 0,1, , 2i d= −  的时候，在 iD  上的点 ( ),j j i+  的权重就是 1,2 1,2 1 2,2 1 2,2i j i j i j i jx x x x+ + + + − ++ + +  ，

而当 1i d= − 时， ( ), 1j j d+ − 的权重就等于 ,2 ,2 1 1,2 2 1 1,2 2d j d j t j t jx x x x+ + − ++ + + 。 
这就证明了引理。 
定理 2.5 设 ,m n 都是不小于 4 的偶数，那么对任意阶为 2mn的交换群 A ， m nC C 都是 A -超幻图。 

证明：我们取 A 的一个阶等于 d 的子群 B 。由于 2
A

l
B

= 是一个偶数，由引理 2.1 存在 

, , , 1, 2, ,i ix y c A i l∈ =  ，使得 i ix y c+ = 且 ( )( ) ( )( )1 1

l l
i ii i

A x B y B
= =

= + ∪ +
 

。设 { }1 2, , , dB b b b=  ，为方便

起见我们让 ,i ix y  的下标模 l  计算，而 jb  的下标模 d  计算。我们构造如下 A  的元素的 2d l×  排列

( )1 ,1 2ij i d j l
z

≤ ≤ ≤ ≤
：对 1,2, ,i d=  ，对 i 的奇偶性分别定义 ijz ，构造如下： 

如果 2 i ，

1
2

2

, 2
:

, 2 |

i i

ij
j i

x b j
z

y b j

+ +
=  −




； 

如果 2 | i ，
1

2

1
2

, 2
:

, 2 |

i i

ij
j i

x b j
z

y b j

+

+

+
=  −




。 

由假设 ,i ix y 的下标模 l 计算，可知道 ijz 定义是良好的并且第二个下标可以看成模 2l 计算，又由于 B
是一个子群，所以 B B= − 。这样该 2d l× 排列的第 i 行的元素全体等于{ } { }:1 :1j i j ix b j l y b j l+ ≤ ≤ ∪ − ≤ ≤ 。

所以 A  中元素均在该 2d l×  排列中出现一次。我们还需要验证引理 2.4 中的条件(1)和(2)也成立。对

1,2, ,i d=  和任意偶数 j ，由标号的构造有如下三种情况： 
1)： 2 ,1 1i i d≤ ≤ − ， 

, , 1 1, 1 1, 1 11 1
2 2 2 2

1 1
2 2 2 2

2 .

i j i j i j i j j i j i j i j i

j j j j

z z z z y b x b x b y b

x y x y

c c
c

+ + − + + +
+ +

+ +

       
+ + + = − + + + + + −              

       
   

= + + +      
   

= +
=

 

2)： 2 | ,1 2i i d≤ ≤ − ， 

, , 1 1, 1 1, 1 11 1
2 2 2 2

1 1
2 2 2 2

2 .

i j i j i j i j j i j i j i j i

j j j j

z z z z y b x b x b y b

x y x y

c c
c

+ + − + + +
+ +

+ +

       
+ + + = − + + + + + −              

       
   

= + + +      
   

= +
=
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3)： i d= ，对任意整数 t 有 

, , 1 1, 2 1 1, 2 1 11 1
2 2 2 2

1 1
2 2 2 2

2 .

d j d j j t j t j d j d j jt t

j j j jt t

z z z z y b x b x b y b

x y x y

c c
c

+ + − +
+ + + +

+ + + +

       
+ + + = − + + + + + −              

       

   
= + + +      
   

= +

=

 

由引理 2.4 我们知道 m nC C 是 A -超幻图。 
对任意有限群 A ，我们用 ( )exp A 表示 A 的指数，即最小的正整数 N 使得对任意 a A∈ 有 0Na = 。 

定理 2.6 设 , 3m n ≥ 是两个整数， A 是一个阶为 2mn的有限交換群。如果 ( )| expl A
d

， m nC C 是 A -

超幻图。 
证明：如果 ,m n 同奇偶，由之前的结论知道 m nC C 是 A -超幻图，下设 2 | , 2m n 。由假设可以取 A

的一个阶为
l
d
的元素 h ，并令 H 是由 h 生成的循环子群。由引理 2.2 存在 A 的 l 阶子群 B ，满足 H B⊂ 。

由于 2
A

d
B

= ，由引理 2.1 存在 , , , 1, 2, ,i ic x y A i d∈ =  满足 i ix y c+ = 且 

( )( ) ( )( )1 1

d d
i ii i

A x B y B
= =

= + ∪ +
 

。 

我们先证明如下断言。 
断言：假设有一个 ( )B c B∪ + 元素的 2d l× 的排列 ( )1 ,1 2ij i d j l

z
≤ ≤ ≤ ≤

満足如下条件： 

(i) 对任意 { }1, 2, ,i d∈  ， ( ) { }:1 2ijB c B z j l∪ + = ≤ ≤ ； 
(ii) 对任意 { }1, 2, ,i d∈  ， 1 2 ,2, , ,i i i lz z z 中 B 和 c B+ 中的元素交替出现； 
(iii) 存在 a A∈ 使得对 1,2, , 1i d= − 和任意 j 有 , 1 1, 1 1,ij i j i j i jz z z z a+ + − ++ + + = 和 

, , 1 1, 2 1 1, 2d j d j j t j tz z z z a+ + − ++ + + = ，其中 ijz 的第二个下标模 2l 计算，且
( )
( )

0 mod

mod

t m

t d n

≡

≡

，那么 m nC C 是 A -超

幻图。 
断言的证明：我们构造另一个 2d l× 的排列 ( )1 ,1 2ij i d j l

u
≤ ≤ ≤ ≤

，定义如下：对任意给定的 1,2, ,i d=  ，令

( )
,

:
,

ij i ij
ij

ij i ij

z x z B
u

z x z c B

+ ∈= 
− ∈ +

，由条件(i)以及 i ix y c+ = 知道 

{ } ( ) ( ) ( ) ( ):1 2ij i i i iu j l x B x c B x B y B≤ ≤ = + ∪ − + + = + ∪ + 。所以 

{ } ( )( ) ( )( )1 1
:1 ,1 2 d d

ij i ii i
u i d j l x B y B A

= =
≤ ≤ ≤ ≤ = + ∪ + =

 

 ，这样 A  中任一元素恰好在排列 ( )1 ,1 2ij i d j l
u

≤ ≤ ≤ ≤

中出现一次，由条件(ii)以及构造知道 , 1 , 1 , 1ij i j ij i j i i ij i ju u z z x x z z+ + ++ = + + − = + ，即排列 ( )1 ,1 2ij i d j l
u

≤ ≤ ≤ ≤
相邻两

项之和等于原排列 ( )1 ,1 2ij i d j l
z

≤ ≤ ≤ ≤
 相应位置的相邻两项之和。结合条件(iii)知道排列 ( )1 ,1 2ij i d j l

u
≤ ≤ ≤ ≤

 满足引理

2.4 中的条件，所以 m nC C 是 A -超幻图，断言证毕。 

由于 h B∈ ，由引理 2.3 我们可以将 ( )B c B∪ + 中的 2l 个元素交替排列为 ( )2

1

l
i i

z
=
满足对任意 i  (模 2l

计算) 

 1 1 2i i i d i dz z z z c h+ + + ++ + + = +  (1) 
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现在我们定义一个 2d l× 排列 ( )ijx 如下，对1 i d≤ ≤ ，令 ( )1:ij i d jx z + += 。注意 jz 的下标，以及 ijx 的第二

个下标都是模 2l 计算。 
下面我们还需要验证排列 ( )ijx  满足引理 2.4 中的条件(1)和(2)。首先设1 1i d≤ ≤ −  ，1 2j l≤ ≤  。令

( )1 1i i d j= + + 。那么由式(1)有 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 1 1 1

, 1 1, 1 1, 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

2 .

ij i j i j i j i d j i d j i d j i d j

i i i d i d

x x x x z z z z

z z z z

c h

+ + − + + + + + + + + + − + + +

+ + + +

+ + + = + + +

= + + +

= +

 

其次取 t  满足
( )
( )

0 mod

mod

t m

t d n

≡

≡

 ，令 2
22 , ti d j t k d
d

= + + = −  。注意 d  是奇数，所以 k  也是奇数．由式(1)

我们有 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

, , 1 1, 2 1 1, 2 2 2 11 1 1

1 1

1

1 1 1 1
0
1

0

1

1 2

2 .

d j d j j t j t d j t d j td d j d d j

i i i kd i kd

k
r

i rd i rd i r d i r d
r
k

r

r

x x x x z z z z

z z z z

z z z z

c h

c h

+ + − + + + + + ++ + + + +

+ + + +

−

+ + + + + + + +
=

−

=

+ + + = + + +

= + + +

= − + + +

= − +

= +

∑

∑

 

由引理 2.4 知道 m nC C 是 A -超幻图。 

3. 小结和展望 

本文将两个圈的卡氏积 m nC C  上的群超幻标号的存在性问题转化成了一个交换群上特殊排列存在

性问题，进而利用一些特殊子群的陪集分解得到了 m nC C  上存在群超幻标号的新的充分条件。由于

m nC C 是一类特殊的 4 度凯莱图，所以本文方法有可能运用到 4 度凯莱图上的群超幻标号上，或者更一

般的凯莱图上，这也是我们进一步希望研究的问题。 
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