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摘  要 

在有限群表示论中，有限群的块图具有重要意义。为此，本文证明了块图为线条的有限群可解。 
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Abstract 
In the representation theory of finite groups, block graphs of finite groups are of significance. As a 
result, this paper proves that finite groups whose block graphs are a line are solvable. 
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1. 引言 

有限群复不可约特征在不同素数下的块分布问题近年来得到广泛研究。该领域首先由 Navarro 与

Willems 开创，他们提出了一个基础性问题：何时一个 p-块能成为 q-块？(参见[1])。数年后，Bessenrodt、
Malle 和 Olsson [2]提出了特征标块分离的概念。接着，Navarro、Turull 与 Wolf [3]研究了可解群中的块

分离现象，而 Bessenrodt 和 Zhang 在[4] [5]中进一步探讨了有限群特征的块分离与包含关系。2021 年，

Brough，Liu 与 Paolini Paonini 在[6]中创新性地提出了有限群的块图概念： 
定义 1.1 记 ( )0 pB G 为群G 的主 p -块。有限群G 的块图 ( )GΓ 是指满足以下条件的图： 
1) 顶点集：群阶 G 的所有素因子作为顶点； 
2) 连边条件：两个不同的素数顶点 p 和 q 之间有边相连当且仅当 

( )( ) ( )( ) { }0 0Irr Irr 1Gp qB G B G ≠  

即它们对应的主 p -块和主 q -块的不可约特征集合只有非平凡公共特征标。 
根据定义，可得到以下结论： 
(1) 块图 ( )GΓ 仅含孤立顶点当且仅当G 为幂零群([4]，定理 4.1)。特别地，不存在绝对常数 k 使得

( )( )n G kΓ ≤ ，其中 ( )( )n GΓ 表示块图 ( )GΓ 的连通分支个数。 
(2) 块图 ( )GΓ 的直径 ( )( )diam GΓ 无绝对上界，其中 ( )( )diam GΓ 的定义为： 

( )( ) ( ) ( ){ }diam max , | , , , ,G GG d p q p q d p q p qΓ = 属于同一连通分支 为 间最短路径长度 。例如，令 

1 2 3G G G G= × × ×，其中 1 2 5G = × 、 2 5 11G = × 、 3 11 23G = × ，……，由此可见，块图 ( )GΓ 的直径

( )( )diam GΓ 无界。 
(3) 存在无限多个群，其块图同构于给定图。例如，存在无限多个群的块图形如 •或 • ( ) •。 
(4) 块图 ( )GΓ 的连通分支数 ( )( ) 2n GΓ = 当且仅当群G 可以分解为两个互素阶子群的直积(参见文

献[3]，Proposition 2.1)。一般而言， ( )( )n G kΓ = 当且仅当G 可以分解为 k 个子群 1, , kG G 的直积，且对

于任意 1, ,i k=  ，满足 

1, 1

k

j
i

i

G
G

G
=

 
 
  =
 
 
 

∑
 

本文的主要目的是从块图角度出发，给出有限群可解性的一个判别条件： 
定理 1.2 设G 为有限群。若G 的块图 ( )GΓ 为一线条，则G 可解。 

2. 预备知识 

本文所讨论的群均为有限群，所用符号标记主要参照文献[7]-[9]。对任意有限群G ， ( )Irr G 表示G 的

复不可约特征标集合， ( )Gπ 表示群阶 G 的素因子集合， ( )( )0Irr pB G 表示G 的主 p -块 ( )0 pB G 中包含的复

不可约特征标集合。我们首先给出以下直接结论： 
引理 2.1 设 N G 。 
若 ( ),p q Nπ∈ 在 ( )GΓ 中邻接，则它们在 ( )NΓ 中也邻接； 
若 ( ),p q G Nπ∈ 在 ( )G NΓ 中邻接，则它们在 ( )GΓ 中也邻接。特别地，若 p 和 q 在 ( )G NΓ 的同一

连通分支中，则满足 ( ) ( ), ,G G Nd p q d p q≤ < ∞ 。 
证明：略。                                                                   □ 
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推论 2.2 设G H K≅ × 。若素数 p和 q 在块图 ( )HΓ 中邻接，则它们在块图 ( )GΓ 中亦邻接。 
命题 2.3 对任意有限非阿贝尔单群 S ，其块图 ( )SΓ 是连通的，且直径满足 ( )( )diam 2SΓ ≤ 。 
证明：该结论由文献[4]中命题 3.2、3.5 及 3.8 直接推得。                                   □ 
推论 2.4 设群G 是若干非阿贝尔单群的直积，则其块图 ( )GΓ 连通且直径 ( )( )diam 2GΓ ≤ 。 
推论 2.5 设G 为有限群。若G 存在正规子群 N ，使得商群G N 为若干非阿贝尔单群的直积，且

( ) ( )G G Nπ π= ，则块图 ( )GΓ 连通且直径 ( )( )diam 2GΓ ≤ 。 
引理 2.6 设 N 为G 的正规子群，且 ( ),p q Nπ∈ 。若G 的主 p -块 ( )0 pB G 是唯一覆盖 N 的主 p -块

( )0 pB N 的 p -块，则以下等价： 
p和 q 在块图 ( )NΓ 中邻接⇔ p 和 q 在块图 ( )GΓ 中邻接。 
证明：必要性(⇒ )：若 p和 q 在块图 ( )NΓ 中邻接，则存在非平凡特征标 

( )( ) ( )( )0 0Irr Irrp qB G B Gχ ∈   

由平凡特征标1G 在 N 上的限制平凡可知，G 的主 p -块仅覆盖 N 的主 p-块。根据参考文献([8], Ch. 5, 
Lemma 5.7)， χ 限制到 N 的所有不可约分量均属于 N 的主 p -块和主 q -块，故 

( )( ) ( )( ) { }0 0Irr Irr 1Np qB N B N ≠  

从而 p和 q 在块图 ( )GΓ 中邻接。 
充分性(⇐ )设 ( )( ) ( )( )0 0Irr Irrp qB N B Nθ ∈  为非平凡特征标。由([8], Ch. 5, Lemma 5.7)，存在 Gθ 的

不可约分量 χ ∈ ( )( )0Irr qB G 。因 ( )0 qB G 是唯一覆盖 ( )0 pB N 的 p -块，故 Gθ 的所有不可约分量均属于

( )0 pB G 。于是 ( )( ) ( )( )0 01 Irr IrrG p qB N B Nχ≠ ∈  ，并且 p和 q 在 ( )GΓ 中邻接。                   □ 
推论 2.7 设 H 为G 的正规子群，且对某素数 p ，商群G H 为 p -群。若 ( ),p q Hπ∈ ，则以下等价：

p 和 q 在块图 ( )HΓ 中邻接⇔ p和 q 在块图 ( )GΓ 中邻接。 
证明：根据文献([8], Ch. 5, Corollary 5.6)，群G 的主 p -块是唯一覆盖 N 的主 p -块的 p -块。由此，

结论可由引理 2.6 直接推得。                                                               □ 
推论 2.8 设 N 为G 的正规子群，且 ( ),p q Nπ∈ 。对于群G 的任意 p -块 B ，若 B 覆盖 N 的主 p -块

( )0 pB N ，且 B 的亏群 D 满足 ( )GDC D 有唯一的 p -块。则以下等价： p 和 q 在块图 ( )NΓ 中邻接⇔ p
和 q 在块图 ( )GΓ 中邻接。 

特别地，若对任意覆盖 ( )0 pB N 的G 的 p -块 B ，存在其亏群 D 使得 ( )GC D 为 p -群，则上述结论成

立。 
证明：该结论可由文献([8], Ch. 5, Theorem 3.5 and 6.1)及引理 2.6 直接推得。                   □ 

3. 定理 1.2 的证明 

下面我们证明本文的主要定理，即定理 1.2。 
引理 3.1 设 N S S≅ × × 是G 的唯一极小正规子群，其中 S 为非阿贝尔单群。则存在 S 的某个素因

子 p，使得对任意包含 N 的 Sylow p -子群 P 的 p -子群 D ，均有 ( )GC D 为 p -群。特别地，素数 p 可按

如下方式选取：若 S 是李型有限单群，则取 p为定义特征；否则，取 2p = 。 
此外，可进一步选 p为满足以下条件的 S 的素因子：S 存在一个在 ( )Aut S 中自中心化的 Sylow p -

子群。 
证明：取 ( )Gx C D∈ ，则 x 正规化 N 的每个单直积分量 S 。若 S 为交错群 ( )5nA n ≥ 或散在单群，由

( )Out S 是 2-群可知， 2x′ 中心化每个 S ，故 ( )2 1Gx C N′ ∈ = 。此时取 2p = ，即得 ( )GC D 为 2-群。现设 S
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是特征为 r的李型有限单群。令 ry x ′= 为 x 的 r′-部分，则 y 仍正规化 S 且满足 [ ], 1y R =  (其中 ( )yl pR S S∈

且 R D≤ )。根据([4], Lemma 2.2) (或[11])可得， ( ) 1Gy C N∈ = ，故 x 为 r-元。此时取 p r= 即满足要求，

证毕。                                                                           □ 
引理 3.2 设 N S S≅ × × 是G 的唯一极小正规子群，其中 S 为非阿贝尔单群。则G 的块图 ( )GΓ 不

可能为链状图(即不构成一条路径)。 
证明：取引理 3.1 所述的素数 p 。根据文献[4]命题 3.2、3.5 和 3.8， p 在 N 的块图 ( )NΓ 中与 S 的

其他素因子邻接。由引理 3.1 和推论 2.8 可知， p在G 的块图 ( )GΓ 中同样与 S 的其他素因子邻接。若

( ) 4Sπ ≥ ，则显然 ( )GΓ 不可能为链状图。故可设 ( ) 3Sπ = ，此时 S 必为表 1 所列单群之一。此时，块

图 ( )SΓ 是完全图，且 S 存在两个素因子 p和 q  (见表 1)满足： S 的 Sylow p -子群 P 和 Sylow q-子群Q
在 ( )Aut S 中自中心化，即 ( ) ( )Aut SC P P= 且 ( ) ( )Aut SC Q Q= 。应用引理 3.1 与推论 2.8 可知，块图 ( )GΓ 中

存在由 ,p q 及 S 的第三个素因子 s 构成的三角形。因此， ( )GΓ 不可能是链状图。                 □ 
 
Table 1. Simple groups whose orders have at most three prime divisors (see [10]) 
表 1. 阶数至多被三个素数整除的单群(见[10]) 

S S  ( )Out S  p, q 

( ) ( )5 2 24 5A L L≅ ≅  22 3 5⋅ ⋅  2 2, 5 

( ) ( )6 2 49 2A L Sp≅ ≅ ′  3 22 3 5⋅ ⋅  4 2, 3 

( ) ( )4 43 2PSp U≅  6 42 3 5⋅ ⋅  2 2, 3 

( ) ( )2 37 2L L≅  32 3 7⋅ ⋅  2 2, 7 

( ) ( )2
2 28 3L G≅ ′  3 22 3 7⋅ ⋅  3 2, 7 

( ) ( )3 23 2U G≅ ′  5 32 3 7⋅ ⋅  2 2, 3 

L3(3) 4 32 3 13⋅ ⋅ .  2 2, 3 

L2(17) 4 22 3 17⋅ ⋅  2 2, 17 

 
下面我们证明定理 1.2。 
证明：我们对 n G+ 进行归纳证明(其中 G 为群G 的阶， ( )n Gπ= 为块图 ( )GΓ 的顶点数)。设 N

为G 的极小正规子群，则 N 的块图 ( )GΓ 只有两种可能：单条路径(链状图)和多条不交路径的并。由归

纳法，我们可以假设 N 是G 的唯一极小正规子群。此外，引理 3.2 表明 N 是某个素数 p 的 p -群。若

( )GΓ 为单链，由归纳假设知 G N 可解，从而 G 亦可解。若 ( )GΓ 为多链，此时 G N 可分解为 k 个群

1, , kG G 的直积，其中， k 为正整数，且满足阶互素条件：对任意 1,2, ,i k=  ，有 

1, 1

k
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j
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i
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  =
 
 
 

∑
 

此外，每个 ( )GΓ 均为链状，故由归纳法知 iG 均为可解群，可解群的直积G N 仍可解，结合 N 的可解性

即得G 可解。综上，G 为可解群。                                                         □ 
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