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摘  要 

图运算在复杂网络分析与优化中具有重要作用，边界能量图、张量积、笛卡尔积以及联图运算各自展现

出独特的数学特性和应用价值。边界能量图通过谱特性衡量网络的稳定性，张量积用于构建多层级网络

拓扑，笛卡尔积优化并行计算结构，联图运算增强多网络融合能力。不同运算方法在动态网络优化、信

息传输与计算效率提升等方面发挥关键作用。综合运用这些方法可提升网络的拓扑优化能力，为复杂系

统建模提供更完善的理论支持和实践指导。 
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Abstract 
Graph operations play a significant role in complex network analysis and optimization. Borderen-
ergetic graphs, tensor products, Cartesian products, and join operations each exhibit unique math-
ematical properties and application values. Borderenergetic graphs measure the stability of net-
works through spectral characteristics, tensor products are used to construct multi-level network 
topologies, Cartesian products optimize parallel computing structures, and join operations enhance 
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the integration capabilities of multiple networks. Different operation methods play a key role in 
dynamic network optimization, information transmission, and the improvement of computational 
efficiency. The comprehensive application of these methods can enhance the topological optimiza-
tion ability of networks and provide more complete theoretical support and practical guidance for 
complex system modeling. 

 
Keywords 
Borderenergetic Graph, Tensor Product, Cartesian Product, Joint Graph Operation, Graph Theory 

 
 

Copyright © 2025 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

图运算是研究复杂网络结构的重要工具，在数学理论和应用实践中具有广泛价值。边界能量图通过

谱特性刻画网络的稳定性，张量积运算扩展了多层网络的拓扑结构，笛卡尔积优化了计算资源的分配，

联图运算增强了异构网络的互联能力。这些运算方法不仅在理论上相互联系，还在实际应用中展现出不

同的优化优势。随着网络规模的扩大和计算需求的提升，合理运用和组合多种图运算方法，对复杂系统

的优化、信息流动效率的提升和计算模型的构建具有重要意义。 

2. 边界能量图的基本定义与数学特性分析 

2.1. 边界能量图的基本概念及其在图论中的地位 

边界能量图是基于谱理论的图论研究对象，其核心概念源于图的特征值分布和能量计算。传统图能

量由邻接矩阵特征值总和表示，而边界能量图关注特定节点或子图的贡献，衡量图的局部稳定性与全局

复杂度。边界能量定义为特定子图特征值绝对值的总和，这种局部化处理方式更灵活，适用于多种实际

场景。其在分析网络鲁棒性、节点影响力和动力学特征时具有重要作用。边界能量图的研究源于谱图理

论，涉及特征值分布、谱半径及边界节点能量贡献等核心问题。随着网络科学的发展，其应用已扩展到

社交网络、信息传播和生物网络分析等领域。在复杂图结构研究中，边界能量的计算与分析为网络结构

优化、社区检测和脆弱性评估提供了重要工具，并与其他图运算方式紧密相连[1]。 

2.2. 边界能量图的谱特性及其在复杂网络分析中的应用 

边界能量图的谱特性包括特征值分布、特征向量解析及能量变化规律，对复杂网络的拓扑结构、连

通性和稳定性分析至关重要。其能量由特定节点子图的谱特性主导。强正则图的边界能量稳定，而无标

度或小世界网络因局部节点影响力差异大，边界能量变化复杂。边界能量计算常采用数值方法逼近，以

适应大规模网络分析。它可用于衡量网络稳定性和节点重要性，如在社交网络中评估关键节点影响力，

在生物网络中识别关键蛋白质，在交通网络中评估节点交通流动性。其谱特性还可为网络社群划分、链

路预测和攻击防御等优化算法提供依据，提高计算效率和模型适应性。 

3. 张量积运算对边界能量图结构的扩展及其计算方法研究 

3.1. 张量积运算的数学定义与计算规则解析 

张量积运算是图论中一种重要的二元运算方式，其核心思想是通过两个图的邻接矩阵计算生成一个
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新的更复杂的图。给定两个图 ( )1 1 1,G V E=  和 ( )2 2 2,G V E=  ，张量积图 1 2G G×  的顶点集是 1 2V V×  ，即所有

顶点的有序对构成新的顶点集。边的构造方式基于两个原始图的邻接矩阵，如果 ( )1 1 1,u v E∈  且

( )2 2 2,u v E∈  ，那么在张量积图中 ( ) ( )( )1 2 1 2, , ,u u v v  也是一条边。这种构造方式使得张量积运算具有明显的

代数结构特性，运算后的邻接矩阵等于原始图邻接矩阵的 Kronecker 积，即 ( ) ( ) ( )1 2 1 2A G G A G A G× = ⊗ ，

其中⊗表示 Kronecker 积。该运算方法保持了许多矩阵运算的基本性质，例如，特征值性质：张量积图

G 的特征值集合等于原始图 1G  和 2G  特征值的乘积集合。即若 1λ  是 1G  的特征值， 2λ  是 2G  的特征值，那

么 1 2λ λ 就是 G 的特征值。这一性质在研究图的谱特性以及与边界能量图相关的能量计算中十分关键，因

为边界能量图的能量计算依赖于特征值分布。设 1
bG  和 2

bG  为两个边界能量图，其特征值分别为 }{ 1iλ  和

}{ 2 jλ  ，经张量积运算得到边界能量图 1 2
b bb G GG = ⊗  ，则 bG  的特征值为{ }1 2i jλ λ  ，其边界能量 ( )bE G  可

表示为 ( ) 1 2
b

i jijE G λ λ=∑  。这一公式清晰地展示了张量积运算对边界能量图能量计算的直接影响，为

后续分析边界能量图在张量积运算下的特性提供了基础。 
正则性保持：当 1G 和 2G 都是正则图时，张量积图 G 仍然是正则图。例如，设 1G 是 1K -则图(每个顶

点的度均为 1k  )， 2G  是 2K  -正则图。对于G  中的任意顶点 ( ),u υ  ，其度为 1 2k k  。因为在 1G  中 u  有 1k  个邻

点，对于 u  的每个邻点，在 2G  中的 2k  个邻点都能与 ( ),u υ  构成G  的边，所以顶点 ( ),u υ  的度为 1 2k k  ，从

而G 是正则图。这一正则性保持性质与边界能量图紧密相关，对于边界能量图 1
bG 和 2

bG ，若它们均为正

则边界能量图，经张量积得到的 bG  也为正则边界能量图。由于正则图的谱特性相对稳定，这意味着在

张量积运算下，正则边界能量图的边界能量计算和分布具有一定的规律性。结合前面的特征值性质，我

们可以进一步推导出，在正则边界能量图的张量积运算中，边界能量 ( )bE G 的变化不仅与特征值乘积相

关，还与正则性所决定的特征值分布规律有关。 
正则的边界能量图的特征值分布规律是图论和机器学习领域的重要研究课题。研究表明，特征值分

布主要受四个核心因素调控：正则化参数、边界条件、图拓扑结构和能量泛函形式。正则化参数 λ  作为

调节因子，其强弱直接影响特征值分布的整体形态。当 λ 趋近于 0 时，特征值分布近似于原始拉普拉斯

矩阵的谱特性，连通图的最小特征值 1 0λ ≈  ，对应全局平滑模态，其余特征值呈现长尾分布，反映图的

局部非均匀性。随着 λ 增大，特征值整体发生平移，在强正则化条件下( λ →∞ )，若正则项 R 为单位矩

阵，则所有特征值趋近于 λ  ，分布呈现高度集中状态，原始图结构信息被显著抑制。这种单调变化规律

在不同正则项下表现各异：当 R 为度数矩阵 D 时，特征值分布会随节点度数的异质性发生缩放变形。 
边界条件作为另一个关键变量，通过不同约束方式显著改变特征值分布特性。Dirichlet 边界条件(固

定边界)会强制边界节点值为零，导致最小特征值 λ1 > 0，整个特征谱向上平移，并可能引入局域于边界

的高频模态。相比之下，Neumann 边界条件(自由边界)能够保留低频模态，其特征值分布与无边界图更

为接近，特别适合模拟自然扩散过程。Robin 边界条件(混合边界)则提供了连续过渡的特性，其特征值

分布在Dirichlet和Neumann 结果之间平滑变化，具体形态由混合参数精确调控。以一维链式图为例，在

Dirichlet 边界条件下，其特征值呈现典型的离散化余弦模式分布。 
图拓扑结构的差异是造成特征值分布变化的第三个重要因素。规则图(如网格、环图)的特征值通常

可以解析求解，其分布呈现规律性间隔，如二维网格的特征值近似服从余弦函数分布。随机图则遵循随

机矩阵理论的预测，ER 随机图的特征值可能符合 Wigner 半圆律，而无标度图由于节点度数的显著异质

性，往往会出现孤立的大特征值。特别值得注意的是，图的稀疏性会导致特征值分布出现明显间隙，这

种特性反映了图的模块化结构特征。对于含权图而言，权重分布主要影响特征值的幅度缩放，而不会改

变分布的整体形状。 
能量泛函的具体形式构成了影响特征值分布的第四个维度。基于梯度的能量泛函(如 2u∇  )会产生

明确的频域划分，小特征值对应平滑信号，大特征值对应高频振荡。稀疏约束(如
1u  )则会导致特征值
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出现聚类现象，使分布呈现非对称特性。更为复杂的非线性正则化(如 TV 正则化)可能打破线性系统的

单调性规律，引入分布畸变等特殊现象。 
随着图规模的扩大( N →∞  )，特征值分布展现出有趣的渐进行为。在适当的正则化条件下，特征值

分布会收敛到对应连续算子的谱特性，如符合 Weyl 定律的 ( )2 d
k kλ  标度关系。更引人注目的是，当正

则化参数λ 随图规模 N 变化时，特征值分布可能出现相变现象，如在社区检测中观察到的 detectability
相变阈值。随机几何图在强正则化条件下的特征值分布趋近于高斯分布，这一现象也验证了理论预测。 

通过系统的数值实验可以验证上述理论规律。正则化参数扫描实验清晰地展示了特征值随 λ 增加的

平移和集中现象；不同边界条件的对比实验证实了Dirichlet边界会消除零特征值，而Neumann边界保留

低频信息；各类图结构的对比实验则直观展示了规则图和随机图在特征值分布上的本质差异。 
本研究揭示了正则边界能量图特征值分布的核心规律：1) 特征值随正则化参数呈现单调变化特性，

具体形式取决于正则项的选择；2) 边界条件类型决定了特征谱的整体偏移和模态特性；3) 图拓扑结构

是影响分布形态的内在因素；4) 能量泛函形式调控着特征值的物理意义和分布细节。这些发现为图

信号处理、图神经网络以及复杂系统建模提供了重要的理论基础。未来研究可进一步探索非线性正则

化、动态图演化以及高阶相互作用对特征值分布的影响，这些方向都可能产生新的理论突破和应用价

值。 
引理 1 [2]-[5]：设 1G 和 2G 是两个非空图，且 1 22, 2V V≥ ≥ 。那么 
(1) 1 2G G⊗  不是完全图。因为完全图要求任意两个顶点之间都有边相连，而在张量积图中，边的连

接是基于原始图边的特定组合，并非任意顶点对都能直接相连。 
(2) 1 2G G⊗  是连通的，当且仅当 1G  和 2G  都连通，并且 1G  或 2G  包含一个奇圈。这一结论对于分析

张量积图的连通性以及在构建网络结构时确保整体连通具有指导意义。对于边界能量图 1
bG  和 2

bG  ，若要

保证张量积后的边界能量图 1 2
b b bG G G= ⊗  具有良好的连通性和稳定性，就需要 1

bG  和 2
bG  满足上述连通性

条件。因为连通性直接影响图的特征值分布，进而影响边界能量的计算。当 bG  不连通时，其边界能量

将由各个连通分量的边界能量共同决定，计算方式会变得更为复杂。 
引理 2：若 1G  和 2G  是任意两个图，则 ( ) ( ) ( )2 2

1 2 1 2 2 1E G G E G V E G V⊗ = ⋅ + ⋅  ，这里 ( )E G  表示图

G 的边数。此引理建立了张量积图边数与原始图边数之间的直接联系。对于边界能量图 1
bG 和 2

bG ，边数

的变化会影响图的谱特性，进而影响边界能量。设 1
bG  的边数为 ( )1

bE G  ， 2
bG  的边数为 ( )2

bE G  ，经张量

积得到 bG  后，边数 ( )bE G  满足上述公式。边数的改变会导致特征值的变化，从而通过前面提到的边界

能量计算公式 ( ) 1 2
b

i jijE G λ λ=∑ 影响边界能量 ( )bE G 的大小。 
定理 1：设 G 是一个边界能量图。假设 G 是由两个整图 1G 和 2G 的张量积得到的。那么 ( )1V G 和

( )2V G  都是奇数。这一定理为构建具有特定性质的边界能量图提供了限制条件。基于此定理，进一步

推导可得：若要构建一个连通的边界能量图 1 2
b b bG G G= ⊗ ，且满足定理 1 条件，在确保连通性的前提下，

不失一般性，假设 1
bG 包含奇圈。进一步假设 1 1

b
nG K=  ( 1nK 表示 1n 阶完全图)。那么 

( ) ( ) ( )1 1
1 1 1

1
,

2n n
n n

E K V K n
−

= =  ，因此 ( ) ( ) ( ) ( )21 1 2
1 2 2 2 1

1
2

b b bn n
E G G V E G n

−
⊗ = + ⋅  。在该等式中，如果

( ) ( )2 2
2

1
2

b n n
E G

−
=  ，则 ( ) ( ) ( ) ( )21 1 2 2 2

1 2 2 1
1 1

2 2
b b n n n n

E G G V n
− −

⊗ = +  。从边界能量角度来看，边数与边 

界能量密切相关，通过调整 1n  、 2n  以及 2
bG  的结构，可以控制 bG  的边数，进而影响其边界能量。例如，

当 1n 和 2n 增大时，边数增多，可能导致特征值变化范围增大，从而使边界能量 ( )bE G 增大。 
综合引理 1、引理 2和定理 1，我们可以得出新的定理：对于两个边界能量图 1

bG 和 2
bG ，若 1

bG 和 2
bG

满足引理 1 中的连通性条件，且 1 2
b b bG G G= ⊗ ，同时 ( )1

bV G 和 ( )2
bV G 满足定理 1 的奇数条件，那么 bG
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的边界能量 ( )bE G  可以通过其边数 ( )bE G  以及特征值性质进行精确计算和分析。具体计算过程为，先

根据引理 2 计算 ( )bE G ，再结合特征值性质得到 bG 的特征值，最后利用边界能量计算公式 

( ) 1 2
b

i jijE G λ λ=∑  得出边界能量值。这一定理为研究边界能量图的张量积运算提供了更完整的理论框架，

有助于深入分析和构建具有特定边界能量特性的图结构。张量积通过 Kronecker 积生成大规模结构化图，

保持对称性与局部特征。在计算机网络中构建层次化拓扑，提升扩展性；密码学中利用其复杂结构设计

安全算法；并行计算中优化资源分配。但高计算复杂度需结合稀疏矩阵存储与高效算法优化，以平衡性

能与资源消耗。 

3.2. 张量积运算对边界能量图的拓扑特性影响及其应用场景 

由于张量积通过 Kronecker 积构造邻接矩阵，导致生成的新图通常具有更复杂的连接模式。在连通

性方面，如果两个原始图均为连通图，则张量积图可能会出现多个连通分支，具体情况取决于原始图的

特征向量分布。例如，设 1G  和 2G  均为连通图，其张量积图 1 2G G⊗  的连通性取决于 1G  和 2G  的特征向量

分布。如果 1G  或 2G  中存在零特征值，则张量积图可能包含多个连通分支。当其中一个图非连通时，所

得张量积图通常也非连通，且连通分量的数量与非连通图的连通分量数量密切相关。在直径方面，张量

积运算会改变原始图的距离度量，一般情况下，新图的直径取决于两个原始图直径的乘积关系，使得生

成图的距离特性更为复杂。例如，设 1G 的直径为 1d 、 2G 的直径为 2d ，则张量积图 1 2G G⊗ 的直径通常为

1 2d d× 。 
张量积的谱特性独特，其特征值集合等于原始图特征值的乘积，这一性质在网络稳定性分析和特定

结构图识别中至关重要。张量积广泛应用于大规模复杂网络建模，如并行计算拓扑设计，可生成高效网

络连接方案，优化计算资源分配。在量子计算与密码学中，张量积图可用于构建安全的网络通信协议和

密码算法，增强数据传输安全性。在生物信息学中，它能构建基因交互网络，揭示生物分子间的复杂关

系，为生物系统建模提供重要工具[6]。 

4. 笛卡尔积运算对多层次网络建模的作用及优化策略 

4.1. 笛卡尔积运算的结构特征及其在网络建模中的应用价值 

笛卡尔积运算是一种基本的图运算方式，它通过两个图的顶点集合和边的组合构造出新的图结构，

拓展了原始图的拓扑特性。给定两个图 ( )1 1 1,G V E=  和 ( )2 2 2,G V E=  ，其笛卡尔积图 1 2G G×  的顶点集是

1 2V V×  ，即所有可能的有序顶点对构成新的顶点集，而边的构造方式不同于张量积。在 G  中，如果

( )1 2 1,u u E∉ 且 1 2u u= 或者 ( )1 2 2,v v E∈ 且 1 2u u= ，形成一条边。 
笛卡尔积运算对边界能量图影响显著。以边界能量图 1

bG  和 2
bG  经笛卡尔积得 1 2

b b bG G G×=  为例，从

特征值看，若 1
bG  特征值为 1iλ  、 2

bG  为 2 jλ  ，则 bG  特征值 1 2ij i jλ λ λ= +  ，其边界能量 ( ) 1 2
b

i jijE G λ λ= +∑  ，

综合二者特征值使网络稳定性衡量更全面。直径上，设 1
bG 直径 1d 、 2

bG 直径 2d ， bG 直径 

( ) 1 2
bd G d d= +  。如 1

bG  是路径图 ( )1 1 1 1nP d n= −  ， 2
bG  是环图 2

2 2 2n
nC d  =    

 ，则 1 2
b

n nG P C×=  直径

( ) 2
1 1

2
b nd G n  = − +   

，直径变化影响节点距离，使边界能量分布更复杂。 

平均度方面，若 1
bG  平均度 1k  、 2

bG  平均度 2k  ，则 bG  平均度 ( ) 1 2 2 1
b b bk G k V k V= +  ，平均度影响连

通性与邻接关系，改变特征值分布及边界能量。当 1
bG  非连通有 m  个分量时， bG  也非连通且有 m  个分

量，其边界能量为各分量边界能量之和。笛卡尔积运算通过这些特性，增强了边界能量图的分析能力，

为网络研究提供有力工具与理论依据。 
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4.2. 笛卡尔积运算在并行计算与图嵌入问题中的实践探索 

笛卡尔积运算在并行计算和图嵌入问题中展现出独特的数学特性，其生成的图结构往往具备更好的

可扩展性和局部连接性。在并行计算领域，计算节点之间的通信效率对于整体性能起着决定性作用，笛

卡尔积运算可以构造高效的网络拓扑结构，使得数据传输路径保持最优[7]。以超立方体网络为例，其拓

扑结构可以视为多个低维度笛卡尔积图的组合，从而形成高效的并行通信体系。对于大规模分布式计算

系统，笛卡尔积能够优化节点分布方式，提高计算任务的并行执行效率，并减少网络通信延迟。在图嵌

入问题中，该运算方式常用于优化数据结构映射，使得低维数据空间能够被有效投影到高维拓扑结构中，

提高信息存储和检索效率。在机器学习与人工智能应用中，笛卡尔积可用于构造基于图嵌入的特征学习

模型，使得复杂数据的关系能够以更紧凑的形式表达。在大规模网络分析中，笛卡尔积运算能够将复杂

网络拆分成多个子结构，并进行模块化处理，从而减少计算复杂度，提高算法执行效率。该运算方式的

拓扑特性也在网络安全领域得到应用，能够帮助构造抗干扰性更强的网络体系，提高系统的稳定性和安

全性。(表 1) 
 

Table 1. Comparison of topological characteristics of different domestic network structures 
表 1. 国内不同网络结构拓扑特性对比表 

网络结构类型 计算节点数(个) 直径(跳数) 平均度 最大度 连接密度 并行计算效率(%) 适用场景 

笛卡尔积超立方体 1024 10 6 12 0.005 92 分布式计算 

网格拓扑网络 4096 64 4 8 0.002 85 图像处理 

小世界网络 5000 8 12 24 0.015 78 社交网络 

无标度网络 10,000 6 8 50 0.009 80 互联网架构 

全连接网络 128 1 127 127 1 98 超算中心 

(数据来源：中国计算机学会，国家超算中心)。 

5. 联图运算对边界能量图的影响及应用研究 

5.1. 联图运算的构造方式及其对边界能量图的作用机制 

联图运算通过特定连边规则构建新图拓扑。对于给定的图 1G  和 2G  ，完全联图在所有顶点对间添边

形成强连接图，部分联图则按规则有选择地添边，保留原始图部分拓扑特征。 
聚焦边界能量图，设 1G 、 2G 为边界能量图，特征值分别为 1iλ 、 2iλ ，边界能量为 1E 、 2E 。经完全

联图运算得新图G  ，其邻接矩阵因新增边大幅改变，特征值分布变动大。定理表明，若 1 2G G G= ∨  ，

G  的边界能量 ( ) ( )1 21 2 ,2 uu V VG G
E E E υυ λ λ

∈ ∈
= + + ∑  ，可见完全联图使边界能量显著增加。部分联图若按特

定规则 R  添边得图G′ ，当规则 R  平衡能量分布、连接相似能量贡献顶点子集时，G′ 的边界能量 E′  满
足 ( ) ( )1 21 2 ,2 uu V VG G

E E E υυ λ λ
∈ ∈

′ < + + ∑ ，且网络稳定性提升，为网络优化提供理论依据[8]。 

5.2. 联图运算在多网络融合中的应用及对边界能量图的优化策略 

在多网络融合中，联图运算提升系统连通性与信息流通效率。如智能交通网络，不同区域子网络通

过联图高效互联，优化流量分配；物联网中，异构设备子网络借助联图实现顺畅数据交互。从边界能量

图视角，多网络融合时联图运算可优化能量分布、增强稳定性。以物联网监测网络为例，运用部分联图

运算，连接子网络中边界能量贡献相似且关键的节点，依上述定理，能提升连通性、优化能量分布。传

统全连接联图运算计算复杂，难以满足大规模网络实时需求。优化算法一方面基于最短路径策略减少不
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必要连接，满足一定拓扑条件下，计算复杂度可从 ( )2O n  降至 ( )logO n n  ；另一方面借助并行计算与稀

疏矩阵存储技术提升处理能力，还引入机器学习自动寻找最优连接模式，适应复杂网络环境，为复杂系

统建模与优化提供有力支持。 

6. 边界能量图张量积笛卡尔积联图运算的交叉研究及内在联系分析 

6.1. 边界能量图与其他三种运算方式的数学关系与相互作用 

设 ( )1 1 1,G V E=  和 ( )2 2 2,G V E=  为两个边界能量图，其邻接矩阵分别为 1A  和 2A  ，特征值分别为

( )1 11, ,i i Vλ =  与 ( )2 21, ,j j Vλ =  。 
张量积图 1 2TG G G= ⊗  ，其邻接矩阵 1 2TA A A= ⊗   (⊗  表示 Kronecker 积)。根据矩阵理论， TG  的特

征值为 1 2
T
ij i jλ λ λ= + 。 

定理 1：边界能量图 1G 和 2G 经张量积所得 TG 的边界能量 ( )TE G 满足 ( ) , 1 2T i j i jE G λ λ= ⋅∑ 。例如，

若 1G 为一个简单的 3-顶点路径图，其特征值为 11 2λ = − 、 21 0λ = 、 31 2λ = ， 2G 是 2-顶点完全图，特

征值为 12 1λ = 、 22 1λ = − 。经张量积运算后， TG 的特征值包含 11 12 2λ λ⋅ = − 等，通过定理 1 可精确计算

其边界能量，直观展现张量积对边界能量分布的改变。 
笛卡尔积图[9] 1 2 CG G G= × ，其顶点集 ( ) 1 2CV G V V= × 。 CG 的特征值满足 1 2

C
ij i jλ λ λ= + 。 

定理 2：设 CG  的边界节点集为 B，其边界能量 ( )CE G  为 ( ) C
C kk BE G λ

∈
=∑  。例如，当 1G  为三角形

图，特征值 11 2λ = 、 21 1λ = − 、 31 1λ = − ， 2G 为 2-顶点路径图，特征值 12 1λ = 、 22 1λ = − 。经笛卡尔积运

算后，利用定理 2 可结合边界节点特征值计算边界能量，突出子图局部特征对边界能量的作用。 
与联图运算的关系：联图 1 2JG G G= ∨  的构造规则为：是将图 1G  和 2G  的顶点集合并，且 1G  中每个

顶点与 2G 中所有顶点相连。 
定理 3：边界能量 ( )JE G 满足 ( ) ( ) ( )1 21 2 ,2J uu V VG G

E G E E υυ λ λ
∈ ∈

= + + ∑ 。例如，若 1G 是 5-顶点星型图，

2G 是 3-顶点路径图，经完全联图运算，依定理 3 可算出边界能量显著增加。部分联图依特定规则连接，

边界能量依连接策略在一定范围内变动。 

6.2. 综合运算方法在复杂网络优化中的协同应用及潜在价值 

在构建通信网络时，可先用张量积对子网 aG 、 bG 构建多层架构，依据定理 1 评估稳定性；再利用

笛卡尔积优化局部拓扑，依定理 2 调整边界能量；最后通过联图运算连接各部分，优化整体性能。在人

工智能和生物网络模拟中，综合运用这些运算，结合边界能量分析，能够构建更优模型，为多领域复杂

系统提供有力数学支撑。 

7. 复杂网络结构优化与分析中不同图运算的融合应用探索 

7.1. 不同图运算在动态网络结构优化中的适用场景与对比研究 

在动态网络结构优化中，不同图运算方法适用于特定场景。张量积适用于多层网络建模，如通信和

社交网络，通过构建多级关联结构，提升数据传输效率。笛卡尔积优化并行计算网络，均衡分配计算任

务，减少通信开销，增强并行处理能力。联图运算则用于融合不同子网络，如物联网中的异构设备协作，

提升互联性和响应速度。在边界能量图的应用中，张量积通过多层结构优化边界能量分布，增强网络稳

定性。笛卡尔积凭借层次化特性，强化局部稳定性分析，为网络优化提供理论支持。联图运算通过增强

连通性，优化边界能量分布，提升网络稳定性和抗攻击能力。合理选择图运算方法和连接策略，可有效

调整边界能量分布，优化网络拓扑结构，适应动态网络的多样化需求。 
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7.2. 基于多种图运算方法的综合建模策略及未来发展方向 

多种图运算方法的综合建模能够增强复杂网络的表达能力，使得系统在不同层次上保持高效的信息

流动性和稳定性。结合张量积与边界能量分析的方法，可用于优化动态通信网络，通过调整网络层次结

构，减少数据传输延迟。笛卡尔积与联图运算的结合适用于多模块系统建模，例如在智能交通系统中，

不同层级的道路网络可以通过笛卡尔积构造，而城市间的互联可以通过联图运算实现[10]。结合人工智

能与自适应算法的图运算优化方法将在网络安全、智能制造和生物信息分析等领域发挥重要作用。随着

大规模网络计算的需求增长，高效的图运算算法和并行计算策略将进一步提升建模的计算效率和应用范

围，为复杂系统的优化提供更强的理论支撑和技术支持。 

8. 结语 

图运算在复杂网络建模、优化和分析中至关重要。边界能量图能评估网络稳定性，张量积能增强多

层结构表达能力，笛卡尔积能优化并行计算架构，联图运算能提升异构网络互联性。综合运用这些方法

能构建稳健高效的网络模型，优化信息流动与计算性能。随着大规模网络计算和智能优化技术的发展，

图运算将在通信、人工智能、生物信息学等领域发挥更大作用，推动复杂系统的精准建模与优化。 
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