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摘  要 

本文结合值分布和正规族理论研究了与零点个数和微分多项式有关的一类全纯函数族的正规定则。文章

利用经典引理，使用反证法和分类讨论，将涉及零点个数有关的全纯函数正规定则推广到一般的微分多

项式，得到一个新的结果，丰富了全纯函数正规族理论。 
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Abstract 
In this paper, the normality criterion of a class of families of meromorphic functions related to the 
number of zeros and differential polynomials is studied by combining the theories of value distri-
bution and normal families. The article makes use of classical lemmas, and combines the method of 
proof by contradiction with classification discussion, the normal criteria of meromorphic functions 
involving the number of zeros is extended to general differential polynomials, and a new result is 
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obtained, which enriches the theory of normal families of meromorphic functions. 
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1. 引言 

1969 年，Drasin, D [1]证明了： 
定理 A [1] 设 是区域 D 上的一族全纯函数，n 为正整数，a ，b 为两个常数，满足 0,a ≠ ∞且 b ≠ ∞。

若 3n ≥ ，对于 中的每个函数 f ， nf af b′ − ≠ ，则 在 D 内正规。 
当定理 A 中的函数族为亚纯函数族 时，在其他条件不变的情况下，得到相应的正规定则。 
当 5n ≥ 时，由李先进[2]证明得到；当 4n = 时，由庞学诚[3]证明得到；当 3n = 时，由陈怀惠和方明

亮[4]证明得到。 
同时叶亚盛[5]将定理 A 中的函数从低阶导数推广到高阶导数，得到了如下结论。 
定理 B [5]设 2n ≥ , k 是正整数， ( )0a ≠ ，b 为两个有限常数，设 为区域 D 内的一族全纯函数。若

对于每个函数 f ∈ ， ( )k nf af b− ≠ ，则 在 D 内正规。 
然后叶亚盛和庞学诚[6]将定理 B 中的 f ′替换为 f 的微分多项式 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

k
k k i

i
i

f z a z f z
−

−

=

+∑ ，得到了

亚纯函数族的正规性。 
2014 年，邓炳茂[7]在亚纯函数零点对其正规性影响方面进行了深入研究，降低例外函数的条件，研

究了一类特殊的微分多项式的正规定则，得到了如下结论。 
定理 C [7]设m ， n ， k 为正整数满足 1n m≥ + ，设 ( )0a ≠ ， b 为两个有限常数，设 为区域 D 内

的一族全纯函数，其所有零点的重数至少为 k 。若对于每个函数 f ∈ ， ( )k nf af b− − 在 D 内至多有mk
个不同的零点，则 在 D 内正规。 

当函数族为亚纯函数族时，在其他条件不变的情况下，若 2n k m≥ + + ， ( )k nf af b− − 在 D 内至多有

m 个不同的零点，则亚纯函数族也正规。 
在亚纯函数族的情形下，王琼[8]将正整数 n 的条件降低，同时附加 ( )f z 极点重级至少为 k 的条件之

下，得到了亚纯函数族 是正规的。 
本文考虑将定理 C 中的微分多项式推广到更一般的微分多项式方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

( ) ( )

1 1

k n
k k i s n

i s
i s

f z a z f z b z f z af z b z
− −

−

= =

+ + − =∑ ∑  

当方程有解时，讨论全纯函数族的正规定则。 
定理 1 设 是区域 D 内的零点重级至少为 k 的全纯函数族， a 是非零有限复数，给定三个正整数

m ，n ， k 满足 1n m≥ + 。若对于任意 f ∈ ， ( ) ( )f fL z P z− 至多有mk 个不同的零点，则 在 D 内正

规。其中： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

( ) ( )

1 1
,

k n
k k i s n

f i f s
i s

L z f z a z f z P z b z f z af z b z
− −

−

= =

= + = − −∑ ∑ , 
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( ) ( ) ( )( ), , 1, 2, , 1; 1, 2, , 1i sa z b z b z i k s n= − = −  为区域 D 内的全纯函数。 

2. 引理 

引理 1 [9]设 是定义在单位圆盘 { }: 1z z∆ = ≤ 的一族亚纯函数， 0z 是∆内任意一点，对任意 f ∈ ，

其中函数 f 的零点至少是 p重，极点至少是 q 重。若 在 0z 处不正规，则对每一个α q pα− < < ，存在： 
(1) 点列 jz ∈∆， 0jz z→ ；(2) 函数列 ( ){ }nf z ⊆  ；(3) 正数列 jρ ， 0jρ

+→ ， 

使得 ( )
( )j j j

j
j

f
g

z
αζ
ρ ζ

ρ

+
= 在复平面上按球距内闭一致收敛到一个非常数亚纯函数 ( )g ζ ，其零点重级 

至少是 p，极点重级至少是 q 且级至多是 2。 
引理 2 [7]设 f 是复平面上的非常数整函数，a 是一个非零有限常数，n 是一个正整数且 2n ≥ 。那

么 ( ) ( )nf z af z′ − 至少有两个不同的零点。 

3. 定理证明 

定理 1 证明 

证明 不妨设 D = ∆，其中 { }1z z∆ = < ， 0z 为单位圆盘∆内任意一点，假设函数族 在 0z 处不正规，

由引理 1，取 1k nα = − ，存在函数列 jf ∈ ，点列 0jz z→ ，正数列 0jρ
+→ ，使得 

( ) ( ) ( )1
k

n
j j j j jg f z gζ ρ ρ ζ ζ−= + ⇒ ， 

在复平面上按球距内闭一致收敛。其中 ( )g ζ 为非常数整函数且其零点重级至少是 k 。为书写方便，不

妨设 ˆ
j j jzζ ρ ζ= + ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1
1 1 1

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

,

j j

k n snk nkk n
k sk i i nn n n

j f j f j j i j j j s j j j j j j
i s

k n

L P g a g b g ag b

g ag

ρ ζ ζ ζ ζ ρ ζ ζ ρ ζ ζ ρ ζ

ζ ζ

−− −
−− − −

= =

 + = + + − − 

⇒ −

∑ ∑  

在复平面上按球距内闭一致收敛。显然， ( ) ( ) ( ) 0k ng agζ ζ− ≡/ 。否则 ( ) ( ) ( )( )1k ng g n mζ ζ≡ ≥ + ，

有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), , , 1 , , 1 , ,k k knnT r g T r g T r g O m r g N r g O T r g S r g= = + = + + ≤ + ， 

即 ( ) ( ) ( )1 , ,n T r g S r g− ≤ ，因此 g 为常数，矛盾。 
接下来，证明两个断言成立。 
断言(1)： ( ) ( )( )k ng agζ ζ− 至多有mk 个不同零点。 
断言(2)： ( ) ( )( )k ng agζ ζ− 至少有 1mk + 个不同零点。 
显然，由以上两个矛盾的断言可知全纯函数族 在 0z 处正规，即 在区域 D 内正规。下面开始证

明断言(1)和断言(2)成立。 
首先证明断言(1)。 
假设 ( ) ( ) ( )k ng agζ ζ− 有 1mk + 个不同零点 ( )1,2, , 1i i mkζ = + 。根据 Hurwitz 定理，那么存在 ,j iζ

( )1,2, , 1i mk= + ，满足 ,j i iζ ζ→ 和 ( ) ( ), ,
ˆ ˆ 0

j jf j i f j iL Pζ ζ+ = 。这与条件 ( ) ( )ˆ ˆ
j jf j f jL Pζ ζ+ 在 ∆内至多有mk

个不同零点，且 , 0j j j iz zρ ζ+ → 相矛盾。所以 ( ) ( ) ( )k ng agζ ζ− 至多有mk 个不同零点。断言(1)证明完毕。 
其次证明断言(2)。 
若 1mk = ，则 1m = ， 1k = ，由引理 2 可得 ( ) ( ) ( )k ng agζ ζ− 至少有两个不同的零点，得证。 
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若 2mk ≥ ，假设 ( ) ( ) ( )k ng agζ ζ− 有 ( )l mk≤ 个不同的零点。再设 ( )
( ) ( )
( )

k

n

g z
z

ag z
ψ = ，其中 ( )( ) 0kg z ≡/ 。

否则，若 ( ) ( ) 0kg z ≡ ，这与 g 的零点重级至少为 k ，矛盾。由此， ( ) 0zψ ≡/ 。计算可得 ( )
( ) ( )
( )

k
n g z

ag z
zψ

= ， 

进而有： 

( ) ( )
( )

( ) ( )1, , , , , ,
k

n gnm r g m r g m r m r m r g S r g
aψ ψ

   
= = ≤ + +       

，              (1) 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )0
1, , , , , ,

k
n gnN r g N r g N r N r g kN r g N r N r

aψ ψ
   

= = ≤ + + −       
，         (2) 

其中 ( )0N r 是关于ψ 和 ( )kg 共同零点的计数函数，不计其重数。 
可以推导出： 

( ) ( ) ( )0
1 1, , , ,N r N r N r N r g N r

g
ψ

ψ
  

+ ≤ + +  
   

.                     (3) 

显然 ( ) 1zψ ≡/ ，再由(1)~(3)，可以推导出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

( )

11 , , , ,

1 11 , , , , .k n

n T r g kN r g T r N r S r g

k N r g N r N r S r g
g g ag

ψ
 

− ≤ + − + 
 

  
= + + + +   −   

 

考虑到 ( )k ng ag− 有 ( )l mk≤ 个不同的零点，又因为 g 是整函数，由上式可得 

( ) ( ) ( )11 , , log ,n T r g N r l r S r g
g

 
− ≤ + + 

 
， 

由于 

( ) ( )1 1 1 1, , , ,N r N r T r g S r g
g k g k

   
≤ ≤ +   

   
. 

再由以上两式可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0 0

11 , , , ,

1 1, ( , ) , , , ,
1

1 1, , , , ,

1 11 , , , ,

k n

k n

n T r g kN r g T r N r S r g

kN r g N r N r N r S r N r S r g

kN r g N r N r g N r N r N r S r g
g g ag

k N r g N r N r S r g
g g ag

ψ

ψ ψ
ψ ψ

 
− ≤ + − + 

 
    

≤ + + + + − +    −    
   

≤ + + + + − +     −    
  

= + + + +    −   
，

     (4) 

由于 1n m≥ + ， 2mk ≥ ，结合(4)式可得 

( ) ( ) ( )
2

, log , log ,
1 1

kl mkT r g r S r g r S r g
mk mk

≤ + ≤ +
− −

.                   (5) 
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由此，断定 g 是一个非常数有理函数，且
2

1
mkdegg

mk
≤

−
。 

下面，分两种不同的情形进行讨论。 
情形 1 当 2k ≥ ， 1m ≥ 时。然后再分两种不同的情形讨论。 

情形 1.1 当 1m ≥ ， 2k = 时，即
4 4

2 1
mdegg

m
≤ ≤

−
。 

情形 1.1.1 1m = 。由(5)式，可得 ( ) ( ), 4 log ,T r g r S r g≤ + ，所以 4degg ≤ ，再分两种情形讨论。 
情形 1.1.1.1 4degg = ，因为 g 的所有零点重数至少为 2，所以断言 g 至多有两个不同的零点。当 g

只有一个零点，设 ( ) ( )2g z A z α= − ，其中 A 是非零常数，那么 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 4 212 12n nn ng z ag z A z A z z A zα α α α − ′′ − = − − − = − − − ， 

显然， ng ag′′ − 有 4 2 6 2m + = > 个不同的零点，矛盾。 
当 g 有两个不同的零点时，由 1 2n m≥ + ≥ ，即 3n ≥ ，由 1m = ， 2k = 并结合 (5)式，有

( ) ( ), 2 log ,T r g r S r g≤ + ，这与 4degg = 矛盾。 

若 2n = ，记 ( ) ( ) ( )2 2
1 2g z A z zα α= − − ，A 是非零常数且 1 2α α≠ 。设 ( ) ( )( )1 2

1z
B z z

ψ
α α

=
− −

，其中

2B A= 。那么
( )2

2
4

2 6 a
g ag

ψ ψ ψ
ψ

′′ ′− + −
′′ − = 。显然， 2g ag′′ − 与 ( )22 6 aψ ψ ψ′′ ′− + − 有相同的零点。 

由 ( )zψ 知， ( ) ( )
( ) ( )2 2

1 2

1P z
z

z z
ψ

α α
′ =

− −
， ( ) ( )11 2

1 2P z z
B

α α= − − +   ；且 ( ) ( )
( ) ( )3 3

2

2

1

P z
z

z z
ψ

α α
′′ =

− −
， 

其中 ( )2P z 是 2 2degP ≤ 的多项式。 
由以上几式整理可得， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 1
2

2 1
4 4 4 4

1 2 1 2

2 6
2 6

B P z P z q z
z z z z

z z z z
φ ψ ψ ψ

α α α α

− +
′′ ′= − + = =

− − − −
，        (6) 

其中 ( )1q z 是 1deg 2q ≤ 的多项式。显然， aφ − 至少有两个不同的零点。假设 aφ − 仅有两个不同的零点 1β ， 

2β ，设 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2
1 2

4 4
1 2

l lC z z
z a

z z

β β
φ

α α

− −
− =

− −
，其中C 是非零常数，且 1 2 8l l+ = 。所以 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 21 1
1 2 2

5 5
1 2

l lC z z q z
z

z z

β β
φ

α α

− −− −
′ =

− −
，                          (7) 

其中 ( )2q z 是 2deg 2q ≤ 的多项式。 
由(6)式，可得 

( ) ( )
( ) ( )

3
5 5

1 2

q z
z

z z
φ

α α
′ =

− −
，                              (8) 

其中 ( )3q z 是 3deg 3q ≤ 的多项式。 
注意到 1α 、 2α 与 1β 、 2β 是不同的，由(7)和(8)式，有 1 2 32 deg 3l l q+ − ≤ ≤ ，那么 1 2l l+ 5≤ ，这与

1 2 8l l+ = 矛盾。 
因此， aφ − 至少有三个不同的零点，即 ( ) ( )2g z ag z′′ − 至少有3 1mk= + 个不同的零点，矛盾。 
情形 1.1.1.2 3degg ≤ 。因为 g 的所有零点重数至少为 2 ，那么可知 g 只有一个零点，假设
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( ) ( )1
3g z A z c= − ，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

1
3 1

1 1 16 6n nn n ng z ag z A z c aA z c z c A aA z c − ′′ − = − − − = − − −  。显然，
ng ag′′ − 有 3 2 5 2m + = > 个不同的零点，矛盾。 

情形 1.1.2 当 2m ≥ 时，由(5)式可知， ( ) ( ) ( )4 8, log , log ,
2 1 3

mT r g r S r g r S r g
m

≤ + ≤ +
−

，即 deg 2g ≤ ， 

如同情形 1.1.1.2 很容易得到一个矛盾。 
情形 1.2 当 1m ≥ ， 2k > 时，下面分两种情形讨论。 

情形 1.2.1 当 1m = 时，则由 (5) 式， ( ) ( ) ( ) ( )
2

, log , 2 log ,
1

kT r g r S r g k r S r g
k

≤ + ≤ + +
−

，可得

2degg k≤ + 。可知 g 只有一个零点。假设 ( ) ( )lg z A z c= − ，其中 2k l k≤ ≤ + 。那么， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ! !
! !

l k nl l k nl l kk n n nAl Alg z ag z z c aA z c z c aA z c
k k

− − − + − = − − − = − − − 
 

， 

显然， k ng ag− 有 2mk k k k+ = > 个不同的零点，矛盾。 

情形 1.2.2 当 2m ≥ 时，则由(5)式， ( ) ( ) ( ) ( )
2

, log , 1 log ,
1

mkT r g r S r g k r S r g
mk

≤ + ≤ + +
−

，于是 

1degg k≤ + 。那么 g 也只有一个零点，如同情形 1.2.1 很容易得到一个矛盾。 

情形 2 当 1k = ， 2m ≥ 时。由(5)式，有 ( ) ( ), log ,
1

mT r g r S r g
m

≤ +
+

，再分两种情形进行讨论。 

情形 2.1 当 2m = 时，那么 ( ) ( ), 2 log ,T r g r S r g≤ + ，我们断言 deg 2g ≤ ，然后再分两种情形进行讨

论。 
情形 2.1.1 当 deg 1f = 时，令 ( )g z Az B= + ，其中 0A ≠ 。所以 ( )nn ng ag A aA Az B′ − = − + 。 
显然， ng ag′ − 至少有 1 1n m mk≥ + = + 个不同的零点，矛盾。 
情形 2.1.2 当 deg 2f = 时，设 ( ) ( )( )1 1 2g z B z zα α= − − ， 1 0B ≠ 。当 1 2α α= 时，那么 

( )1 1, ,
2

N r T r g
g

 
≤ 

 
。由(5)式并且注意到 2m = ， 1k = ，有 ( ) ( ) ( ) ( )11 , , 2 log ,

2
n T r g T r g r S r g− ≤ + + 。 

所以， ( ) ( ) ( )4, log , 2 log ,
3

T r g r S r g r S r g≤ + < + ，矛盾。 

当 1 2α α≠ 时。由于 1 3n m≥ + ≥ 。若 4n ≥ ，由(5)式且 2m = ， 1k = ，则 ( ) ( ), log ,T r g r S r g≤ + ，矛

盾。 

若 3n = ，则 ( ) ( )( )1 1 2g z B z zα α= − − ，其中 1 0B ≠ 且 1 2α α≠ 。设 1 gϕ = ，则 3
3

ag ag ϕ ϕ
ϕ
′ +′ − = − 。

显然， 3g ag′ − 和 aϕ ϕ′ + 有相同的零点。设 2 2ψ ϕ= ，则ψ ϕϕ′ ′= 。于是有 ( )
( ) ( )2 2

1 2

Bz
z z

ψ
α α

=
− −

， 

其中 ( )2
11 2B B= 是非零常数。进而 ( ) ( )

( ) ( )
1
3 3

1 2

z
z

z

h

z
ψ

α α
′ =

− −
，其中 ( )1h z 是 1deg 1h = 的多项式。 

由引理 2，可知 3g ag′ − 至少有两个不同的零点，那么 aψ ′+ 至少有两个不同的零点。假设 aψ ′+ 仅

有两个不同的零点 1β 、 2β ，设 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2
1 2

3 3
1 2

l lC z z
z a

z z

β β
ψ

α α

− −
′ + =

− −
，C 是非零常数， 1 2 6l l+ = 。所以 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 21 1
1 2 2

4 4
1 2

l lC z z z

z z

h
z

β β
ψ

α α

− −− −
′′ =

− −
， 

( )2h z 是 2deg 2h ≤ 的多项式。由 ( )zψ ′ 可得， ( ) ( )
( ) ( )

3
4 4

1 2

z
z

z

h

z
ψ

α α
′′ =

− −
， ( )3h z 是 3deg 2h ≤ 的多项式。 
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注意到 1α 、 2α 与 1β 、 2β 是互不相同的，由以上两式，有 1 2 32 deg 2l l h+ − ≤ ≤ ，那么 1 2 4l l+ ≤ ，这

与 1 2 6l l+ = 矛盾。 
因此 aψ ′+ 至少有三个不同的零点，所以 ( ) ( )3g z ag z′ − 至少有 3 1mk= + 个不同的零点，矛盾。 
情形 2.2 当 1k = ， 3m ≥ 时。由(5)式，可得 ( ) ( ), 2 log ,T r g r S r g≤ + ，所以有 deg 1g = 。如同情形 2.1.1

很容易得到一个矛盾。 
至此，断言(2)证明完毕。 
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