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摘  要 

对称图的正则覆盖是图论于代数的重要研究内容，在多个领域有广泛的应用。本文对K6,6 − 6K2的正则覆

盖进行研究，其中覆盖变换群是S4，且保纤维自同构群的作用是2-弧传递的，应用群扩张的理论证明了

满足条件的覆盖图是不存在的。 
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Abstract 
The regular coverings of symmetric graphs are important research contents in graph theory and 
algebra, which have been widely applied in many fields. This paper studies the regular coverings of 
K6,6 − 6K2, where the covering transformation group is S4, and the action of the fiber-preserving au-
tomorphism group is 2-arc-transitive. By using the theory of group extensions, it is proved that 
there is no covering graph satisfying the conditions. 
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1. 引言 

1.1. 研究背景 

图论是离散数学的重要分支。1736 年，瑞典数学家欧拉解决了著名的柯尼斯堡七桥问题，自此拉开

了图论研究的序幕。1936 年，匈牙利数学家整理了近 200 年的图论成果，出版了第一本图论专著《有限

图与无限图理论》，这成为图论发展史上第一座里程碑。后来随着电子计算机的出现，图论得到了迅速

发展，被广泛应用于理论物理，几何学，电路设计等方面，成为数学学科的一个重要分支。 
群论起源于数学家对高阶代数方程求解问题的思考。自诞生以来，群论经历了从基础理论的构建到

现代数学中的广泛应用，再到前沿领域的深入探索的历程。在这个过程中，群论不仅为数学研究提供了

强大的工具和方法，还为其他科学领域的发展提供了重要的支撑。在现代数学中，群论的应用已经渗透

到各个分支领域。例如，在代数几何中，群论被用来研究几何对象的对称性和变换性质，为几何学的发

展提供了新的视角和方法。在拓扑学中，群论被用来研究空间的连续变换和拓扑结构，为拓扑学的研究

提供了有力的工具。 
很多数学家很早以前就将图和群作为重要的研究对象，但并没有将二者有效地结合起来。直到 1938 年，

Robort Fracht 指出：任一抽象群都是某个图的自同构群，自此拉开了用群论研究图论的序幕，见文献[1]。
1960 年以后这个领域得到了迅速的发展，如对图的点传递性，边传递性，弧传递性，有向路传递性，距

离传递性，局部本原性等的研究。此外，Cayley 图和陪集图也是应用群论来研究图论的典型例子。s-弧传

递图的研究起源于 Tutte 对 3 阶 s-弧传递图的研究。1947 年，W. T. Tutte 证明了当 5s > 时，不存在 s-弧
传递的 3 度对称图，见文献[2]，这也是群在图中的第一个精彩应用。后来，Weiss 对这一结论进行了推

广，他证明了当 8s > 时，不存在 s-弧传递图，见文献[3]。从群论的视角出发，若一个群在某个图上的作

用满足 2-弧传递性，那么该群中任意单个顶点的稳定化子群，在对于顶点处的作用必然也具备 2-弧传递

着一特征。由于该条件对于弧传递群来说是充要的。故而依托群论的理论框架，对所有的有限 2-弧传递

性传递图展开系统性的分类研究，成为一个极具挑战性且引人入胜的重要课题。澳大利亚数学家 Praeger
最先开始研究这个问题，获得了一些重要成果。 

在群论和图论的研究体系中，对于有限 s-弧传递图的分类，Praeger 教授构建了系统的理论框架，将

其划分为下述三类： 
(1) 拟本原型(Quasi-Primitive Type)：图 X 的自同构群 ( )Aut X 的中，任意一个非平凡正规子群作用于

图的点集时，具有传递性，即该正规子群可通过群作用遍历点集的所有元素，此类图归为拟本原型。  
(2) 二部图型(Bipartite Type)： ( )Aut X 的每一个非平凡的正规子群作用于点集，产生的轨道数量至多

为两个，并且至少存在一个正规子群作用在点集上恰好形成两个轨道，满足这两个条件的图属于二部图

型；  
(3) 覆盖型(Covering Type)：当 ( )Aut X 存在某个正规子群，该子群作用于点集产生的轨道数量不少

于三个时，图 X 可视为子类(1)或者(2)中某个图型中某一个图的正则覆盖，此类图称为覆盖型。 
此外，在文献[3] Praeger 还得到了一个非常重要的结论：一个非二部的弧传递图都是某个拟本原图的

覆盖图。因此为了对 2-弧传递图进行分类，首先应该考虑(G, 2)-弧传递图具有拟本原或二部的 2-弧传递

图具有极小正规子群的情况，即G 有一个非传递的极小正规子群 K ，使得关于 K-轨道是拟本原的或者二
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部的 2-弧传递图。因为完全图 nK ，完全二部图 ,n nK 以及去掉一个匹配的完全二部图 , 2n nK nK− 分别是拟

本原，二部 2-弧传递图的标准例子，研究它们的 2-弧传递图能为 2-弧传递图的整体研究提供范例和基础。 
近年来，图的正则覆盖问题也成为了 2-弧传递图领域数学工作者非常关注的问题。研究对称图的正

则覆盖是刻画一般对称图的关键环节，有助于构造出新的 2-弧传递图，拓展 2-弧传递图的种类，完善图

论中关于对称图的理论体系。在文献[4]中，已对完全图的正则覆盖进行了分类，覆盖变换群 K 为循环群

或
2
pZ  ( p为素数)。文献[5]将分类扩展到 K 为

3
pZ  ( p 为素数)。后来，文献[6]进一步将分类推广到覆盖变

换群为亚循环群的情形。这是第一篇关于完全图的非交换覆盖变换群的完整分类。文献[7]-[9]确定了覆盖

变换群为循环群，
2
pZ 和 3

pZ  ( p为素数))， , 2n nK nK− 的所有 2-弧传递图的正则覆盖。在文献[10]和[11]中
得到了 ,n nK 覆盖变换群为循环群和，

2
pZ  ( p为素数)的 2-弧传递的正则覆盖，得到了其完整分类。在目前

对 , 2n nK nK− 的覆盖图研究中，覆盖变换群大多是交换群，而对于覆盖变换群是非交换群的研究成果相对

较少。 

1.2. 主要结果 

本文主要对 6, 6 26K K− 的正则覆盖的分类进行研究，得到如下结论。 
定理 1 设 X 是 6, 6 26Y K K= − 的连通正则覆盖，其中覆盖变换群 K 同构于 4S ，且保纤维自同构群的

作用是 2-弧传递的，则满足条件的覆盖图 X 是不存在的。 

2. 基本概念 

本文所研究的图均为简单的，无向且连通的。对于群和图的相关基础知识，读者可以阅读参考文献

[12]-[14]。在图论研究中，对于给定图 X ，其点集，边集，弧集以及全自同构群分别记为 ( )V X ， ( )E X ，

( )A X ， ( )Aut X 来表示。 , 2n nK nK− 表示一个完全图减去一个完美匹配，该图的点集定义

( ) { } { }, 2 1, 2, , 1 , 2 , ,n nV K nK n n′ ′ ′− = ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，边集 ( ) { }, 2 ,1 ,n nE K nK ij i j i j n′ ′− = ≠ ≤ ≤ 。在图 X 中，2-弧是由

三个不同的点构成的序列 ( )20 1, ,v v v ，需满足 ( )0 1,v v 与 ( )1 2,v v 均为弧。若全自同构群 ( )Aut X 在 X 的所有

2-弧构成的集合上具有传递性，则称图 X 是 2-弧传递图。若 ( )Aut X 的子群G 在 X 的全体 2-弧组成的集

合上具有传递性，则称子群G 在 X 上是 2-弧传递的。 
接下来介绍图的划分，商图以及覆盖的相关概念。假设 X 是一个图，对其顶点集进行一个划分，设

为 p，将其分割成大小相同的m 独立集。由此得到商图 :Y X= 。其点集集是，商图Y 中两个点集

1P 和 2P 相邻，意味着在 X 中 1P 和 2P 之间至少有一条边。如果 ( )1 2P P E Y∈ 时，二者间的边集呈现匹配的特

性，则定义 X 是Y 的 m-重覆盖。此时Y 称为 X 的基图，集合 iP 称为 X 的纤维。对于图 X 中能将一个纤

维映射到另一个纤维自同构，称为保纤维的自同构。进一步，把图中所有固定每个纤维集合不变的自同

构所组成的群 K ，则称为 X 的覆盖变换群。进一步的推导可知，当图 X 是一个连通图时，覆盖变换群 K
在 X 的纤维上的作用满足半正则的特点，即对于任意的 ( )v V X∈ ，都有 1vK = 这一等式成立。特别地，

若覆盖变换群 K 在每个纤维上的作用都是正则的，则称 X 是Y 的一个正则覆盖。 
下面命题是群论中一些基本结论。 
命题 2.1 [[15] Satz 4.5]设 H 是G 的一个子群， ( )GC H 表示 H 在G 中的中心化子， ( )GN H 表示 H 在

G 中的正规化子，则商群 ( ) ( )G GN H C H 同构于 ( )Aut H 的一个子群。 
设G 是一个有限群，H G< ，且满足 ( ) 1Core H = 。设 D 是G H− 中若干 H 双陪集的并集，同时满足

1D D−= 时，可构造陪集图 ( ); ,X X G H D= 。其点集定义为 ( ) { }X X Hg g G= ∈ ，边集定义为

( ) { }1
1 2 2 1,E X Hg Hg g g G−= ∈ 。则从定义可知，图 X 的顶点数对应 H 在G 中右陪集的个数，度数对应 H

在 D 中右陪集的个数。显然，G 在 ( )V X 上的右乘作用具有传递性，且该作用的核是 H 在G 中所有共轭
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的交。反之，任意一个点传递图都与某一个陪集图是同构的，相关内容可参考文献[16]。 
另外，对于有限群G ，若 L 和 R 均为G 的子群，D 是 R 和 L 在G 中若干双陪集图的并(即 i iD Rd L=  )。

用 [ ]:G L 和 [ ]:G R 来分别表示G 关于 L 和 R 的陪集数，此时可定义一个双陪集图 ( ), , ;X G L R D= ，它的

点集为 ( ) [ ] [ ]: :V X G L G R=  ，边集为 ( ) { }, ,E X Lg Rdg g G d D= ∈ ∈ 。该图就称作G 关于 L ，R 和 D 的

双陪集图，具体可见文献[17]。 
命题 2.2 [17] 引理 2.3、2.4 
(i) 双陪集图 ( ), , ;X B G L R D= 是连通的当且仅当G 可由 1D D− 生成。 
(ii) 设 Y 是一个双陪集图，它的两个部集分别为 ( )U Y ， ( )W Y 。则 ( ) ( ) ( )V Y U Y W Y=  。设

( )G Aut Y≤ ，并且 G 在 Y 的两个部集U 和W 上的作用是传递的。设 ( )u U Y∈ 和 ( )w W Y∈ ，并且设

( ){ }1
gD g G w Y u= ∈ ∈ ，则 D 是 wG 和 uG 在G 中的若干双陪集的并，且有 ( ), , ;u wY B G G G D≅ ，特别地，

对于任意的 ( )uw E Y∈ ，若 uG 在u 这个点的邻域上的作用是传递的，则 u wD G G= 。 

3. K6,6 − 6K2 的正则覆盖 

在这一节我们证明定理 1，即基图 6, 6 26Y K K= − ，X 是Y 的一个连通覆盖，其中覆盖投影为 :p X Y→ ，

且覆盖变换群 K 同构于 4S ，保纤维的自同构群的作用是 2-弧传递的。下面我们证明定理 1。 
定理 1 设 X 是 6, 6 26Y K K= − 的连通正则覆盖，其中覆盖变换群 K 同构于 4S ，且保纤维自同构群的

作用是 2-弧传递的，那么满足条件的覆盖图 X 是不存在的。 
证明 设基图 6, 6 26Y K K= − ，则 ( ) 26Aut Y S Z≅ × 。设覆盖变换群为 K ，则 4K S≅ 。显然， ( ) 4Aut K S≅  

且 ( ) 1Z K = 。 

6A 作为 6 元集合上的偶置换群，其置换作用能自然对应基图Y 中对应的两个顶点集内部的对称变换，

保持图的二分结构。 6A 是单群，没有非平凡的正规子群，结构比较特殊。在覆盖空间中，提升群需能保

持覆盖的连通性和对称性， 6A 的置换作用具有传递性恰好满足这一条件。所以对于基图Y ，考虑 6A 的提

升。设 ( )6G A Aut Y≅ ≤ ，G 为G 的提升，即 6G K G A= ≅ 。由于 ( ) 1Z K = ，故有 ( ) 1GC K K =


 。又由

引理 2.1 可知： 

( ) ( ) 4GG C K Aut K S≤ ≅

 。 

因此， ( ) 1GC K ≠


。由第二同构定理可知 

( ) ( ) ( ) ( )1 G G G GC K C K C K K C K K K≠ = ≅    。                     (1) 

又由于 

( )GC K K K G K



 ，                                (2) 

由(1)和(2)可得 

( ) 61 GC K G K A≠ ≅



 。                               (3) 

因为 6A 是单群，所以由(3)可得 ( ) 6GC K A≅ 。因此 ( )GG C K K= ×

 。 
设 ( ) { } { }1,2,3,4,5,6 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6V Y ′ ′ ′ ′ ′ ′=  ， ( ) { },1 , 6E Y ij i j i j′ ′= ≠ ≤ ≤ 。由于 ( ) 6GC K A≅



，可把

( )GC K 等同于 6A 。下面我们要找 6A 的生成元。在 ( )GC K 中，因为 6A 的在 6 个点上是传递的，所以它的

点稳定子群是 5A 。因此设 

( )23456x = ， ( )( )23 45y = ， 

则 x ， y 固定点 1，在其他五个点上是传递的，接下来我们只需另外找一个点 b ，能够将点 1 传递到
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其他点上，所以可设 

( )( )16 2543b = ， 

则 x ，y ，b 即为 6A 的生成元，并且我们可以得到 ,FG x y K= × ，其中 F 是点 1 的纤维。任取u F∈ ，

则可得 : ,uL G x y= =


 ，又因为 F FG G ′=  ，其中 F ′是点1′的纤维，所以可以可得 : ,R x y= 。 
由引理 2.2 可知，覆盖图 X 一定同构于某一个双陪集图 ( ), , ;X B G L R D′ =  ，其中 D RbkL= 且 k K∈ ，

并且双陪集图 D 的两个部集分别为： 

{ } { }0,1,2,3,4;iU Lk k K Lbx k i k K′ = ∈ = ∈

 ， 

{ } { }0,1,2,3,4;iW Rk k K Rbx k i k K′ = ∈ = ∈

 。 

同时， X ′要满足下列两个条件： 
(1) ( ) 5d X ′ = ： 
因为 L 包含点 Rbk 的次轨道长为 5，则 y 必固定点 Rbk ，即 Rbky Rbk= ，则 1 1Rbkyk b R− − = ，进而有

1 1 1bkyk b yb R− − −= ∈ ，显然成立。 
(2) 连通性： 
由于 

( )1
6, , , , , ,bk bk b b

GD D x y x y x y x y A C K G− = = ≤ ≅ <


   

由命题 2.2 (i)可知，此时 1D D G− <  ，G 不能由 1D D− 生成，所以双陪集图 X ′是不连通的。故而满

足条件的覆盖图 X 是不存在的。 

4. 结语 

本论文主要利用群扩张理论来讨论基图的自同构子群的提升，最后得到结论： 6, 6 26K K− 的正则覆盖

图是不存在的，其中覆盖变换群为 4S ，且保纤维的自同构群的作用是 2-弧传递。这个方法能够有效应用

于确定小阶数对称图的循环和初等交换正则覆盖，为深入理解小阶数对称图的结构和性质提供了新的视

角。此外该方法还为探索覆盖变换群是其他对称群时的正则覆盖提供理论参考。 6, 6 26K K− 是较为典型的

高对称性图， 4S 属于“小阶数”非交换群，对于 , 2n nK nK− ，当 n 取更大的数值时，覆盖变换群是非交换

群的分类问题尚未得到完全分类。而将此方法应用 n 更大的情形中有待解决的问题有： 
(1) 群的结构会更复杂： n 变大， , 2n nK nK− 对称群和交错群的阶数也会相应地增加，内部结构也会

很复杂，不像小阶数群的结构那么清晰，可能没有办法直接套用低阶的方法进行分析。 
(2) 陪集图的构造和验证会更难：当 n 变大，陪集图的生成元不好找。陪集图存在性的各种条件，例

如度数，连通性这些条件验证会更加复杂，可能需要应用更多群论中的其他知识和计算来解决。 
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