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摘  要 

柱壳法是计算旋转体体积的重要方法之一，而且在物理学等多个领域也具有广泛的应用。对柱壳法的原

理及其应用进行系统分析，不仅有助于学生深入理解并熟练运用该方法，还能有效培养学生数学建模能

力，提升其运用数学知识解决实际问题的能力。更为重要的是，这种分析能够激发学生对高等数学的学

习兴趣，为他们进一步学习数学知识提供动力。 
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Abstract 
Cylindrical shell method is one of the important methods for calculating the volume of a body of 
revolution, and it is also widely used in many fields such as physics. A systematic analysis of the 
principle and application of the cylindrical shell method not only helps students to deeply under-
stand and skillfully apply the method, but also effectively cultivates students’ mathematical model-
ing ability and improves their ability to use mathematical knowledge to solve practical problems. 
More importantly, this analysis can stimulate students’ interest in learning advanced mathematics 
and provide motivation for them to further learn mathematical knowledge. 
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1. 引言 

旋转体体积计算是定积分应用的重要内容，而柱壳法作为一种重要求解方法，具有独特的理论价值

和实践意义[1]。该方法对以下两种情形展现出显著优势：其一。当旋转轴与积分变量垂直时；其二，当

需要借助反函数确定边界方程时。与传统的切片法相比[2]，柱壳法能有效简化积分运算。从几何角度来

看，该方法采用薄圆柱壳作为体积元素，特别适用于处理径向分布不均匀的旋转体问题，如半径变化剧

烈或横向延伸范围较大的情形。通过沿横向维度进行积分运算。柱壳法能大幅降低计算复杂度，提高求

解效率。 
柱壳法的应用领域十分广泛：在几何学中，它不仅可用于计算旋转体体积，还能求解旋转体的侧面

积；在物理学领域，柱壳法的应用更为广泛，涉及流体动力学中的流速计算[3]、刚体力学中的转动惯量

求解[4]，以及电磁场理论、热传导分析等多个重要研究方向。 
然而值得关注的是，在当前高等数学的教学体系中，柱壳法尚未获得应有的重视。该方法仅以课后

习题的形式用于计算旋转体的体积[2]，缺乏系统的理论阐述和实际应用示范。这种教学安排不仅削弱了

学生对元素法统一性的理解，也不利于培养他们的跨学科应用能力。因此，有必要重新审视柱壳法的教

学价值，深入探讨其原理及应用，以帮助学生全面掌握这一方法，进而提升其跨学科应用能力。 

2. 柱壳法的理论基础 

本柱壳法是一种专门用于处理与旋转体相关问题的数学方法，是元素法的一种特殊应用形式。作为

元素法在旋转体问题中的具体实现，该方法不仅适用于旋转体的体积、侧面积等几何量的计算，还可广

泛应用于与旋转体相关的物理量的求解。 
其数学原理可表述为：将旋转体沿轴向分割为无限多个同轴薄圆柱壳(空心圆柱壳)，将目标量表示为

各微元柱壳对应量的积分和。具体实施过程严格遵循微积分的基本步骤：分割→近似→求和→取极限。 
以曲线 ( )y f x= 及直线 ( ), 0x a x b a b= = < < 与 x 轴所围平面区域绕 y 轴旋转形成的旋转体为例(见

图 1 所示)，设所求量为U ，其计算过程可严格表述为： 
分割：将区间 [ ],a b 划分为 n 个子区间 [ ] [ ] [ ]0 1 1 2 1, , , , , ,n nx x x x x x− ，其中 0 , nx a x b= = 。对应旋转体被

分割为 n 个薄圆柱壳，每个薄圆柱壳上的部分目标量记为 iU∆ ，则 

1

n

i
i

U U
=

= ∆∑  

近似：部分量 iU∆ 的近似值可表示为 ( )i ig xξ ∆ ，即 

( )i i iU g xξ∆ ≈ ∆  

其中函数 ( )g x 是与母线方程 ( )y f x= 相关的径向分布函数， iξ 是区间 [ ]1,i ix x− 内任一点。 
求和： 

( )
1 1

n n

i i i
i i

U U g xξ
= =

= ∆ ≈ ∆∑ ∑  

取极限：当分割无限细化时，得到定积分表达式 
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( ) ( )
0 1

lim
nb

i ia
i

U g x dx g x
λ

ξ
→ =

= = ∆∑∫  

在实际应用中，关键在于确定合适的微元表达式 ( )dU g x dx= 。需要特别说明的是，图 1 中阴影部

分并不总是看作薄圆柱壳，有时需要被视为圆台模型进行更精确的近似。 
 

 
Figure 1. Shell method 
图 1. 柱壳法 

3. 柱壳法在几何学中的应用 

3.1. 计算旋转体体积 

定理 1. (绕 y 轴旋转体积公式)设平面区域连续曲线 ( )y f x= 及直线 ,x a x b= = 与 x 轴围成，见图 2，
其中 0 a b≤ < 。则该平面图形绕 y 轴旋转一周所得旋转体的体积为 

( )2
b

y a
V xf x dxπ= ∫                                    (1) 

证明：任取小区间 [ ] [ ], ,x x x a b+ ∆ ⊂ ，设该区间对应的曲边梯形绕 y 轴所形成的旋转体体积 V∆ 。由

积分中值定理，存在 [ ],x x xξ ∈ + ∆ ，使得该区间上曲边梯形的面积等于以区间长度为底，高为 ( )f ξ 的矩

形(见图 2 中阴影部分)的面积。将该阴影矩形绕 y 轴旋转形成一个柱壳体(见图 3 中阴影部分)，则 V∆ 的

近似值等于该柱壳体的体积，即： 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 2V x x x f x f x f xπ π ξ π ξ π ξ ∆ ≈ + ∆ − = ∆ + ∆   

由于 ( )( )2f xπ ξ ∆ 是比 x∆ 高阶的无穷小，且 ( ) ( )( )0f f x xξ → ∆ → ，因此体积元素为 

( )2dV x f dxπ ξ=  

因此平面区域绕 y 轴所得旋转体的体积为 

( )2
b

y a
V xf x dxπ= ∫  

证毕。 
 

 
Figure 2. Integral mean value theorem  
图 2. 积分中值定理 
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Figure 3. Shell method for volumes of revolution 
图 3. 柱壳法计算旋转体体积 

 
定理 2. (绕 x 轴旋转体积公式)设平面区域连续曲线 ( )x g y= 及直线 ,y c y d= = 与 y 轴围成，其中

0 c d≤ < 。则该平面图形绕 x 轴旋转一周所得旋转体的体积为 

( )2
b

x a
V yf y dyπ= ∫                                   (2) 

应用示例 
例 1. 求曲线 ( )sin 0y x x π= ≤ ≤ 与 x 轴所围区域绕 y 轴旋转所得旋转体的体积。  
解：为了比较柱壳法与切片法孰优孰劣，我们分别用两种方法求解该例题。 
(1) 柱壳法：平面图形见图 4 所示。直接利用公式(1)： 

[ ] 2
00

2 sin 2 cos sin 2V x xdx x x x
π ππ π π= = − + =∫  

(2) 切片法：旋转体可以看成是曲线 arcsinx y= 与 x 轴围成的平面图形与曲线 arcsinx yπ= − 与 x 轴

围成的平面图形(见图 5)分别绕 y 轴旋转而成旋转体体积之差，因此 

( )

( ) ( ) ( )

2 2
0 0

1 1
2 2 2 2 2

00

3 3
2

2

arcsin arcsin

arcsin 2 1 arcsin 2 arcsin 2 1 arcsin 2

2 2 2
4 4

2

V y dy ydy

y y y y y y y y y y y

π π
π π π

π π

π ππ π π

π

= − −

 = + − − + − − + − −  

   
= + − − −   
   

=

∫ ∫

 

切片法的积分过程涉及反三角函数平方的积分，计算过程较为复杂。 
比较两种解法可见，柱壳法不仅公式简洁，计算过程也更为简便，充分体现了其在求解此类旋转体

体积问题中的优势。 
 

 
Figure 4. Shell method for volumes of solid 
generated by y = sin x revolving y axis  
图 4. 柱壳法求 y = sin x 绕 y 轴旋转体体积 
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Figure 5. Disk method for volumes of solid gen-
erated by y = sin x revolving y axis  
图 5. 圆盘法求 y = sin x 绕 y 轴旋转体体积 

 

 
Figure 6. Shell method for volumes of solid gener-
ated by y = 2x2 − x3 revolving y axis  
图 6. 柱壳法求 y = 2x2 − x3绕 y 轴旋转体体积 

 
例 2. 求曲线 2 32y x x= − 与 x 轴所围区域绕 y 轴旋转所得旋转体的体积。 
解：平面区域见图 5，解方程 2 32 =0x x− 可得与 x 轴交点为 ( )0,0 和 ( )0,2 ，由公式(1) 

( )2 2 3
0

162 2
5

V x x x dxπ π= − =∫  

由于 2 32y x x= − 反函数的求解极其复杂，切片法难以实施，而柱壳法则可避免这一问题，使计算更

加简便。 

3.2. 计算旋转体侧面积 

定理 3. 设平面区域由连续曲线 ( )y f x= 及直线 ,x a x b= = 与 x 轴围成，见图 7，其中 0 a b≤ < 。该

平面区域绕 y 轴旋转一周所得旋转体的侧面积为 

( ) 2
2 1

b

a
A x f x dxπ ′= +   ∫                                  (3) 

证明：任取小区间 [ ] [ ], ,x x x a b+ ∆ ⊂ ，该区间对应柱壳(见图 7 阴影部分)在旋转体侧面截下一条狭带

(见图 8 阴影部分)。当 x∆ 很小时，狭带的面积 A∆ 近似等于上半径为 x ，下半径为 x x+ ∆ ，母线长为

( ) ( )2 2x y∆ + ∆ 的圆台的侧面积，见图 7，即： 

( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )2 2 2 22A x x x x y x x x yπ π∆ ≈ + ∆ + ⋅ ∆ + ∆ = + ∆ ⋅ ∆ + ∆    

进一步化简得 

[ ]
2

2 1 yA x x x
x

π ∆ ∆ ≈ + ∆ ⋅ + ⋅∆ ∆ 
 

由于 

( )
0

lim
x

y f x
x∆ →

∆ ′=
∆
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因此，侧面积的面积元素为 

( ) 2
2 1dA x f x dxπ ′= +     

从而，平面区域绕 y 轴旋转一周所得旋转体的侧面积为 

( ) 2
2 1

b

a
A x f x dxπ ′= +   ∫  

证毕。 
 

 
Figure 7. Differential triangle  
图 7. 微分三角形 

 

 
Figure 8. Shell method for area of a surface of revolution  
图 8. 柱壳法计算旋转体侧面积 

 
例 3. 求曲线 ( )2 0y x x= ≥ ，直线 1y = 与 y 轴围成的图形(见图 9)绕 y 轴旋转一周所得旋转体的侧面

积。 
解：与例 1 类似，我们分别采用柱壳法和切片法这两种方法求解侧面积。 
(1) 柱壳法：见图 9 所示，旋转体可视为由 [ ]0,1x∈ 区间内的曲线绕 y 轴旋转形成。由于 2y x= ，

2y x′ = ，代入公式(3)可得： 

( )
3
2

1
1 2 2
0

0

5 5 12 1 4 1 4
6 6

A x x dx yππ π−
= + = + =∫  
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Figure 9. Shell method for area of surface generated 
by y = x2 revolving y axis  
图 9. 柱壳法求 y = x2绕 y 轴旋转体的侧面积 

 

 
Figure 10. Disk method for area of surface generated 
by y = x2 revolving y axis  
图 10. 切片法求 y = x2绕 y 轴旋转体的侧面积 

 
(2) 切片法：切片法计算侧面积的公式为[5]： 

( )
2

2 1
b

a

dxA f y dy
dy

π
 

= +  
 

∫                              (4) 

见图 10 所示，将旋转体沿 y 轴方向切片平面图形。由 2y x= 可得 x y= ，则
1

2
dx
dy y

= ，带入(4)式

有 

( )
3
2

2 1
1 1

0 0
0

1 5 5 12 1 1 4 1 4
6 62

A y dy ydy y
y

ππ π π
  −

= + = + = + =  
 

∫ ∫  

两种方法计算结果一致。但柱壳法的积分过程更为简洁，体现了其在处理此类问题时的优势。 

4. 柱壳法在物理学中的应用 

4.1. 泊肃叶定律 

泊肃叶定律最早由法国生理学家泊肃叶于 1842 年在研究血液流动时提出，后由德国科学家魏德曼于

1852 年完成理论推导。该定律描述了不可压缩粘性流体在水平圆管中的稳态层流运动。 
考虑不可压缩粘性流体(如血液)在半径为 R 、长度为 L 的水平圆柱形管道中的自左向右流动，见图

11。由于粘滞阻力的作用，流速 ( )v r 随半径 r 变化，在管壁处流速为零，即 ( ) 0v R = ；最大流速出现在管

轴中心，即 0r = 。在半径为 r 的圆柱面上，受到的粘滞阻力为 
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2 dvf rL
dr

η π= −  

其中η为粘滞系数；负号是因为粘滞阻力的方向与流速 v的方向相反。为了维持流动，液体两端必须有压

强差，在半径 r 处产生的压力差为 

( ) 2
2 1 2F P P rπ= −  

在稳定流动时，液体水平方向所受合力为零，即 

( ) 2
1 2 2 d vP P r rL

d r
π η π− = −  

整理可得 

1 2

2
P Pd v rd r

Lη
−

= −  

上式两边积分，可得 

21 2

4
P Pv r C

Lη
−

= − +  

当 r R= 时 0v = ，因此 21 2

4
P PC R

Lη
−

= ，最终得到速度的径向分布 

( )2 21 2

4
P Pv R r

Lη
−

= −  

由上述速度分布方程可知，流体速度 v 具有以下重要特征：流速分布不随时间变化；流体呈现分层流

动状态，这种流速分布导致不同半径处的流体具有不同的运动状态，相同半径圆柱面上流速相等，见图

11。因此流量计算必须采用柱壳法。假设在半径为 r ，厚度为 dr 的柱壳内，液体的流速是均匀的，并且

等于半径为 r 的层面上的流速，见图 12。那么该柱壳内的流量(即流量元素)可以表示为 

( ) ( ) ( )1 22 2 2 31 22 2
4 2

P PP PdQ v rdr R r rdr R r r dr
L L

π
π π

η η
−−

= ⋅ = − ⋅ = −  

通过该柱壳层的体积流量为 

( ) ( ) ( )4
1 2 1 22 3

0 0 2 8
R R P P R P P

Q dQ R r r dr
L L

π π
η η
− −

= = − =∫ ∫  

 

 
Figure 11. Velocity distribution  
图 11. 流速分布 
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Figure 12. Shell method for volumetric flow rate  
图 12. 柱壳法计算流速 

 
综上所述，可得哈根–泊肃叶定律：在刚性水平圆管内，不可压缩的层流粘性液体的流量与圆管两

端的压强差成正比，与圆管半径的四次方成正比，与圆管的长度成反比。 

4.2. 刚体转动惯量的柱壳法计算 

在物理学中，质量为 M 的质点绕与其距离为 r 的轴旋转时，其转动惯量为： 
2I r M=  

对于刚体而言，由于其由无数个质点组成，因此需要通过积分来计算其转动惯量： 
2

0

R
I r dM= ∫                                       (6) 

其中 dM 是质量元素， r 是质量元素 dM 到旋转轴的距离。 
例 4. 求密度为 ρ 的均匀球对于过球心的一条轴的转动惯量。 
解：取球心为坐标原点，将旋转轴 l 作为 z 轴。设球的半径为 a ，则球的方程为： 

2 2 2 2x y z a+ + ≤  

图 13 展示了球在第一卦限的部分。以 z 轴为中心，将球分割成无数个薄圆柱壳，x 轴上的区间 [0, ]a
也相应地被分割为无数个小区间。任取一小区间 [ ] [ ], 0,x x dx a+ ⊂ ，该区间对应的柱壳的半径为 x ，厚度

为 dx ，高为 2 2z a x= − ，则其体积为 
2 22dv x a x dxπ≈ − ⋅  

因此，对应柱壳的质量为 

2 22dM dv x a x dxρ πρ= ≈ − ⋅  

从而转动惯量元素 
2 3 2 22dI x dM x a x dxπρ= = − ⋅  

于是，由对称性，球的转动惯量 3 2 2 5 2
0 0

8 22 4 =
15 5

a a
I dI x a x dx a Maπ ρ πρ= = − ⋅ =∫ ∫ 其中 34

3
M aπ ρ=

是球的质量。 
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Figure 13. Shell method for moment of inertia  
图 13. 柱壳法计算转动惯量 

 
注：该例题源自文献[2]第 168 页的例 6，其中使用三重积分中的球坐标系来计算球的转动惯量，属

于选讲内容。显然，利用柱壳法计算转动惯量比文献[2]中使用三重积分的方法更为简洁高效。 
柱壳法不只用于流体力学和转动惯量，还在电磁学、热力学、引力场等多个领域有着广泛的应用。 

5. 结论 

柱壳法作为一种重要的积分应用方法，具有极为广泛的适用性。它不仅在几何领域中用于计算旋转

体的体积和侧面积，还在物理学中用于计算转动惯量、液体流量等。此外，在电磁学、热力学、引力场等

多个领域，柱壳法也发挥着重要作用。 
柱壳法的优势在于其广泛的适用性和灵活性。它不仅适用于几乎所有标准的旋转体，还能有效处理

由形状不规则或边界复杂的平面区域旋转而成的旋转体。由于无需求解反函数，柱壳法可以显著简化计

算过程，甚至将复杂的三重积分简化为单积分，从而提高计算效率。 
然而，柱壳法并非旨在取代其他计算方法，而是与其他方法相互补充，丰富了数学计算的工具箱。

在实际应用中，柱壳法可以与其他方法结合使用，以进一步提升计算效率和准确性。 
在高等数学教学中，柱壳法不仅有助于培养学生的空间想象力，还能在解决实际问题、提高数学建

模能力以及理解物理现象等方面发挥重要作用。它为学生提供了一种直观且高效的方法，帮助他们更好

地掌握复杂的数学和物理概念。 
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