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摘  要 

向量变分不等式作为重要的数学工具，在交通、能源与资源调度等领域中具有广泛应用。本文针对一类

有限维空间上的经典向量变分不等式，借助KKM原理证明了在不同条件下其解的存在性，并将该模型应

用于城市地铁多线路调度优化问题。 
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Abstract 
The vector variational inequality, as an important mathematical tool, has found wide applications 
in fields such as transportation, energy, and resource scheduling. This paper investigates a class of 
classical vector variational inequalities defined in finite-dimensional spaces. By employing the KKM 
principle, we establish the existence of solutions under various conditions. Furthermore, we apply 
the proposed model to optimize the scheduling of multiple lines in an urban subway system. 
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1. 引言 

1.1. 研究背景 

变分不等式是优化理论和非线性分析中的重要课题。1933 年，Signorini [1]在研究线性弹性体和刚性体

的无摩擦问题时，首次导出了变分不等式问题。1966 年，Stampacchia 等[2]首次在有限维空间中提出了第

一个变分不等式，称为 Hartman-Stampacchia 变分不等式，该形式的变分不等式是指：寻找 x K∗ ∈ ，满足 

( ) , 0,F x y x y K∗ ∗− ≥ ∀ ∈  

其中 : nF K →  是一个映射，K 是 n
 空间上的非空闭凸子集。此后经众多学者的研究、拓展、创新和延

伸，变分不等式进一步发展。 
向量变分不等式作为变分不等式的重要分支，其概念始于 1980 年，Giannessi [3]在有限维欧式空间

首次引入：设 K 是 n
 中的非空闭凸子集， : n mF →  为连续向量值映射，C 是 n

 中闭凸锥，找到 x K∗ ∈

使得 

( ) ( ) int ,TF u v u C v K− ∉− ∀ ∈  

其中 int C 是锥C 的内部。此后，大量学者对向量变分不等式开展了广泛而深入的研究。 
向量变分不等式解的存在性是所研究的基本问题之一。1992 年，Chen [4]在凸假设下研究了向量变

分不等式解的存在性，并对一类特殊的向量变分不等式，在不考虑凸性的假设条件下，得到了向量变分

不等式解的存在性。2001 年，Chen 等学者[5]研究了在凸锥拟函数假设下的两种广义向量变分不等式，利

用非标准化方法和不动点定理，得到了向量变分不等式的存在性。2005 年，Li 等学者[6]研究了一类具有

广义向量变分不等式解的存在性。 
向量变分不等式不仅在理论层面丰富了变分不等式与多目标优化之间的联系，更为复杂系统中的

冲突目标建模提供了统一框架。通过引入锥偏序结构，向量变分不等式能够自然刻画多个目标函数之

间不可比的偏好关系，尤其适用于多目标决策、非合作博弈与资源调度等问题，具体参见[7]-[9]。在多

目标优化与决策分析问题中，决策者往往需要权衡多个相互冲突的目标，如成本最小化、效率最大化、

公平性等。向量变分不等式可通过引入偏序关系，将多目标优化问题转化为向量变分不等式，从而寻

找非支配解。博弈论与均衡问题中，常涉及多个决策者的策略交互。向量变分不等式可用于描述多主

体竞争或协作下的均衡状态，如在交通网络均衡问题汇中不同出行者的路径选择行为如何影响整体拥

堵。 

1.2. 本文主要工作 

本文的主要工作是证明向量变分不等式的存在性，并给出向量变分不等式该性质实际应用。 
第一章介绍了向量变分不等式及其存在性的研究背景。 
第二章给出本文用到的常用符号，基本概念和引理。 
第三章以两个定理的形式介绍向量变分不等式在不同条件下的存在性。 
第四章介绍了向量变分不等式在车辆资源调度问题的实际应用。 
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2. 预备知识 

在本文中 n
 表示有限维的欧几里得向量空间，|| ||⋅ 表示 n

 空间上的范数，K 是 n
 中的非空闭凸子

集，K 的内部和凸包分别用 int K 和 K 表示，“→”表示强收敛， ,⋅ ⋅ 表示 m n m× →   的双线性映射。 
定义 2.2 [10]：设C 是向量空间V 中的集合，如果满足 

, 0,x C x Cλ λ∀ ∈ ∀ ≥ ∈  

则称集合C 为锥。 
定义 2.3 [10]：若给定一个集合 nC ⊆  ，则所有包含C 的凸集的交集称为集合C 的凸包，记作 co C ，

等价地表示为 

1 1
, 0, 1, ,

k k

i i i i i
i i

co C x x C kλ λ λ +

= =

 = ∈ ≥ = ∈ 
 
∑ ∑   

即C 中所有有限凸组合生成的集合。 
此外，我们回顾将用于证明向量变分不等式存在性的重要结果：KKM 原理。 
引理 2.4 [11]：设 K 是 Hausdorff 拓扑向量空间V 中的非空子集，若 ( ):G K P V→ 是一个集值映射且

满足如下条件： 
(1) G 是一个 KKM 映射，即对于任意{ }1 2, , , nv v v K⊂ ，其凸包 { } ( )1 2 1, , , n

n i ico v v v G v=⊂  ； 
(2) 对任意 v K∈ ， ( )G v 是在V 上的闭集； 
(3) 对某些 0v K∈ ， ( )0G v 是V 上的紧集。 
则 ( )v K G v∈ ≠ ∅ 。 

3. 向量变分不等式解的存在性 

设 K 是 n
 中的非空闭凸子集， : mF K →  为连续向量值映射，C 是 m

 中闭凸锥。本文考虑如下形

式的经典向量变分不等式(VVI)：找到 x K∗ ∈ 使得 

( ) , int ,F x y x C y K∗ ∗− ∉− ∀ ∈                               (1) 

下面给出关于该向量变分不等式的存在性证明。 
定理 3.1：设 K 是 n

 中的非空闭凸有界子集， : mF K →  为连续向量值映射，C 是 m
 中具有非空

内部的闭凸锥，则存在 x K∗ ∈ 是 VVI 的一个解。 
证明：考虑集值映射 ( ):G K P K→ 定义如下 

( ) ( ){ }: , int ,G y x K F x y x C y K= ∈ − ∉− ∀ ∈                        (2) 

我们利用 KKM 原理证明解的存在性。 
首先证明对于任意{ }1 2, , , ny y y K⊂ ，其凸包 { } ( )1 2 1, , , n

n i ico y y y G y=⊂  。我们采用反证法证明，

假设存在 { }1 2, , , nx co y y y=  但 ( )1
n
i ix G y=∉ 。因此 x 可表示为 

1 1, 0, 1n n
i i i ii ix yλ λ λ

= =
= ≥ =∑ ∑  

那么 

( ) ( ) ( )1 1, , , 0n n
i i i ii iF x x x F x y x F x y xλ λ

= =
− = − = − =∑ ∑  

而 ( )1
n
i ix G y=∉ ，由(2)可知 

( ) , int ,iF x y x C− ∈−  
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由C 的凸性可知 int C− 为凸，则 

( )1 , int ,n
i ii F x y x Cλ

=
− ∈−∑  

与 0 int C∉ 矛盾，因此条件成立。 
其次证明对 y K∈ ， ( )G y 是在 K 上的闭集，即对于 ( )G y 上任意收敛序列{ }nx 满足 n →∞时 nx x→ ，

有 ( )x G y∈ 。由 ( )nx G y∈ ， 

( ) , intn nF x y x C− ∉− ， 

而根据向量值映射 F 及内积的连续性，当 n →∞时下式成立 

( ) ( ), , .n nF x y x F x y x− → −  

由于C 是具有非空内部的闭凸锥，可说明 int C− 是开集，若 ( ) , intF x y x C− ∈− ，则存在 N 使得对 n N≥

时， 

( ) , int ,n nF x y x C− ∈−  

与 ( )nx G y∈ 矛盾，故 ( ) , intF x y x C− ∉− ，即 ( )x G y∈ ，因此条件成立。 
此外， K 是有界集，故 ( )G y K⊆ 是有界集，同时 ( )G y 是闭集，因此 ( )G y 是紧集。 
最后，由引理 2.5 可知 

( )x K G y∈ ≠ ∅  

即存在 x K∗ ∈ ，使得 

( ) , int , ,F x y x C y K∗ ∗− ∉− ∀ ∈  

因此向量变分不等式 VVI 的解存在。 
定理 3.2：设K 是 n

 中的非空闭凸子集， : mF K →  为连续向量值映射，C 是 m
 中具有非空内部的

闭凸锥，若存在 0x K∈ 满足强制性条件，即存在 0r > ，使得对任意 x K∈ 当 x r> 时有 ( ) 0, intF x x x C− ∈ ，

则存在 x K∗ ∈ 是 VVI 的一个解。 
证明：对于任意正数 0R > ，定义有界闭凸子集： 

( )0,RK K B R=   

则由定理 3.1 可知在每一个 RK 上，存在一个解 R Rx K∗ ∈ ，使得 

( ) , int ,R R RF x y x C y K∗ ∗− ∉− ∀ ∈                              (3) 

下面说明解序列{ }Rx∗ 有界，我们利用反证法，假设当 R →∞时 Rx∗ → ∞，因此存在 0r > ，当 Rx r∗ >

时，由强制性条件可知，存在 0 Rx K∈ 满足 

( ) 0, int ,R RF x x x C∗ ∗ − ∈  

而 0 , R Rx x K∗ ∈ ，令 0y x= ，代入(3)有 

( )
( )

( )

0

0

0

, int

, int

, int .

R R

R R

R R

F x x x C

F x x x C

F x x x C

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

− ∉−

⇒ − − ∉−

⇒ − ∉
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推出矛盾，故解序列{ }Rx∗ 有界。因此存在一个子列，我们同样记作{ }Rx∗ ，它满足 * *
Rx x→ ，其中 x K∗ ∈ ，

接着证明该极限点 x∗是 VVI 的解，即证明 

( ) , int , ,F x y x C y K∗ ∗− ∉− ∀ ∈  

对任意的 y K∈ ，定义 ( ):R Ry P y K= ∈ ，即 Ry 为 y 在 RK 上的投影，使得 ky y→ 。因为 ,R R Ry x K∗ ∈ ，

令 Ry y= ，代入(3)有 

( ) , int .R R RF x y x C∗ ∗− ∉−  

由 Rx x∗ ∗→ ， ky y→ 以及 F 的连续性可推断 

( ) , int , ,F x y x C y K∗ ∗− ∉− ∀ ∈  

得证。 

4. 向量变分不等式的应用 

在大型城市地铁系统中，不同线路之间共享部分轨道或换乘站点，这对车辆调度存在很大挑战，往

往需要在多个目标之间进行平衡与协调。其中出行效率与能源消耗是比较重要的一环，可将其作为需优

化的两个目标。因此，我们在理想假设下进行理论建模，旨在抽象出调度系统中的目标冲突与资源约束

结构，从而利用向量变分不等式理论进行解的存在性分析与均衡性刻画。 
令 ( )1 2, , , nx x x x=  表示地铁系统中每条线路在高峰期每小时的发车频率，其中 ix 表示第 i 条线路在

高峰期每小时安排的发车次数，即调度频率。由于每条线路调度能力有限，故存在发车频率上限 max
ix ，

同时，总系统负荷不超出阈值 R ，线路会受容量限制约束。因此可设置可行集为 

max

1
: 0 , , ,

n
n

i i i i
i

K x x x x R Ax bγ
=

 = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ 
 

∑  

其中 iγ 表示第 i 条线路单位频率所需的资源负荷指标， m nA ×∈ 反映线路间换乘站及区域共线情况，
mb∈ 表示该换乘区域的最大调度负载能力。 
考虑两个调度优化目标：首先是乘客通勤时间目标函数 ( )1f x ；假设乘客平均等待时间和拥挤度随发

车频率 ix 减小，用下列凸函数近似模拟其效率损失： 

( )
( )

1
1 ,

,
n

i
ij i j

i i j Ti

f x a x x
x
β
ε= ∈

= + −
+∑ ∑  

其中 0,ε > iβ 表示第 i 条线路乘客流量规模，T 表示存在换乘关系的线路， ija 表示线路不同步时引起的换

乘延误代价。其次是系统总能量消耗目标函数 ( )2f x ，假设单位调度消耗能量 ip ，则 

( )2
1

,
n

i i
i

f x p x
=

= ∑  

于是构造向量目标函数 2:F K →  定义如下 

( ) ( )
( )

( )1 ,1

2

1

: .

n
i

ij i j
i i j Ti

n

i i
i

a x x
f x x

F x
f x

p x

β
ε= ∈

=

 + −   + = =      
 

∑ ∑

∑
 

综合上述形式，我们需要找到一个最优调度 *x ，使得 
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( ) 2, int ,F x y x y K∗ ∗
+− ∉− ∀ ∈ ，  

该最优调度即为向量变分不等式的解。而在此问题中，我们所做假设均满足定理 3.1 的条件，因此存

在一个最优调度 x∗。 
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