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摘  要 

众所周知，实变函数论是大学数学分析学中一门非常重要的课程，勒贝格测度是本课程的核心内容。迄

今为止，很少有文献介绍如何计算勒贝格可测集的测度。本文针对 nR 空间中的可测集，建立测度的计算

方法。首先，基于开集构造定理，讨论了一维和高维开集的计算，并建立了测度的计算公式。其次，通

过补集关系，将闭集测度转化为开集测度的计算问题，结合测度的单调增加性质完成对闭集计算方法的

建立。最后，对一般高维可测集，本文提供了计算思路和方法。 
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Abstract 
It is well known that the theory of variable real function is a very important course in mathematical 
analysis in college, and Lebesgue measure is the core content of this course. Up to now, there is little 
study on how to calculate the Lebesgue measure of measurable sets. In this paper, we focus on the 
calculation methods of measurable sets. Firstly, based on the construction theorems of open sets, 
the computation of one-dimensional and higher-dimensional open sets are discussed, and formulas 
for calculating their measures are derived. Secondly, by leveraging the complement relationship, 
the problems of computing the measure of closed sets are transformed into calculating the measure 
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of open sets, and the methods for closed sets are established by combining the monotonic increasing 
property of measures. Finally, for general higher-dimensional measurable sets, this paper provides 
computational ideas and methods. 
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1. 引言 

在现代数学研究体系中，对开集或者闭集的测度计算的研究有着深厚的历史和广阔的应用。早在十

九世纪末，随着集合论的创立，数学家开始探索抽象的数学结构以处理更为复杂的函数问题，此时测度

论的雏形逐渐形成从而为后续发展奠定基础；在二十世纪初，勒贝格提出勒贝格测度，将传统积分推广

到任意可测集合上，实现了测度论的系统化，这一突破解决了非连续函数等复杂问题的积分计算，标志

着现代测度论的正式形成[1]。 
在实变函数理论中，如何计算测度，极少有文献给出完整的研究结果。例如：Stein 的《Real Analysis》

[2]在测度计算部分的侧重点主要是用几何构造和具体的例子帮助读者理解抽象的概念，其中特别关注测

度在积分理论当中的正则性(开集/闭集逼近)和平移不变性，主要注重实际应用；夏道行的《实变函数论

与泛函分析》[3]从环的测度逐步拓展到 Lebesgue 外测度的定义和性质等；程其襄的《实变函数与泛函分

析基础》[4]更加注重从基础概念到完整理论体系的构建，书中高维开闭集测度计算公式未作出具体阐述；

周民强的《实变函数论》[5]中则简述了一般高维可测集的计算方法并列举了一些特殊可测集；曹广福的

《实变函数论与泛函分析》[6]一书中更侧重于对 Lebesgue 可测的证明阐述以及测度的相关性质；Terence 
Ta 的《An Introduction to Measure Theory》[7]对于测度的计算仅讨论区间和特殊集的测度计算以及性质。 

我们发现在国内外的常用教材中，对测度计算的内容大都只涉及到区间的测度计算，并未针对高维

开闭集合测度的计算给出具体的计算公式。读者还可参考[8] [9]。 
本文就这一问题，我们做一些研究并对其进行较为系统性的阐述。首先，基于开集构造定理，我们

讨论一维和高维开集的计算，并建立了测度的计算公式；其次，对于闭集测度计算，通过补集关系将其

转化为开集测度计算问题，利用测度的单调增加性质完成对闭集计算方法的建立；最后，对一般高维可

测集，利用开集和闭集的逼近思路，提供了测度计算思路与方法。 

2. 预备知识 

下面的预备知识见文献[3]-[6]。本文的讨论范围为 n 维空间，即 n 维欧几里得空间 

( ){ }1 2, , , , 1, 2, ,n
n iR x x x x x R i n= = ∈ = 

。 

在 nR 内两个点 ( )1 2, , , nx x x x=  和 ( )1 2, , , ny y y y=  的距离为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2
1 1 2 2 3 3

1
,

n

n n i i
i

d x y x y x y x y x y x y x y
=

= − = − + − + − + + − = −∑  

设 0P 是 nR 中的一个定点，它的δ -邻域为集合 ( ) { }0 0: , 0U P x x P δ δ= − < > 。 
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设 E 是 n 维空间 nR 的一个点集， 0P 是 nR 中的一个定点，如果存在 0P 的某一邻域 ( )0U P 使得 

( )0U P E⊂ ，则称 0P 为 E 的内点；如果 E 的每一点都是 E 的内点，则称 E 为开集。最简单的开集是数轴

上的开区间 ( ) { }, , , ,a b x a x b a b R a b= < < ∈ < 。 
设 E 是 n 维空间 nR 的一个点集， 0P 是 nR 中任意的一个定点，如果 0P 的任一邻域内都含有无穷多个

属于 E 的点，则称 0P 为 E 的一个聚点。如果 E 的每一个聚点都属于 E ，则称 E 为闭集。最简单的闭集是

数轴上闭区间 [ ] { }, , , ,a b x a x b a b R a b= ≤ ≤ ∈ < 。 
nR 中的开区间和左开右闭区间分别是集合 ( ){ }1 2, , , , 1, 2, ,n

n i i ix x x R a x b i n∈ < < = 
和 

( ){ }1 2, , , , 1, 2, ,n
n i i ix x x R a x b i n∈ < ≤ = 

。 
下面是外测度和 Lebesgue 可测集。 

设 E 为 nR 中任一点集，对于每一列覆盖 E 的开区间
1

i
i

I E
∞

=

⊃


，作出它的体积总和
1

i
i

Iµ
∞

=

= ∑ ，( µ 可

以等于∞，不同的区间列一般有不同的 µ )，所有这一切的 µ 组成一个下方有界的数集，它的下确界(完全

由 E 确定)称为 E 的勒贝格外测度，简称 L 外测度或者外测度，记为

1
1

inf
i

i

i
iE I

m E I
∞

=

∞

=⊂

∗ = ∑


。 

设 E 为 nR 中的点集，如果对任一点集T 都有 ( ) ( )cm T m T E m T E∗ = ∗ + ∗ 
，则称 E 是 L 可测的。

这时 E 的 L 外测度 m E∗ 称为 E 的 L 测度，记为 mE 。这里 \c nE R E= 表示 E 在 nR 中的余集。 
已知的结果是区间(开区间，闭区间，左开右闭区间等)，开集和闭集都是可测集。在闭集测度的计算

方法中，我们要用到下列可测集测度的可数可加性和单调增加定理： 
(1) (可数可加性)设{ }kE 为 nR 中的可测集合序列，且互不相交，则 

11
k k

kk
m E mE

∞ ∞

==

 
= 

 
∑

。 

(2) (单调增加定理)设{ }kE 为 nR 中的可测集合序列，满足 ( )1 1, 2,k kE E k+⊆ =  ，则 

1
limk kkk

m E mE
∞

→∞=

 
= 

 


。 

3. 测度的计算 

在可测集的测度计算中最简单的是区间的测度，它们的测度就是区间的长度(一维)，面积(二维)或体

积(三维及以上) [3]-[6]。下面我们讨论较为复杂可测集合测度的计算。 

3.1. 开集测度的计算 

3.1.1. 一维开集测度的计算 
为了计算直线上开集的测度，我们需要介绍构成区间的概念。设 G 是直线上的开集，如果开区间

( ), Gα β ⊂ ，而且端点 ,α β 不属于G ，那么称 ( ),α β 为G 的构成区间。 
一维开集的构造定理：直线上任一个非空开集可以表示成至多可数个互不相交的构成区间的并集(可

见[3]-[6])。 
因此若G 为一维非空开集，由开集构造定理(如图 1)，将G 表示为至多可数个开区间 ( ) [ ), , 1,i i iα β ∈ ∞

的并集，即 ( )
1

,i i
i

G α β
≤ ≤∞

=


，测度的可数可加性得出G 的测度为 

( ) ( )
1 1

,i i i i
i i

mG G α β β α
≤ ≤∞ ≤ ≤∞

= = = −∑ ∑ 。 
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Figure 1. Schematic diagram of one-dimensional open set composition 
图 1. 一维开集构成示意图 

3.1.2. 高维开集测度的计算 
高维开集的构造与一维的情况有些不同。它一般不能直接表示为开区间的并集。我们则需要运用高

维开集G 的构造原理，二维情况[4]如图 2 所示，过程如下：设G 为 nR 中任一非空开集，在 nR 上以 n 组

平行线 
( )1 1 2 2 1 2, , , , , , 0, 1, 2,n n nx l x l x l l l l= = = = ± ±   ，

 

作成无数个左开右闭的正方形；这些正方形中全部落在G 中的，记为 

111 12 1 1, , , ,nQ Q Q n ∞ 可能是 。 

对于未全部落在G 中的正方形，再作 n 组平行线 

( )1 1 2 2 1 2
1 1 1, , , , , , 0, 1, 2,
2 2 2n n nx l x l x l l l l= + = + = + = ± ±  

， 

将剩余的每个正方形分为左开右闭的四个小正方形，记这些正方形中全部落入G 中的为 

221 22 2 2, , , ,nQ Q Q n ∞ 可能是 。 

将这个过程无限进行下去。由于每个小正方体都在G 中，故
1 1

kn

kv
k v

I G
∞

= =

⊆


，注意到G 的每一个小正方体

必落在某一个 kvI 中，这意味着
1 1

kn

kv
k v

G I
∞

= =

⊆


。于是我们得到 

[ ] [ ]
1 1

, 1, , 1,
kn

kv k
k v

G I k v n
∞

= =

= ∈ ∞ ∈


， 

此时，根据测度的可数可加性得出G 的测度为这些区间面积或体积之和，即 

1 1

kn

kv
k v

mG G I
∞

= =

= = ∑∑  

 

 
Figure 2. Schematic diagram of the composition of multi-
dimensional open set 
图 2. 二维开集构成定理示意图 
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3.2. 闭集测度的计算 

3.2.1. 有界闭集 
设 F 为含于 R 的闭集，取有限区间 ( ),I Rα β= ⊆ ，使得 ( ),F α β⊆ ，如下图 3 所示。 

 

 
Figure 3. Schematic diagram of one-dimensional closed set com-
position 
图 3. 一维闭集测度计算示意图 

 
令 ( ) ( )\ , \ , cG I F F Fα β α β= = =  ，其中 cF 表示 F 在 R 中的补集。 
首先根据前面 3.1 开集测度计算方法可以求出 G  (此处 G 表示G 的测度)。由于G 是开集，可将其

表示为至多可数个互不相交开区间 ( ),i iα β 的并集来计算测度，则由关系式 ( )F Gβ α= − − 可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

,i i i i
i i

mF F β α α β β α β α
≤ ≤∞ ≤ ≤∞

= = − − = − − −∑ ∑  

同理在有界高维情况下 ( )2n ≥ ，如图 4 所示，设 nF R⊆ ，取 n 维有界开区间 I ，使得 F I⊆ 。令

\ cG I F I F= =  ， 

则G 为 nR 中的开集，再根据 3.1.2 方法计算
1 1

kn

kv
k v

mG G I
∞

= =

= = ∑∑ ，于是 

1 1

kn

kv
k v

mF I mG I I
∞

= =

= − = −∑∑  

 

 
Figure 4. Schematic diagram of the composition of multi-
dimensional closed set 
图 4. 二维闭集测度计算示意图 

3.2.2. 无界闭集 

设 nF R⊆ 为无界闭集，记 ( ) ( ) [ ]
1 1

, , , ,
n

k k n
k i i k

i k
I I I k k k N R I

∞

= =

= = − ∈ =∏ 

，于是有 

( )
1 1

n
k k

k k
F R F I F I F

∞ ∞

= =

 
= = = 

 
  

 
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注意到 kI F 为 nR 中有界闭集，可用 3.2.1 的方法求出 ( )km I F∗  ，{ }kI F 单调递增序列，故由

单调增加原理知 

( )lim kk
mF m I F

→∞
=   

3.3. 一般可测集测度的近似计算 

一般可测集的形状很不规则，很难建立计算公式。我们给出建立的思路。设 nE R⊆ 为可测集，我们

知道： 
(1) 当mE = ∞时，已有计算结果； 
(2) 当mE < +∞时，根据文献[3]-[6] (见图 5)，我们知道存在开集G ，闭集 F ，且满足关系 F E G⊆ ⊆ ，

可使 ( )\m G F ε< ，则可知 ( ) ( )\ \m G E m G F ε≤ < ，随即得到 0 mG mE ε< − < 。此时利用 mG 的计算方法，

即可得 mE 的近似计算值。 
 

 
Figure 5. Schematic diagram of set relations for approxi-
mate calculation of measure 
图 5. 测度近似计算的集合关系示意图 

4. 结束语 

本文讨论了实变函数论中开集，闭集和一般可测集测度的计算方法，希望与对此内容感兴趣的读者

一起分享，同时丰富一些教和学的内容。 
另外，在实变函数学习和资料查阅中，在《实变函数与泛函分析基础》[4]一书中发现，有一处习题

存在遗漏；在该书的第五章课后习题第三题，其题目描述为“设 E 可测，且 mE < ∞， ( )f x 为 E 上可测， 

[ ]1nE E n f n= − ≤ < ，则 ( )f x 在 E 上可积的充要条件是 nn mE
∞

−∞

< ∞∑ 。” 

错误点： nn mE < ∞∑ 不能保证 ( )f x 在 E 上可积。 
反例构造： 

设 [ ]0,1E = ， ( )

1, 0,
2

10, ,1
2

x
f x

x

  ∞ ∈    = 
  ∈    

，显然 1mE = < ∞， ( )f x 在 E 上可测，注意到

1 ,0 , 1
2
, 1

n

n
E

n

  = =  
∅ ≠

，

有 1
1
2n

n
n mE nmE

∞

=∞

= =∑ ，但是 ( )[ ]0,1
df x x = ∞∫ 即可得出 ( )f x 不可积。此题应该加上条件“ ( )f x 在 E 上 

几乎处处有限”，即 0mE f = ∞ =  ，结论才成立。 
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