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摘  要 

本文主要使用循环覆盖技巧与L2方法来研究紧Kähler流形上q-丰沛除子的对数消灭定理。首先回顾了对

数微分形式层及带有对数可积联络的层的基本理论。随后利用循环覆盖技巧，证明了紧Kähler流形上支

撑于q-丰沛除子的光滑除子及简单交叉除子的若干新的对数消灭定理。 
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Abstract 
This paper primarily employs the technique of cyclic covering and L2 method to investigate loga-
rithmic vanishing theorems for q-ample divisors on compact Kähler manifolds. We begin by review-
ing the foundational theory of logarithmic differential forms and sheaves equipped with logarithmic 
integrable connections. Building on this, we apply the cyclic covering method to establish several new 
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logarithmic vanishing theorems for smooth divisors and simple normal crossing divisors supported 
on q-ample divisors in the compact Kähler setting. 
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1. 引言 

关于光滑射影流形上对数微分形式层以及带有对数可积联络的层的基本理论是由 P. Deline在[1]中建

立的。H. Esnault 和 E. Viehweg 在[2] [3]中研究了复代数流形上的对数 de Rham 复形与消灭定理之间的关

系，并且指出许多消灭定理可由 Deligne 关于对数 Hodge 到 de Rham 谱序列在 E1 层退化的结果推出。在

[4]中，Huang-Liu-Wan-Yang 证明了紧 Kähler 流形上半正线丛的许多对数消灭定理。在本文中，设 X 是

一个紧 Kähler 流形，我们将讨论关于 q-丰沛除子的对数消灭定理。 
首先，我们回顾 q-丰沛线丛和 q-丰沛除子的定义。 

定义 1.1 设 X 是一个紧复流形，L 是 X 上的一个全纯线丛。如果对于 X 上的任意凝聚层 ，存在一个正

整数 ( )0 0 , , 0m m X L= > ，使得 

( ), 0j mH X L⊗ = ，当 0,j q m m> ≥ 时 

则称 L 是 q-丰沛的。如果一个除子 D 满足 ( )X D 是 q-丰沛线丛，则称除子 D 是一个 q-丰沛除子。 
关于 q-丰沛除子的消灭定理，D. Greb 和 A. Küronya 在[5]中证明了当 X 是光滑射影簇时，光滑、约

化且有效的除子满足 q-Kodaira 消灭定理。如果 X 是正规射影扇形簇，N. Broomhead、J.-C. Ottem 和 A. 
Prendergast-Smith 在[6]中证明了任意 q-丰沛线丛满足 q-Kodaira 消灭定理。在[7]中，Liu-Wan-Yang 证明

了如下结论： 
定理 1.2 ([7])设 X 是一个紧 Kähler 流形，D 是一个简单交叉除子，如果 D 是一个有效 q-丰沛除子的支撑

集，则有 

( )( ), log 0j i
xH X DΩ = ，当 1i j n q+ ≥ + + . 

特别地，取 i n= ，得到 
 ( )j , 0XH X K D+ =  当 j q> . (1)  

在本文中，我们将利用循环覆盖技巧和 L2 方法，进一步推广现有的消灭性结论，得到 q-丰沛除子的

两个新的对数消灭定理。与已有结果相比，这些定理不仅涵盖了更一般的情形，而且在处理对数微分形

式和线丛时都表现出较强的适用性。我们首先考虑光滑除子的情形： 
定理 1.3 设 D 是一个光滑除子，并且它是某个 q-丰沛有效除子的支撑集。如果 L 是一个全纯线丛，且满

足 ( )N
XL D= ，对某个 0N ≥ ，则 

( )( ), log 0j i K
xH X D L−Ω ⊗ = ，当 1, 0 1i j n q k N+ ≥ + + ≤ ≤ − . 

定理 1.3 的证明依赖于循环覆盖的构造以及对 q-丰沛性在拉回下保持性的分析。通过这一方法，我
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们能够在较弱的条件下得到对数微分形式与负次幂线丛系数下的消灭定理。 
在此基础上，我们进一步将结果推广至简单交叉除子的情形。考虑如下更为一般的场景： 

定理 1.4 设
1

r
iiD D

=
= ∑ 是一个简单交叉除子，并且 D 是某个有效 q-丰沛除子的支撑集，如果 

( )1
rN

X i iiL b D
=

= ∑ ，其中 ( ),ib N N∈ − ∩对某个 N ∈成立，且 X D− 是单连通的，则 

( )( ), log 0j i
xH X D LΩ ⊗ = ，当 1i j n q+ ≥ + +  

与定理 1.3 相比，定理 1.4 在除子 D 不再光滑而是简单交叉时仍然成立，并且允许更广泛的线丛扭

曲条件。值得强调的是，这类结论在推广 Kodaira 型消灭定理和研究 q-丰沛性对几何结构的影响方面具

有重要意义。 

2. 预备知识 

在本节中，我们将回顾一些关于对数联络和循环覆盖的基本定义与事实。更多细节可参考[2] [3] [8]-
[13]。 

2.1. 对数联络  

设 X 是一个维数为 n 的紧复流形，D 是 X 里的一个简单交叉除子，即
1

r
iiD D

=
= ∑ ，其中 ( )1iD i r≤ ≤

是彼此不同在 X 中横截相交的光滑超曲面。 
记自然包含映射 : :U X D Xτ = − → ，并设 

( ) ( )lim .p p p
X X UD D

ν
ν τ∗Ω ∗ = Ω ⋅ = Ω



 

于是 ( )( ),X D d•Ω ∗ 构成一个复形。由 Deligne 在[14]中引入的对数形式层 

( )logp
X DΩ  

定义为沿 D 具有对数极点的 ( )p
X DΩ ∗ 的子层，即对于任何开集V X⊂ , 

( )( ) ( )( ){ }, log , : .P P
X XV D V D d Dα α αΓ Ω = ∈Γ Ω ∗ 及 沿着 均只有简单极点  

由[1]或[3]可知，对数复形 ( )( )log ,X D d•Ω 是 ( )( ),X D d•Ω ∗ 的一个子复形，且 ( )logp
X DΩ 是局部自由， 

( ) ( )1log log .p p
X XD DΩ = ∧ Ω  

对于任意 z X∈ ,可在 ( )0, ,0z =  的一个小领域U 中选择局部全纯坐标{ }1, , nz z
，使得 

{ }1 0kD U z z= = 

 

为若干坐标超平面的并。这样的二元组 

{ }( )1, , , nU z z

 

称为一个对数坐标系[15]。此时， ( )logp
X DΩ 由全纯形式和对数微分 ( )1, ,i

i

dz i k
z

=  生成，即 

( )
1

1log , , .
k

p p
X X k

dz dzD
z z

 
Ω = Ω  

 


 

记 
( )( )0, , logq p

XA X DΩ  

为取值于 ( )logp
X DΩ 的 X 上光滑 ( )0,q -形式的空间，并将 ( )( )0, , logq p

XA X DΩ 的元素为对数 ( ),p q -形式。 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.159227


郭坤燕，万学远 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.159227 4 理论数学 
 

现在回顾局部自由层上的对数联络的定义。 
定义 2.1 [3]设 ε 是 X 上的一个局部自由层，且有 

( )1: logX Dε ε∇ →Ω ⊗  

是一个


-线性映射，满足 

 ( ) .f e f e df e∇ ⋅ = ⋅∇ + ⊗   (2) 

定义 

( ) ( )1: log loga a
a X XD Dε ε+∇ Ω ⊗ →Ω ⊗  

为 

( ) ( )1 .a e d e eαω ω ω∇ ⊗ = ⊗ + − ∧∇  

若对所有 a 满足 1 0a a+∇ ∇ = ，这样的∇被称为沿 D 的可积对数联络，(或者简称为联络)。复形 

( )( )log ,X D ε•
•Ω ⊗ ∇  

被称为 ( ),ε ∇ 的对数 de Rham 复形。 
设 L 是 X 上的一个全纯线丛，满足 

1

r
N

X i i
i

L a D
=

 =  
 
∑   

其中 ,1ia i r∈ ≤ ≤ 。则有 
命题 2.2 在 L 上存在一个沿 D 的可积对数联络。 
证明. 设σ 是 ( )1

r
x i ii a D

=∑ 的规范亚纯截面，取 L 的一个局部标架 e，使得 

 ( )
1

i
r aN i

i
e z σ

−

=

=∏  (3) 

定义 

 
1

1: log
N ir

i
i

i

ae dze e e
N N zσ =

∂ = ∂ = −∑  (4) 

其取值在 ( )1 logX D LΩ ⊗ 中。这个定义是良好的：任取满足 N Ne e′ = 的另一局部标架 e′，由于 0e
e
′ ∂ = 

 
，

于是 

1

ir
i

i
i

a dz e e e ee e e e e e
N e e e ez=

′ ′ ′∂  ′ ′ ′∂ = − = = ∂ = ∂ ⊗ + ∂ 
 

∑ ， 

从而满足(2)。进一步地，定义 L 上的对数联络 d 为 

( )1: logXd L D L→Ω ⊗ ， ( ) :d f e f e df e⋅ = ⋅∂ + ⊗ . 

它在 ( )logp
X D LΩ ⊗ 上诱导出对数联络： 

( ) ( ) ( )
1

1 1 .
irp p i

i
i

a dzd e d e e d e e
N z

ω ω ω ω ω
=

 
⊗ = ⊗ + − ∧∂ = ⊗ + − ∧ − ⊗ 

 
∑  

通过直接计算，可以得到 2 0d = ，因此 d 是 L 上沿 D 的一个可积对数联络。 
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2.2. 循环覆盖 

在本小节中，设 L 是 X 上的一个全纯线丛，满足 

1

r
N

X i i
i

L a D
=

 =  
 
∑ ， 

其中 0ia ≥ 且 ia ∈。记 s 为
1

r

X i i
i

a D
=

 
 
 
∑ 的规范截面，并以  表示线丛 L 的全空间。设丛投影为 

: Xπ → 。若 ( ), Lν π ∗∈Γ  是自然(tautological)截面，则 Nsπ ν∗ − 的零除子在 中确定了一个解析子空间，

记为 nX s 
  ，记 nX s 

  的正规化为 nX s 
  ，并且记 : nX s Xπ   →  。我们称 nX s 

  为由 s 取第 N 次

根得到的循环覆盖。映射π 是平坦且有限的， nX s 
  是一个正常(normal)多样体，并且， 

1
i

0 1
n

rN

j jX s i j

iL a D
N

π
−

−
∗   =  =

  
= ⊕      

∑ ， 

(参见例如[3]或[11])。 
设 L 的一个局部标架 e，则 L 的任一元素可写作为 eν ⋅ 。因此，作为复流形，的局部坐标可记为 ( ),z ν 。

在该局部坐标下， 

( ) ( ){ }: , 0 ,NNX s z s zν ν  = ∈ − =    

其中 ( )s s z e= 。因此，当且仅当 

( )( ) ( )( )1, 0N Ns z N s zν ν −∇ − = ∇ = ， 

时，点 ( ),z ν ∈是 nX s 
  的奇点；这等价于 ( )1Sing r

i iiz a D
=

∈ ∑ 。 

若
1

r
i ii a D

=∑ 是既约且光滑，则 ( )1Sing r
i ii a D

=
= ∅∑ ，从而 nX s 

  光滑，在此情况下有 n nX s X s   =   。 

命题2.3 [9] [16]. 设 : nX s Xπ   →  是沿光滑除子D分歧并由L决定的N-重循环覆盖，其中 ( )N
XL D= ，

且记 D′是 nX s 
  上的约化除数 ( )1 Dπ − ，则 

(i) ( )NX s
D Lπ ∗

 
 

′ = ； 

(ii) D NDπ ∗ ′= ； 
(iii) ( )1

N
N

XX s
K K Lπ ∗ −

 
 

= ⊗ ； 

(iv) 1
0

N i
X i Lπ − −

∗ == ⊕ ； 

(v) ( ) ( )( )log lognX X s
D Dπ π∗ • • ∗

 
 

Ω = Ω 。 

3. 对数消灭定理 

在本节中，我们将利用循环覆盖技巧来讨论关于 q-丰沛除子的一些对数消灭定理。 
命题 3.1 若 ( ),X ω 是紧 Kähler 流形，则 Y 也是紧 Kähler 流形。 
证明：由循环覆盖的构造可知，Y 是线丛全空间 的一个紧复子流形。取上 L 的一个 Hermite 度量 h，由

于 Y 紧，我们可取足够大的 0R > ，使得 

 { }2 2: ,R hY Y e L h Rυ υ υ= ∈ = < ⊂  .  (5) 
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直接计算得 

( )2 21 1 log 1h hh hυ υ δυ δυ− ∂∂ = − ∂∂ + − ∧ ， 

其中 : logd hδυ υ υ= + ∂ 。限制到开流形 RY 上，有 
21 1h CR hυ π ω δυ δυ∗− ∂∂ = − + − ∧  

其中常数 0C > 满足 1 log h Cω− ∂∂ > − ， ( ): RY Xπ ⊂ → 为自然投影。由此知对任意 1C CR> ， 
2

1 1 hC π ω υ∗ + − ∂∂ 是 RY 上的 Kähler 度量。结合(5)式并作限制，便得到 Y 上的一个 Kähler 度量。 
设 X 为维数为 n 的紧 Kähler 流形。 

定理 3.2 设 D 是一个光滑除子，并且它是某个 q-丰沛有效除子的支撑集。如果全纯线丛 L 满足 ( )N
XL D= ，

(其中 0N ≥ )，则 

( )( ), log 0j i k
xH X D L−Ω ⊗ = ，当 1,0 1i j n q k N+ ≥ + + ≤ ≤ −  

证明：设 :Y Xπ → 为沿着 D 的 N 重循环覆盖，由于π 是一个平坦且有限的，对于任意的 0 1k N≤ ≤ − ，

由命题 2.3(iv)与[16]可得 

 

( )( ) ( )

( )( )( )
( )( )

1

0
, log , log

, log

, log

N
j i k j i k

x x
k

j i
x

j i
Y

H X D L H X D L

H X D

H Y D

π

−
− −

=

∗

 Ω ⊗ ⊂ Ω ⊗ 
 

′= Ω

′≅ Ω

⊕

 (6) 

设 D 是有效 q-丰沛除子，且 ( )Supp D D= ，则 Dπ ∗
 仍为 Y 上的有效 q-丰沛除子(见命题 2.3(ii))，且

( )Supp D Dπ ∗ ′= ，事实上 

( )( ) ( ) ( )1 1Supp D D D Dπ π π∗ − − ′= = =   

对任意的凝聚层 ，由射影公式与π 的 Leray 谱序列，(见[17])有 

( )( ) ( )( ), ,
L Lj j

Y XH Y D H X Dπ π
⊗ ⊗

∗
∗

   ⊗ ≅ ⊗  
  

    . 

依定义 2.1， Dπ ∗
也是 Y 上的 q-丰沛除子。由命题 3.1 及[7]得到 

( )( ), log 0, 1j i
YH Y D i j n q′Ω = + ≥ + +  

与(6)合并即得 

( )( ), log 0, 1, 0 1j i k
XH X D L i j n q k N−Ω ⊗ = + ≥ + + ≤ ≤ −  

下面的命题是[4, Theorem 3.1]与[7, Theorem 1.2]的一个应用。设 L 为 X 上的全纯线丛。 
定理 3.3 设

1
r

iiD D
=

= ∑ 是一个简单交叉除子，并且 D 是某个有效 q-丰沛除子的支撑集，如果 

( )1
rN

X i iiL b D
=

= ∑ ，其中 ( ),ib N N∈ − ∩对某个 N ∈成立，且 X D− 是单连通的，则 

( )( ), log 0j i
xH X D LΩ ⊗ = ，当 1i j n q+ ≥ + + . 

证明：设 iσ 是 ( )X iD 的规范截面。由假设 

( )0

1
,i

r
b N

ii
H X Lσ ⊗

=
⊗ ∈ , 

且它在 :U X D= − 上不消灭。又因 U 是单连通，可在
UL 上选取一支分支截面，记为 
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( )
1

0

1
: , .i

Nr
b

i Ui
H U Lσ σ ⊗

=

 = ⊗ ∈ 
 

   

事实上，由于 NL 是 X 上的全纯线丛，其全空间 N 维数为 n + 1 的开复流形，故 

1
:i

r
b N

ii
X Lσ ⊗

=
⊗ → . 

是全纯映射。注意到 

{ } { }: 0 0 ,N Np L L e e− → − →  

是覆盖映射，这里的{ }0 记作为 L 的零截面。由于 U 单连通，依[18]，存在提升 { }: 0N U Lσ → − 使得 

1
.i

r
bN

ii
pσ σ σ ⊗

=
= = ⊗ 

  

又因为 p 在局部为双全纯映射，故σ 是
UL 的一个全纯截面。 

记 ( ) ( ),
2 , , ,i j L

U UUH U L hω 是 2L -Dolbeault 上同调群(见[4])。为了比较扭线丛
UL 与平凡线丛 U 系数下的

2L 上同调，我们构造了如下自然的乘法映射： 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
1 22 2: , , , , , ,i j i j

U p pUH U h H U L hσ ω ω⊗ →                          (7) 

其中 pω 是 U 上的一个 Poincaré 型度量，(见[4])， 1h 与 2h 分别为 U 与
UL 上的光滑 Hermite 度量。更具

体地，我们设 

( )( )i

2 2
1

1
logi

i

r

i iD D
i

h
ατσ σ

=

=∏  

以及 

( )( )i

1
2 2 2

2
1 1

log
i

i i

ii

br r NbN
i i DD D

i i
h

ατ
σ σ

 − 
 

= =

 =  
 

∏ ∏  ， 

其中 0α > 是一个足够大的偶整数， ( ]0,1iτ ∈ ，
iD
是 ( )X iD 上任意固定的平滑度量。 

注意到σ 是 U 上满足 1
ibN r

i iσ σ ⊗
== ⊗ 的全纯截面，故其模长满足： 

( )( )2

1
2 2 22

1
1 1

log
i

i i

i i i

br r NbN
i i ih D D D

i i
h

ατ
σ σ σ σ

 − 
 

= =

 = = 
 

∏ ∏ . 

因此， σ⊗ 是一个在 2L 意义下的同构映射。 
接下来，我们简要说明为何[4]中应用 2L -Dolbeault 理论的关键条件在当前情形下成立。文献中要求

的主要条件包括：(1) U X D= −  具有 Poincaré 型度量；(2) 度量 2h 具有下面形式 

( )( )i

2 2
2

1
logi

i

s
L

i iD D
i

h h
ατσ σ

=

=∏  

其中 ( ]0,1iτ ∈ ， 
在本情形中，由于 D 是简单法线交叉除子，因此 U 上存在良定义的 Poincaré 型度量 Pω  (见[4])。而 

且我们选择的度量 1h 与 2h 满足 ( ]0,1i
i

b
N

τ − ∈ 和 ( ]0,1iτ ∈ 。此外，X 是紧 Kähler 流形，D 是简单交叉除子， 

故满足对数几何与解析技术所需的正则性假设。 
综上，文献[4]中的假设在此均得满足，于是我们得到同构 
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( )( ) ( ) ( ),
12, log , , ,j i i j

X U pH X D H U hωΩ ≅                             (8) 

以及 

 ( )( ) ( ) ( ),
22, log , , ,j i i j

X pUH X D L H U L hωΩ ⊗ ≅   (9) 

由(7)、(8)及同构(9)得到 

( )( ) ( )( ), log , log .j i j i
X XH X D L H X DΩ ⊗ ≅ Ω  

最后，再结合[7]，便得到所需消灭性结论： 

( )( ), log 0, 1.j i
XH X D L i j n qΩ ⊗ = + ≥ + +  

证毕。 
注 3.4 若 X 为射影情形，关于 q-丰沛除子的各种对数消灭定理已在[2] [5] [6]中得到研究。 

4. 结论与讨论 

本文采用循环覆盖技巧与 L2 方法，证明了关于 q-丰沛除子的两个新的对数型消失定理，作为对文献

[4] [7]中相关工作的进一步发展与推广。我们所得到的定理中，定理 1.3 针对光滑除子的情形，给出了在

扭曲系数下的对数消灭性结论；而定理 1.4 则将这一结论推广到了更一般的简单法线交叉除子(simple nor-
mal crossing divisors)情形。然而，定理 1.4 的成立依赖于额外的假设，即要求开子空间 X D− 是单连通的。 

因此，一个自然而重要的问题是：定理 1.3 是否仍然适用于一般的简单交叉除子？换言之，是否能够

在不要求 D 光滑的前提下仍然保持同样的消灭性？此外，定理 1.4 中的单连通性条件是否为必要？在缺

少该假设的情况下，结论是否依然成立？这些问题的进一步研究将有助于更深入理解 q-丰沛性与对数型 
消灭性之间的内在联系，也可能为更一般的消灭性理论奠定基础。 
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