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摘  要 

近年来，神经网络广泛运用于图像处理、模式识别、诊断故障、以及通信保密等各个复杂领域。神经网

络系统的运用主要依赖其稳定性。在实际应用中，时滞现象经常发生，若能够充分利用时滞现象，对于

提高系统的稳定性是很有帮助的。由于分数阶神经网络有着更好的记忆特性与遗传特性，因此，本文注

重对分数阶时滞神经网络的稳定性进行研究。对具有不连续激活函数的Caputo分数阶时滞神经网络模型

进行了研究。不同于其他文章，本文研究的激活函数是不连续的，更加贴合实际情况。在Filippov意义

下，提出了能够保证系统解存在的条件，同时对平衡点的渐近稳定性做了探讨。此外还提出来了一个钉

扎同步控制策略，与其他的同步条件不同，在一个很小的范围内，保证在合适的条件下，主从系统实现

准同步。最后，通过数值例子以及仿真模拟说明所得结果的有效性。 
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Abstract 
In recent years, neural networks have been widely used in various complex fields such as image 
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processing, pattern recognition, fault diagnosis, and communication security. The application of neu-
ral network systems mainly relies on their stability. In practical applications, time delay phenom-
ena often occur. If time delay phenomena can be fully utilized, it is very helpful to improve the sta-
bility of the system. Due to the better memory and genetic characteristics of fractional order neural 
networks, this article focuses on exploring the stability of fractional order delay neural networks. Ca-
puto fractional delayed neural network model with discontinuous activation function is studied. Dif-
ferent from other articles, the activation function studied in this paper is discontinuous and more 
practical. In the sense of Filippov, conditions were proposed to ensure the existence of system solu-
tions, and the asymptotic stability of equilibrium points was explored. In addition, a pinning syn-
chronization control strategy has been proposed, which is different from other synchronization 
conditions and ensures that the master slave system achieves quasi synchronization under suitable 
conditions within a very small range. Finally, numerical examples and simulation simulations are 
used to demonstrate the effectiveness of the obtained results. 
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1. 引言 

对于一类具有不连续激活函数的 Hopfield 神经网络，研究人员通常会对其解进行研究，探究其解存

在性的增长条件。再对其稳定性条件进行分析，得到保证解稳定的充分条件[1]。文献[2]对一类具有间断

激活和时滞的分数阶神经网络的全局 Mittag-Leffler 同步问题和有限时间内同步问题进行了研究。通过设

计一种新的包含时滞和不连续激活函数的反馈控制器，得到了保证分数阶系统 Mittag-Leffler 收敛和有限

时间收敛的条件。还明确求出了有限时间内全局同步设置时间的上界。文献[3]通过引入复值 Filippov 微

分包含理论，利用 Leray-Schauder 替代定理，构建了一类具有不连续二元激活函数的复值神经网络动力

学行为的研究框架。为了证明具有间断激活函数的时滞复值神经网络的全局指数稳定性，反复探讨如何

选择一个合适的 Lyapunov 函数。研究者提出了具有间断激活的线性增长分数阶神经网络的全局 Mittag-
Leffler 同步问题，给出了实现同步目标的充分条件。文献[4]研究了基于分数阶忆阻器的 Hopfield 神经网

络在参数扰动下的鲁棒稳定性。基于分数阶 Lyapunov 直接法，建立了鲁棒稳定性的一些充分条件。对于

这种右端不连续的神经网络系统，与传统的解的意义不同，都是在 Filippov 意义上分析了其平衡点的存

在性和唯一性，并获得了鲁棒稳定性的结果。 
Zhang 等人[5]对 G-布朗运动驱动的随机 Hopfield 神经网络的指数稳定性和准指数稳定性做了分析，

考虑了随机 Hopfield 神经网络理论模型的 Knightian 不确定性。对于 Hopfield 神经网络系统，除了研究指

数稳定和渐近稳定性外，对于全局鲁棒指数稳定性问题也有研究。Yu 等人[6]对一类具有范数有界参数不

确定性和逆 Hölder 神经元激活函数的全局鲁棒指数稳定性问题做了研究。通过利用 Brouwer 度概念和一

些分析技巧，对平衡点的存在唯一性做出了判断，还给出了全局鲁棒指数稳定性判据。而 Nie 等人[7]对
具有高斯激活函数和多时滞的分数阶 Hopfield 神经网络的多稳态问题进行研究，改进和扩展了经典整数

阶神经网络和分数阶神经网络的无时滞多稳态工作[8]。 
对于具有不连续激活函数的分数阶 Hopfield 神经网络模型，它的研究模型还比较少，且很少有人关
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注具有不连续激活函数和时滞的分数神经网络在有限时间段内的钉扎的同步问题，所以本文将考虑一类

含有时滞和不连续激活函数的 Caputo 分数阶 Hopfield 神经网络(CFHNN)稳定性分析。利用一个新的

Gronwall 不等式对稳定性做出了分析，Gronwall 不等式又称 Gronwall-Bellman 不等式，在微分方程和积

分方程解的性质分析中起着重要的作用，被用来模拟解决工程和应用科学问题。 
基于钉扎控制，文章对具有不连续激活函数和时滞的分数神经网络在有界的误差内实现准同步问题

分析，研究分数阶动力系统的这种准同步状态行为对于解决许多实际问题很重要，但很少有文章对本文

所描述的准同步做研究。因此，本文对含有不连续激活函数的 Hopfield 神经网络的这种准同步做分析，

为研究神经网络同步性问题提供了新的视角。 
本文结构组织如下，在第二部分中，介绍了一些本文必备的定义和引理，还给出了模型描述。第三

部分给出了解的存在性以及平衡点的稳定性的证明。第四部分给出了基于钉扎控制的误差同步的定义，

以及相关的证明。最后基于所提出的定理，给出数值例子及仿真模拟验证了所得结果。 

2. 预备知识 

在本节中，考虑如下的 Caputo 分数阶时滞 Hopfield 神经网络模型。 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) [ ]

0
1 1

, ,0 ,

,
n n

t i i ij j j ij j j i
j j

i i

D x t a x t b f x t c f x t w

x

α τ

κ κ κ τ
= =

 = − + + − +

 = ∈ −

∑ ∑
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               (1) 

等价于下列向量形式： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) [ ]

0 ,

, ,0 ,
tD x t A x t Bf x t Cf x t W

x

α τ

κ κ κ τ
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

= ∈ − 
                    (2) 

其中 0 1α< < ； ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , n

nx t x t x t x t R= ∈ 是状态向量； { }1 2diag , , , nA a a a=  ， 0, 1,2, ,ia i n> =  ； 
表示 n n× 对角矩阵。 ( ) ( ),ij ijn n n n

Cb cB
× ×

= = 表示连接权重矩阵； [ ]T1 2, , , n
nW w w w= ∈  表示外部输入，

τ 表示时滞。 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 1 2 2, , , n

n nf x t f x f x f x R= ∈ ， ( ) : , 1, ,i if x R R i n→ =  表示第 i 个神经元的激活函数。 
( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nκ κ κ κ=     是初始条件，且有

[ ]
( )

,0
sup

t λ
κ

∈ −
=  。除了在可数的孤立点集合 { }ikt 上， 

( )i if x 是连续可微的，其中左极限 ( )i ikf t− 和右极限 ( )i ikf t+ 都存在。并有下列假设成立： 
假设 1 对于每个 1,2, ,j n=  ， ( )jf ⋅ 是有界的，且 

( ) .j jf ζ⋅ ≤                                     (3) 

假设 2 对于每个 1,2, ,j n=  ，假设 满足一个增长条件，且 0,j jk k∃ >  ，使得 

( )
( )( )

( )) .( sup
j j

j j j j j
f x t

f x t k p t h
ϑ

ϑ
 ∈  

  = ≤ + 
 



                     (4) 

假设 3 对于每个 1,2, ,j n=  存在非负常数 jk ， jh ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) , , .j j j j j j j jt t k q t x t h x qθ δ− ≤ − + ∀ ∈                      (5) 

其中 ( ) ( )( )j j jt f x tδ  ∈   ， ( ) ( )( ) .j j jt f q tθ  ∈    
假设 4 对于每个 1,2, ,i n=  ，存在一个非负常数 iz ，放大函数 ( )ia ⋅ 是连续函数，且满足下列关系 

( ) ,i i i ia a x a≤ ≤  
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  

定义 1  Caputo 分数阶导数[1] 

( ) ( )
( )

( ) ( )0 0
, .d 1

t mC t v
D x t x v v m m

m

α
α α

α

−
+−

= − < < ∈
Γ −∫   

基于整数阶微分方程的 Filippov 解，引入了分数阶微分方程 Filippov 解法的概念。考虑以下 n 维分

数阶微分系统： 

( ) ( )0 , .tD x t f t xα =                                    (6) 

其中， ( ),f t x 在 x 上不连续。 
定义 2 集值映射 : n nR R R× → 定义为[1] 

( )
( )

( )( )
0 0

, , , .
N

t x co f t B x N
δ µ

δ
> =

 =  

                            (7) 

其中， ( ) { }, :B x y y xδ δ= − ≤ ，且 ( )Nµ 是集合 N 的 Lebesgue 测度，定义在非退化区间 I R⊂ 上的向量

函数 ( )x t ，称为系统(1)的 Filippov 解，如果它在任何 I 的子区间 [ ]1 2,t t 上是绝对连续的，对几乎处处(a.e.)
t I∈ ， ( )x t 满足微分包含 

( ) ( )0 , .tD x t t xα ∈  

现在考虑系统(1)，并将集值映射表示为 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 , , .n nF x co f x co f x co f x =           

由 ( )if ⋅ ，可得 

( ) ( ){ ( )} ( ) ( ){ }min , ,max , , 1,2, , .i i i i i i i i i ico f x f x f x f x f x i n− + − +   = =      

并定义系统(1)的 Filippov 解如下。 
定义 3 [9]对任意的连续函数 [ ]: ,0 n

j τ− → 和可测量选择 [ ],0: n
jϖ τ− → ，使得 

( ) ( )( )j j jfϖ κ κ ∈    ，对 [ ],0κ λ∈ − 与相应的系统(1)初始函数为 ( ),j je ϖ 。假设有一个函数 

( ) ( ) [ ), : , n n
j jx t t Tδ τ  − → ×    ，使得 x 是系统(1)在 [ ),Tτ− 上的一个解，对 0T > ，且 
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定义 4 双参数 Mittag–Leffler 函数定义为[1] 

( ) ( ),
0

.
k

k

zE z
kα β α β

∞

=

=
Γ +∑                                   (8) 

其中， 0, 0α β> > ， z C∈ 。当 1β = 时，可记做如下形式 

( ) ( ) ( ),1
0

.
1

k

k
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定义 5 [9]常向量 ( )T* * *
1 , , nx x x=  是系统(1)在 Filippov 意义上的解， 

( ) ( ) ( )* * *

1 1
.0

n n

i i ij j j ij j j i
j j

a x b f x c f x w
= =

   ∈− + + +   ∑ ∑   

等价于存在 ( )* *
i j jf xδ  ∈   使得 

( )* * *

1 1
.0

n n

i i ij i ij i i
j j

a x b c wδ δ
= =

= − + + +∑ ∑  

引理 1 [9]如果 0 1α< < ，所有特征值 *sτ 的 S β γ= − + 满足 ( )*arg
2

τ π
> ，且对于任意的 0τ > ，特征方 

程 ( )( )det e 0st sα τβ γ −∆ = + − = 没有纯虚根，则系统的平衡点 

( ) ( ) ( )0 .tD x t x t p tα β γ τ= − + −  

是 Lyapunov 全局渐近稳定的。 
引理 2 [9]若 ( ) nx t ∈ 是一个连续可微函数，则下列不等式成立 

( ) ( ) ( )0
2

0 2 , 0 1, 0.t tD x t x t D x t tα α α≤ ∀ < < ≥  

当 ( ) nx t ∈ ， 

( ) ( ) ( )T
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成立。即，等价于 
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2 .
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t i i t i
i i

D x t x t D x tα α
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≤∑ ∑  

成立，对所有的 0 1, 0tα< < ≥ 。 
引理 3 [9]对任意向量 , np q∈ 以及一个正定矩阵 n nL ×∈ ，则有 

T T T 12 .p q p Lp q L q−≤ +                                  (10) 

引理 4 [9] 1 2 3 40, 0, 1, 1q q q q> > > > ， 1 1
3 4 1q q− −+ = ，下列等式成立 

( ) ( ) 43 1
21

1 2
3 4

.
qq qq

q q
q q

εε −

≤ +  

引理 5 [1]对任意的常数 0α > ，假设在 [ ]0, ,T T ≤ +∞上，有局部可积非负函数 ( )a t ，定义在 

[ ]0, ,T T ≤ +∞上的非负、非递减连续函数 ( )b t M≤ ，M 是一个常数，如果 ( )u t 是非负的并且在 [ ]0,T 上局

部可积，且满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0
d .

t
u t a t b t t s u s sα−≤ + −∫  

则有 

( ) ( ) ( ) ( )( ).u t a t E b t tαα α≤ Γ  

引理 6 [1]设 ( ) [ )( )1 0, ,x t C∈ +∞  是连续可微函数，下列不等式几乎处处成立。 

( ) ( )( ) ( )00 sgn ,0 1.t tD x t x t D x tα α α≤ < <                          (11) 

引理 7 [9]引入以下分数阶时滞微分不等式 
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和分数阶时滞线性系统 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ]

0 , 0,0 1,
, ,0 ,

tD t t t tα ρ βρ γρ τ α
ρ κ κ κ τ

 = − + − > < ≤
 = ∈ − 

 

其中， ( ) ( ),x t tρ 在 [ ]0,+∞ 是非负连续的， ( ) [ ]0, ,0tκ τ> ∈ − 。如果 0, 0β γ> > ，对于所有的 [ ]0,t∈ +∞ ，

有 ( ) ( )x t tρ≤ 。 
引理 8 [1] (Halanay 不等式)对于连续函数 ( ),x t t∈， 
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                      (12) 

其中 ( )t 是有界连续函数，系数 0δ ， 3δ ， 4δ 满足 0 4, 0δ δ ≥ ， 3 0δ <  ( )t t tτ τ− ≤ − ≤ 。令 ( ){ }0
0
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τ κ

κ
− ≤ ≤

=  ， 

( )0 0v =  。如果 3 4 0δ δ+ < ，则有 
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除此之外， ( )( )lim
t

t tτ
→+∞

− = +∞，对任意的 0θ > ，存在 ( )* *
0 , 0t t E θ= >  

( ) *0

3 4

,v t t tδ θ
δ δ

≤ − + ≥
+

. 

3. 主要内容 

3.1. 解的存在性 

定理 1 在 Filippov 意义下，若假设 1，3，4 成立，系统(1)至少存在一个解 ( )x t 。 
证明：由于集值映射 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )x t Ax t BF x t CF x t wτ→ − + + − + 是具有上半连续的非空紧凸集合，

所以可以保证系统(1)的解的局部存在性。基于分数阶系统的表达式可以得到如下的不等式： 
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10 0 d

1 10 d d

1 d

1 10 d d

1
1

t

t

t t

t

t t

x t x t Ax BF x CF x t w

x t A x t B K x t H C K x t x H w

x t A x t t A x t

t B K x t H

t C K x t x H t w

C H
t

α

α

α α

α

α α

α

τ τ τ τ τ
α

τ τ
α

τ τ τ τ
α α

τ τ
α

τ τ τ τ
α α

α

−

−

− −

−

− −

 ≤ + − − + + − + Γ

 ≤ + − + + + + + + Γ

≤ + − + −
Γ Γ

+ − +
Γ




+ − + + + −
Γ Γ

≤ +
Γ +

∫

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

0

1

0

1

0

10 d

1 d

d .

t

t

t

x t A B K C K x t

t B C H w

M t
H t t x

α

α

α

τ τ
α

τ τ
α

τ τ τ
α

−

−

−

+ −  + +  Γ

 + − + + Γ

≤ + −


 

Γ


∫

∫

∫
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其中， { }1 2max , , , nK k k k=  ， { }1 2max , , , nH h h h=   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

11 0 d ,
1

tC H
H t t x t B C H wαα τ τ

α α
−  = + + − +

 
  
 

+ Γ + Γ ∫  

( ) .M t A B K C K= + +  

( )H t 是非减函数，由引理 5 可得， 

( ) ( ) ( ) ( ) .
p

x t H t E M t tαα α≤ Γ                              (13) 

所以 ( )x t 在 [ )0,T 上是有界的，这保证了在 Filippov 意义上的全局解的存在性，并且它定义在 [ )0,+∞ 。

因此，也证明了系统(1)解的存在性。 

3.2. 平衡点的渐近稳定性 

定理 2 在假设 2~3 和 4 下，如果满足以下代数不等式： 

3 1 21 1 1 1 1

1 1 2

1min 2

1max 0,

n n n

i ij ij j ij ji n i j j

n

ij ji n j

a b c k b k

c k

β ε ε ε
ε

γ
ε

≤ ≤ = = =

≤ ≤ =

  = − − + −   
 

> = > 
 

∑ ∑ ∑

∑
                    (14) 

则系统(1)的平衡点是全局渐近稳定的。其中 

2

1 13

ˆ 1 0, sin 0,
2

.
2

n n

i i ij ij j
i j

R R b c hαπ µ β γ
ε= =

π   = > = − + < = +    
∑ ∑  

证明：令 ( ) ( ) *
i i iv t v t x= − ，根据定义 4.5 和系统(4-1)，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ]

0
1 1

,

, ,0 ,

n n

t i i i ij j ij j
j j

i i i i

D v t a v t b t c t

v x

α δ δ τ

κ κ ι κ κ τ
= =

∗

 = − + − −

 = − = ∈ −

∑ ∑  


                     (15) 

其中 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )* * * *, , .i i i i i i i i i i i i j j ja v t a v t p b v t b v t p b p t tδ δ δ= + = + − = − 

  

构造如下的 Lyapunov 函数： 

( ) ( ) ( ) ( )T 2

1

1 1 .
2 2

n

i
i

G t v t v t v t
=

= = ∑                                (16) 

从引理 2，假设 1，3 以及 4，可得 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 1

2

1 1 1 1 1

2

1 1 1 1 1

n

i i
i

n n n

i i i ij j ij j
i j j

n n n n n

i i ij i j j j i ij j j j
i i j i j

n n n n n

i i ij j i j ij j i j
i i j i j

D G t v t D v t

v t a v t b t c t

a v t b v t k v t h v t c k v t h

a v t b k v t v t c k v t v t

α α

δ δ τ

τ

τ

=

= = =

= = = = =

= = = = =

≤

 
= − + + − 

 

   ≤ − + + + − +   

≤ − + + −

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑∑ ∑

 





( )
1 1

.
n n

ij ij j i
i j

b c h v t
= =

 + + 

∑

∑∑

      (17) 
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通过使用引理 4 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 21

1 1 1 1 1

2

1
1 1 1

1
2 2

1 .
2

n n n n

ij j i j ij j i j
i j i j

n n
i

ij j ji i
i j

b k v t v t b k v t v t

v t
b k b k

ε
ε

ε
ε

= = = =

= =

 
≤ + 

 
 

= + 
 

∑∑ ∑∑

∑∑
                (18) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 22

1 1 1 1 2

2 2

2
1 1 1 1 2

1
2 2

1 .
2 2

n n n n

ij j i j ij j i j
i j i j

n n n n
i i

ij j ij i
i j i j

c k v t v t c k v t v t

v t v t
c k c k

ετ τ
ε

τ
ε

ε

= = = =

= = = =

 
− ≤ + − 

 
−

= +

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑
          (19) 

( ) ( )2 23

1 1 3

1 .
2 2

n n

i i i i
i i

v t R v t Rε
ε= =

 
≤ + 

 
∑ ∑                           (20) 

将(18)~(20)代入(17)，即： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2

0 1 2
1 1 1 11

2
2 23

1 1 12 3

3 1 2
1 1 1 1

1
2 2

1 1
2 2 2

12

ˆ.

n n n n
i

t i i ij j ji i ij j
i i j j

n n n
i

ij i i i
i j i

n n n

i ij ij j ji i
i j j

iv t v t
D G t a v t b k b k c k

v t
c k v t R

a b c k b k

G t G t

α ε ε
ε

τ ε
ε ε

ε ε ε
ε

β γ τ π

= = = =

= = =

= = =

 
≤ − + + + 

 
−  

+ + + 
 

  ≤ − − + −   
≤ − + − +

∑ ∑∑ ∑

∑∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

考虑以下线性系统 

( ) ( ) ( )0 ˆ.tD H t H t H tα β γ λ π= − + − +                          (21) 

其中 ( ) ( )( )0,H t H t≥ ∈ ，与 ( )G t 具有相似的初始值，上式通过拉普拉斯变换，得到 

( ) ( ) ( ) { } ( ) { }

( ) ( ){ } ( )

( ) { } { } ( )

( ) { } { } ( )

( ) { } { } ( ) { } ( )

1

0

0 0

0

0

0 exp d exp d

exp d

exp exp d

exp exp d

exp

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

exp d ex .
ˆ

p

s H s s H H s st H t t st t

H s s H
s

H s s s H
s

H s s s H
s

H s s s H s H s
s

α α

τ

τ

τ

τ

β γ τ π

πβ γ ψ τ ψ ψ

πβ γ τ ψ ψ ψ

πβ γ τ ψ ψ ψ

πβ γ λ ψ ψ ψ γ τ

+∞ ∞

+∞

+∞

+

−

−

∞

−

−

−

− = − + − − + −

= − + − + +

= − + − − +

 = − + − + − +  

= − + − − + − +

∫ ∫

∫

∫

∫ ∫

∫

 

{ } ( ) ( ) { } { } ( )01 ˆ
exp 0 exp exp ds s H s s H s s H

s
α µ

τ

πβ γ τ γ τ ψ ψ ψ−

−
 + − − = + − − +  ∫ .          (22) 

根据引理 1 和等式(22)，有 

( ) { }exps s sα β γ τ∆ = + − − , ( ) ( )( )det 0s s∆ = ∆ = . 

下面来证明对于任意的 0τ > ， ( )( )det s∆ 有纯虚根。 
对于任意的 0τ > ，假设 ( ) { }exps s sα β γ τ∆ = + − − 有纯虚根，如果 
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0, cos sin
2 2

s iσ σ σ  π π    < = = −        
, 

σ 是一个实常数，且 0σ < ， cos sin
2 2

s iσ σ  π π    = = −        
转化为如下的特征方程 

{ }exp 0s sα β γ τ+ − − = , 

则有 

( ) ( )cos sin cos sin 0
2 2

i iα α ασ β γ στ στ π ± π    + + − − =           
, 

也就意味着 

( ) ( )cos sin cos sin
2 2

i iα α ασ β γ στ στ π ± π    + + = −           
. 

分离上式的实部和虚部，可以得到 

( )cos cos
2

α ασ β γ στπ  + = 
 

.                            (23) 

( )sin sin
2

α ασ γ στ± π  = − 
 

.                             (24) 

由(23)和(24)两式可得 
2

2cos sin 0
2 2

α αα ασ β σ γ π   ± π    + + − =            
.                    (25) 

2 2 22 cos 0
2

α α ασ β β σ γπ + + − = 
 

.                        (26) 

现在，估计上式的判别式，有 

( )( )
2

2 2

2 2 2

Δ 2 cos 4 1
2

sin .
2

αβ β γ

αγ β

 π  = − −    
 ± π  = −     

                         (27) 

根据上述定理的假设，有 sin
2
αγ β ± π <  

 
，使得 0∆ < ，也就是对任意的 0τ > ， ( )( )det s∆ 没有纯虚 

根。现在需要证明矩阵 J γ β= − 的特征值满足如下的不等式。 

( )*arg .
2

Jτ π
>  

由于 sin
2
αγ β β± π < < 

 
， 0 1α< < 。所以有 ( )* Jτ 是非负的，也就意味着 ( )*arg

2
Jτ π

> 。再次使用 

引理 1，系统(1)的平衡点是全局渐近稳定的。因此，当 t →+∞，有 ( ) 0H t → 。 
基于引理 7，有 ( ) ( )0 0G t H t≤ ≤ → 当 t →+∞，系统(1)的平衡点是全局渐近稳定的。至此，证明已

结束。 
与其他文章所述的 CFHNN 的全局渐近稳定性不同，本章通过线性分数阶时滞系统的比较定理给出
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了具有间断神经元激活的 CFHNN 的全局渐近稳定性的充分条件。此外，根据代数不等式，所获得的稳

定性准则在实践中很容易验证。 

3.3. 固定同步结果 

在这一部分，设计了一类新的钉扎控制器，来确保 CFHNN 的全局渐近同步准则。 
模型(1)被认为是主系统，相应的从系统可表示为 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) [ ]
0

1 1
,

, ,0 ,

n n

t i i i ij j j ij j j i i
i i

i i

D q t a q t b f q t c f q t w E t

q

α τ

κ κ κ τ
= =

 = − + + − + +

 = ∈ −

∑ ∑


        (28) 

其中， ( )iE t 是固定控制输入， ( )ix t 为状态变量，其他参数与主系统(1)中的参数相似。初始值 

( ) [ ]( ),0 , n
ix Cκ τ∈ −  与从系统(28)相关联，并且范数定义如下 

[ ],0
sup .

t τ∈ −
=    

基于微分包含分析和(28)，可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) [ ]

0
1 1

,

, ,0 ,

n n

t i i i j j ij j j i i
j j

i i

D q t a q t f q t c f q t w E t

q

α τ

κ κ κ τ
= =

    ∈− + + − + +    
 = ∈ −

∑ ∑


 


         (29) 

对 0t ≥ ，等价于存在 ( ) ( )( )j jt f x tθ  ∈   ，从系统的初值问题如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ]

0
1 1

,

, ,0 ,

n n

t i i i ij j ij j i i
j j

i i

D q t a q t b t c t w E t

q

α θ θ τ

κ κ κ τ
= =

 = − + + − + +

 = ∈ −

∑ ∑


               (30) 

定义同步误差 ( ) ( ) ( )i i it q t x tυ = − ，由主系统(1)和从系统(28)，可以将误差系统表示为下面的表达式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

0
1 1

1 1
,

, ,0 ,

n n

t i i i ij j ij j i
j j

n n

i i ij j ij j
j j

i i i i

D v t a q t b t c t E t

a x t b t c t

v

α θ θ τ

δ δ τ

κ κ κ ϖ κ κ τ

= =

= =

 = − + + − +

 + − − −


= − = ∈ −

∑ ∑

∑ ∑
 

                 (31) 

对 1,2, ,i n=  ， 0t ≥ ， ( ) ( ) ( ) ( )i i i iv κ κ κ ϖ κ= − =  是与误差系统(31)相关联的初始值。 
新型钉扎控制是一种只需要通过一小部分具有小钉扎控制强度的神经元来实现整个系统的渐近同步

的策略。在不失一般性的情况下，从所有神经元中选择ζ 个神经元，并将钉扎控制器 ( )iE t 的模型设计如

下： 

( ) ( ) ( ){ }
( )

( )
( )1

1

1

sgn , 1,2, , .

0, 1, 2, , .

i

i n
i

i i j
ji

i
i

v t
E t v t v t i

E t v t

i m

ζη ζ

ζ ζ

=

=

=

  
     = − × =  =    

   
= + +

∑
∑

∑







         (32) 

其中 0η > 是可调节常数， ( )iE t


表示可应用于每个节点的通用控制输入， ( )iE t 是相应的钉扎控制策略来
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实现同步。也就是说，有 m ζ− 个神经元被间接钉扎控制。 
在某些情况下，使用设计的钉扎控制律(32)，主系统(1)不能完全同步到从系统(28)。为解决这类情况，

给出如下准同步的概念： 
定义 6 主从系统(1)和(28)被称为实现具有误差界 0θ > 的准同步，如果存在紧集 M，对于任意初始条

件 ( ) [ ]( ),0 , nCω κ τ∈  ，误差 ( ) ( ) ( )v t q t p t= − ，收敛到 

( ){ }, .v t tθΥ = ≤ → +∞  

其中 ( ) ( ) ( ) T
1 , , nv t v t v t=    ， ( ) ( ) ( ) T

1 , , nx t x t x t=    ， ( ) ( ) ( ) T
1 , , np t p t p t=    ， 

( ) ( ) ( ) T
1 , , nϖ κ ϖ κ ϖ κ=    。 

定理 3 若假设 1-3 和 4 成立，且满足以下代数不等式： 

3 1 21 1 11

1 1 2

1min 2 2

1max 0.

n n

i i ij j ij j ij ji n j i

n

ij ji n j

z b k b k c k

c k

ξ η ε ε ε
ε

γ
ε

≤ ≤ = =

≤ ≤ =

   = + − − + −  
   
 

> = > 
 

∑ ∑

∑
 

2

1 13

1 0,ˆ
2

.
n n

i i ij ij j
i j

R R b c hπ
ε= =

 = > = + ∑ ∑  

则具有设计钉扎控制律(32)的主系统(1)和从系统(28)可以实现与误差界
ˆ2π

ξ γ−
的准同步。 

证明过程如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0
1 1

1 1 1

1 1

2

1 1 1

1

sgn

sgn

n n

t i t i i i t i
i i

n n n

i i i i ij j ij j i
i j j

n n

i i ij j ij j
j j

n n n

i i ij j j j j
i i j

n

i

i

j
j

i
i

D G t v t D v t v t v t D v t

v t v t a q t b t c t E t

a x t b t c t

z v t v t b t k v t p t h

v t c t

α α α

θ θ τ

δ δ τ

= =

= = =

= =

= = =

=

= ≤


= − + + − −




+ − − − 



  ≤ − + − +   

+

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )
( )

[ ] ( ) ( )
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将(18)~(20)三个式子代入得， 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2
2 2 2 23 1

0
1 1 1 13 1

2 22

1 1 2

2
3 1 2

1 1 11
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1 12 2
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α ε εη
ε ε
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ε

η ε ε ε
ε
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= =
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   
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 
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 

  
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  

+

∑ ∑ ∑∑

∑∑

∑ ∑ ∑
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2
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1 12 32
.ˆ

n n
i

ij j j
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Rc k v t

G t G t

τ
ε

ξ γ τ π
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− +
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∑ ∑

 

根据定理 3 的条件，得到 0ξ γ− > 。基于 Halanay 不等式及引理 8，有 

( ) 2

ˆ2 ,v t tπ
ξ γ

≤ → +∞
−

 

因此，可以得出结论，误差系统(21)收敛于包含原点的区域 ϒ，其中 

( ) ( ) 2

ˆ2: , .v t v t tπ
ξ γ

  ϒ = ≤ → +∞ −  
 

这表明具有钉扎控制(32)的主系统(1)和从系统(28)实现了具有误差界
ˆ2π

ξ γ−
的准同步。 

4. 数值例子 

本节提供了两个示例，来说明在前几节中获得的稳定性和同步结果。 
例 3 考虑如下的二维分数阶系统： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2

0.292
0

1 1
.t i i ij j j ij j j i

j j
D x t a x t b f x t c f x t wτ

= =

= − + + − +∑ ∑                (33) 

令 1,2i = ； 0.5τ = ； 1 2 0.5w w= = ； 1 2 0.5h h= = ； 1 2 0.5k k= = ， 

( ) ( )2 2 2 2

0.3 1 1.5 0.8
, ,

0.7 0.5 0.6 1.2ij ijB b C c
× ×

− −   
= = = =   −   

 

( ) ( ) ( )1 2 8 tana x a x f x= = + ， ( ) ( ) ( )0.005 sin 0.09 sgnjf x x x= ∗ + ∗ ，代入计算可得， 

1
1

1.8,
n

ij ij j
j

R b c h
=

 = + = ∑  

2
1

1.5,
n

ij ij j
j

R b c h
=

 = + = ∑  

2 2
1 2

3 3

1 1ˆ 0.915.
2 2

R Rπ
ε ε

= + =  

1 2 2ε ε= = ， 3 3ε = ， 1 2max 0.75γ γ γ= = = ， 2 1.7β β= = ，β γ> 成立， 1.77sin 0.75 0
2
αµ π = − + < 
 

。因 
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此，CFHNN(4-33)的平衡点是全局渐近稳定的。并得到了如下图 1 的状态轨迹图。 
 

 
Figure 1. State trajectory diagram of system (4-33) 
图 1. 系统(4-33)的状态轨迹图 

 
例 4 考虑如下的三维分数阶系统： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
3 3

0.998
0

1 1
.t i i ij j j ij j j i

j j
D x t a x t b f x t c f x t wτ

= =

= − + + − +∑ ∑                 (34) 

令 1,2,3i = ； 0.5τ = ； 1 2 3 0.02w w w= = = ； 1 2 3 0.2h h h= = = ； 1 2 3 0.5k k k= = = ， 

( ) ( )3 3 3 3

3 1 0.5 1.5 1 1.35

1 3.5 2 , 2 0.5 2.25 ,

1.5 2 2.1 2.5 4 0.5

ij ijB b C c
× ×

−   
   
   = = = = −
   
   − − − −   

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )T T
1 2 3, , 2,3,5x x x xκ κ κ κ= = − ， 1 2 3 0.5z z z= = = ， 1 2 3 1ξ ξ ξ= = = ， 13η = ， [ )2,0κ ∈ − ， 

相应的从系统为 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )0
1 1

n n

t i i i ij j j ij j j i i
j j

D q t a q t b f q t c f q t w E tα τ
= =

= − + + − + +∑ ∑  

与例 3 共享主系统的参数， ( )iE t 是钉扎控制输入，在两个神经元的控制下满足定理 3 的条件，从系

统初始函数为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )T T
1 2 3, , 3.5,4.5,2 .q q q qκ κ κ κ= = −  

计算可得 { }1 2 3min , , 17.028ξ ξ ξ ξ= = ， 3 3.5γ γ= = ， ˆ 7.101π = ，所以 0ξ γ− > 成立，因此，主系统和 

从系统之间的同步在 n=3 时，在估计误差为
ˆ2 1.018π

ξ γ
=

−
实现准同步。并得到了如图 2~4 的同步状态轨

迹。 
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Figure 2. Under the pinning control error ( )1v t , the states of the synchronization 

trajectory are ( )1x t , ( )1q t  

图 2. 在钉扎控制误差 ( )1v t 下，同步轨迹的状态为 ( )1x t ， ( )1q t  

 

 

Figure 3. Under the pinning control error ( )2v t , the states of the synchronization 

trajectory are ( )2x t , ( )2q t  

图 3. 在钉扎控制误差 ( )2v t 下，同步轨迹的状态为 ( )2x t ， ( )2q t  

 

 

Figure 4. Under the pinning control error ( )3v t , the states of the synchronization 

trajectory are ( )3x t , ( )3q t  

图 4. 在钉扎控制误差 ( )3v t 下，同步轨迹的状态为 ( )3x t ， ( )3q t  
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5. 小结 

带有不连续激活函数的分数阶时滞 Hopfield 神经网络是一种特殊的反馈神经网络。它可以从输入信

号中学习和记忆模式，并且可以从输入信号中恢复出学习的模式。它的激活函数是不连续的，这意味着

可以更好地处理非线性问题。优点是可以处理复杂的非线性问题，缺点是计算量大，容易受到噪声的影

响。随着计算机技术的发展，带有不连续激活函数的分数阶时滞 Hopfield 神经网络将会发挥更大的作用。

它可以用来解决更复杂的问题，提高系统的性能。还可以用来提高系统的可靠性和稳定性，从而更好地

满足用户的需求。 
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