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摘  要 

本文主要研究实数域中如下形式的随机幂级数 ( ) ∑ n
n

n
f x a x

∞

=

=
1

，其中系数 na 相互独立且仅在有限集

{ }kD d d d= 1 2, , , 中取值。设 na 取 id 的概率为 ( ) iP i k= ,2,1 , 且满足∑k
ii P

=
=1 1及 P P≤1 2 。我们证明当

系数 na 的期望非零时，幂级数随着 x −→ 1 时几乎必然趋向 +∞或 −∞。 
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Abstract 
This paper primarily studies random power series of the following form in the real number field

( ) ∑ n
n

n
f x a x

∞

=

=
1

, where the coefficients na  are mutually independent and take values only in a finite 

set { }kD d d d= 1 2, , , . Suppose the probability that na  takes the value id  is ( ) iP i k= ,2,1 ,  sat-

isfying ∑k
ii P

=
=1 1  and P P≤1 2 . It is proved that when the expectation of the coefficients na  is non-

zero, the power series almost surely tends to +∞  or −∞  as x −→ 1 , deterministically depending 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2025.159238
https://doi.org/10.12677/pm.2025.159238
https://www.hanspub.org/


古瑜婷 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.159238 108 理论数学 
 

on the sign of the expectation. 
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1. 引言 

随机幂级数的边界行为研究源于复分析中的经典问题。考虑复数域上的幂级数 

( )
1

,n
n

n
f z zξ

∞

=

= ∑  

其中系数 nξ 为相互独立的复随机变量， z∈。当 nξ 是单位圆上均匀分布的独立随机变量时，Steinhaus 
[1]证明了单位圆周 1z = 几乎必然是该级数的自然边界，即 ( )f z 无法解析延拓至单位圆外。当 nξ 是

Rademacher 随机变量时，即 nξ 取值±1 的概率均为 1/2，Paley 与 Zygmund [2]证明了上述结论同样成立。

2011 年，Breuer 与 Simon [3]将上述结论推广至更一般的随机系数模型，奠定了复随机级数边界理论的基

础。 
本文主要关注实数域上的随机幂级数在收敛区间端点处的极限行为。对每个 n∈，定义概率空间

( ), ,n nD P ，其中 D 是一个给定的集合， n 是 D 上的离散拓扑， nP 是 ( ), nD  上的概率测度。对每个

D D′ ⊆ ，有 

( ) # # # ,nP D D D D k′ ′ ′= =  

其中 # 表示集合的基。更多概率论知识可参考文献[4]。 
设 ( ), , PΩ  是一个乘积概率空间，其中 n D

∈
Ω =∏



，是 Ω上的 Borel 集， nnP P
∈

=∏  。若事件

A 发生的概率 ( ) 1P A = ，则称事件 A 几乎必然发生(a.s.)。任取 Ω 中的元素 ( )na ，记 na 为其第 n 个坐标。

令 { }1 2, , , kD d d d=  是由实数构成的一个有限集合，这里 2k ≥ 。考虑如下幂级数 

( )
1

n
n

n
f x a x

∞

=

= ∑                                      (1) 

其中系数 na 相互独立， na D∈ 且 na 取 id 的概率为 ( )1,2, ,iP i k=  ，
1 1k

ii P
=

=∑ ， x∈。 
显然，对几乎所有的系数 na ，函数 ( )f x 的收敛半径都是 1。本文主要讨论当 1x −→ 时，幂级数的性

质。特别地，当系数以均匀分布方式从集合 D 中取值时，Maga 等人证明了下面结果。 
定理 A [5] 设 ( )f x 的定义如(1)式，并且系数 na 取 ( )1, 2, ,id i k=  的概率均为1 k 。若 0d D d

∈
>∑ ，

则 

( )
1

lim . .;
x

f x a s
−→

= ∞  

若 0d D d
∈

<∑ ，则 

( )
1

lim . .;
x

f x a s
−→

= −∞  
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若 0d D d
∈

=∑ ，则 

( ) ( )
1 1

liminf limsup . ..
x x

f x f x a s
− −→ →

= −∞ = ∞且  

对于系数服从非均匀分布的情况，Maga 等人在其研究中指出：当系数满足一定条件时，定理 A 中的

部分结果也是成立的。本文基于这一问题，对 Maga 等人的证明方法进行创新性改进，最终得到如下结

果： 
定理 1 设 ( )f x 的定义如(1)式，并且系数 na 取 ( )1, 2, ,id i k=  的概率 iP 满足 1 2P P≤ 。则必有以下之

一成立： 
(i) ( )

1
lim
x

f x
−→

= ∞  a.s. 

(ii) ( )
1

lim
x

f x
−→

= −∞  a.s. 

(iii) ( )
1

liminf
x

f x
−→

= −∞  且 ( )
1

limsup
x

f x
−→

= ∞  a.s. 

定理 2 设 ( )f x 的定义如(1)式，并且系数 na 取 ( )  1, 2, ,id i k=  的概率 iP 满足 1 2P P≤ 。若 0d D d
∈

>∑ ，

则 

( )
1

lim . .;
x

f x a s
−→

= ∞  

若 0d D d
∈

<∑ ，则 

( )
1

lim . ..
x

f x a s
−→

= −∞  

值得注意的是，如果将定理 1 和定理 2 中的条件“ 1 2P P≤ ”去掉，则结论不成立，因为定理的证明

需要用到引理 3，而引理 3 仅在“ 1 2P P≤ ”这一条件下成立。 

2. 主要引理 

为证明主要结论，本节引入若干关键引理。 
引理 1 [6] 在实轴上，任何关于非平凡平移不变的有限 Borel 测度必是平凡测度(即恒为零)。 
下述引理均在系数服从非均匀分布(即 ( )  n i iP a d P= =  ( 1, 2, ,i k=  )且 1 2P P≤ )的框架下讨论。对任意

的 N ∈，定义在 ND 上两个子集之间的映射 *
Ng 满足下列条件： 

(1) *
Ng 是其定义域到值域间的双射； 

(2) 若 ( ) ( )*
1 1, , , ,N N Ng a a b b=  ，则 

( )2 1
1 1

,
N N

n n
n n

b d d a
= =

= − +∑ ∑  

其中 na D∈ 且 na 取 ( )1,2, ,id i k=  的概率 iP 满足 1 2P P≤ 。 
一般情况下， *

Ng 不能定义在整个 ND 上，下述引理表明 *
Ng 可以定义在一个相当大的子集上。 

引理 2 *
Ng 可定义在一个定义域大小为 

( )( )*# 1 1N
Ndom g k o= −  

的集合上，当 N →∞时。其中 *
Ndom g 表示 *

Ng 的定义域且 #k D= 。 
证明：任取整数 l 满足 0 l N≤ ≤ ，及整数 1 2, , , lc c c 满足 11 lc c N≤ < < ≤ 。令 

{ }1 2, , , lC c c c=  ， { } { }1 21, 2, , \ , , , lC N c c c′ =    

以及映射 
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{ }1 2: \ ,s C D d d′ → . 

令 

( ) { } ( ){ }, , 1 1 2, , : ,
j

N N
l C s N j c cD a a D c C a d d c C a s c′′ ′ ′= ∈ ∀ ∈ ∈ ∀ ∈ = 有 且 有 . 

由于 , ,
N
l C sD 在 l 个位置上有两种选择( 1d 或 2d )，其他位置固定，所以 , ,

N
l C sD 的大小为 , ,# 2N l

l C sD = 。显然有 

, , .N N
l C s

l
D D=



 

进一步，对每个 l ，将 , ,
N
l C sD 按 1d 的数量作如下分解： 

1
1

, , , , ,
0

,
l

N N
l C s l l C s

l
D D

=

=


 

其中
1, , ,

N
l l C sD 是 , ,

N
l C sD 的子集，它包含恰好有 1l 个 1d  (从而有 1l l− 个 2d )的序列，其大小为

1, , ,
1

# N
l l C s

l
D

l
 

=  
 

。 

对每个固定的 , ,l C s ，映射 *
Ng 可以定义在 , ,

N
l C sD 的一个子集上，并将含有 1l 个 1d 的序列映射为含有

1 1l − 个 1d  (即减少一个 1d ，增加一个 2d )的序列。为保证 *
Ng 是良好定义的，定义域的大小为 

{ }1 1
1

, , , , , , 1, ,
0

# max 0,# # .
l

N N N
l C s l l C s l l C s

l
D D D −

=

− −∑  

我们断言：当 l →∞时， 

{ } ( )1 1
1

, , , , 1, ,
0
max 0,# # 2 .

l
N N l
l l C s l l C s

l
D D o−

=

− =∑  

这是因为 

{ }1 1
1 1

, , , , 1, ,
0 0 1 1

max 0,# # max 0, .
1

l l
N N
l l C s l l C s

l l

l l
D D

l l−
= =

     − = −    −     
∑ ∑  

由于当 1
1

2
ll +

< 时， 

1 1

0
1

l l
l l
   

− >   −   
. 

当 1
1

2
ll +

> 时， 

1 1

0
1

l l
l l
   

− <   −   
. 

当 1
1

2
ll +

= 且 l 为奇数时， 

1 1

0
1

l l
l l
   

− =   −   
. 

因此，仅当 1 2
ll  ≤   

时，
1 1

max 0,
1

l l
l l

     −    −     
非零且等于

1 1 1
l l
l l
   

−   −   
，这里

2
l 

  
表示不超过

2
l
的最大整

数。所以 

( ){ }1 1
1 1

2

, , , , 1 , ,
0 0 1 1

max 0,# # .
1

2

l
l

N N
l l C s l l C s

l l

l
l l

D D ll l

 
  

−
= =

 
       − = − =        −          

∑ ∑  

https://doi.org/10.12677/pm.2025.159238


古瑜婷 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.159238 111 理论数学 
 

下面根据 l 的奇偶性分情况计算

2

l
l

 
 
  
    

。 

情形 1. l 为偶数，不妨设 2l n= 。此时
2
l n  =  

，所以 

( )
2

2 2 !
.

2

l
n n

l n n

 
   = =          

 

由 stirling 公式可知，当 n →∞时， 

( )
2

2 2 222 !~ 4 4 2 e ,
e

n
n n nnn n n nπ π −  = ⋅ ⋅ 

 
 

( )
2

2 2 2! ~ 2 2 e .
e

n
n nnn n n nπ π −

   = ⋅     
 

所以 

( )
2 2 2 2

2 2
4 2 e 2 2~ 2 .

2 e
2

n n n n
l

n n

l
n n ll nn n n

π
ππ π

−

−

 
⋅ ⋅  = = →∞   ⋅    

 

情形 2. l 为奇数，不妨设 2 1l n= + 。此时
2
l n  =  

，所以 

( )
( )

2 1 22 1 ! 2 1 .
! 1 ! 1

2

l
n nn n

l n nn n n

 
+ +   +  = = =       + +       

 

由情形 1 可知 

( )
22 2~ .

nn
n

n nπ
 

→∞ 
 

 

所以 

( )
22 2~ 2 ~ 2 .

2

n
l

l
ll

ln ππ

 
  ⋅ →∞  
    

 

综上， 

( )2 2~ .
2l

l
l

l
lπ

 
 
       →∞  

由于 

2lim 0,
l l∞ π→

=  
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所以 

( ){ } ( ) ( )
1 1

1

, , , , 1 , ,
0
max 0, # # 2 .

l
N N l
l l C s l l C s

l
D D o l−

=

− = → ∞∑  

因此对每个
1, , ,

N
l l C sD ，当 l →∞时， *

Ng 的定义域大小为 

( ){ } ( )( )1 1
1

, , , , , , 1 , ,
0

# max 0,# # 1 1 2 .
l

N N N l
l C s l l C s l l C s

l
D D D o−

=

− − = −∑                     (2) 

对于任意固定的 L ，当 N →∞时，有 

( ) ( )( ) ( ), , , ,
, , 0 , 0

# # 2 2 2 ,
L L N l NN N l L N

l C s l C s
l L C s l C s l

N
D D k o N k o k

l
−

≤ = =

 
= = − = − = 

 
∑ ∑∑ ∑  

( ), ,
, ,

# .N N N
l C s

l L C s
D k o k

≤

= −∑  

选取 L 使得对任意满足 N l L≥ > 的 l ，(2)式成立。对这个 L ，当 N 充分大，则在 ND 中至少存在

( )( )1 1 No k− 个序列满足 l L> 。因此，在整个 ND 上， *
Ng 的定义域大小至少为 ( )( ) ( )( )1 1 1 1No k o− ⋅ − 。 

所以引理 2 得证。 
对于任意的 Borel 集 B ⊆ ，定义如下 Borel 测度 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

limsup , limsup .
x x

B P f x B B P f x Bµ µ
− −

+ −
→ →

   = ∈ = ∈   
   

 

显然， ( )Bµ+ 与 ( )Bµ− 分别表示随机变量 ( )
1

limsup
x

f x
−→

和 ( )
1

limsup
x

f x
−→

的概率分布函数。 

引理 3 对于任意 Borel 集 B ⊆ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1, .B d d B B d d Bµ µ µ µ+ + − −+ − ≥ + − ≥  

证明：对 S ⊆ ，定义函数如下 

( ) ( ) 1
1

: limsup n
n nn

x
S a a x S

−

∞

=
→

 = ∈Ω ∈ 
 

∑ . 

对序列 ( )na ∈Ω采取如下操作：若 ( ) *
1, , N Na a dom g∈ ，则令 

( )( ) ( )* ,N n nG a b=  

其中 ( )( ) ( )*
1 1, , , ,N N Ng a a b b=  ，且当 n N> 时，令 n nb a= 。 

因为 

( )

1 1 11 1

1 1 1

2 1
1 11

2 1
1 11

2 1
11

limsup limsup

limsup

limsup

limsup

limsup .

N
n n n

n n n
n n n Nx x

N
n

n n
n x n N

N
n

n n
n n Nx

N
n

n n
n n Nx

n
n

nx

b x b x b x

b b x

d d a b x

d d a a x

d d a x

− −

−

−

−

−

∞ ∞

= = = +→ →

∞

= → = +

∞

= = +→

∞

= = +→

∞

=→

 = + 
 

= +

= − + +

= − + +

= − +

∑ ∑ ∑

∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

∑
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所以对任意 Borel 集 B ⊆ ，若 ( ) ( )*
n Na domG B∈ ∩ ，则 

( )( ) ( )*
2 1N nG a B d d∈ + − . 

因此 

( )( ) ( )* *
2 1N NG domG B B d d∩ ⊆ + −  . 

由引理 2，对任意的 0ε > ，当 N 充分大时，有 

( )* 1NP domG ε≥ − . 

所以 

( )( ) ( )*   .NP domG B Bµ ε∩ ≥ −  

另一方面，根据 *
NG 的定义且 na 取 1d 的概率 1P 小于取 2d 的概率 2P ，可得 

( )( )( ) ( )( )* * *
N N NP G domG B P domG B∩ ≥ ∩  . 

所以 
( ) ( )( )

( )( )( )
( )( )

( )

2 1 2 1

* *

*

.

N N

N

B d d P B d d

P G domG B

P domG B

B

µ

µ ε

+

+

+ − = + −

≥ ∩

≥ ∩

≥ −






 

由 ε 的任意性，可知 

( ) ( )2 1B d d Bµ µ+ ++ − ≥ . 

同理可得 µ− 的情况。因此，引理 3 得证。 

3. 主要结果的证明 

3.1. 定理 1 的证明 

由引理 3，对任意 Borel 集 B ⊆ ，有 

( ) ( )2 1 ,B d d Bµ µ+ ++ − ≥  

( ) ( )2 1 .B d d Bµ µ− −+ − ≥  

然而，在上不存在非平凡的有限 Borel 测度满足上述性质。所以 

( ) ( ) 0.µ µ+ −= =   

由于定理 1 等价于上式，所以定理 1 得证。 

3.2. 定理 2 的证明 

由于定理 2 的两个结论是对称的，下面只证 1 0k
jj d

=
>∑ 的情况。为了叙述定理的证明过程，还需要

介绍下面两个引理。 
引理 4 [5] 设 ( )f x 的定义如(1)式，则存在 K ∈，使得事件 

( )
1

n
n

n
f x a x K

∞

=

= >∑  
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对任意 0 1x< < 都成立的概率为正。 
引理 5 [5] 设 ( )f x 的定义如(1)式，则 

( )( ) ( )( ) { }
1 1

lim , lim 0,1
x x

P f x P f x
− −→ →

= ∞ = −∞ ∈ . 

下面开始定理 2 的证明。 
证明：由引理 4 可知，事件 ( )

1
lim
x

f x
−→

= −∞发生或者事件 ( )
1

liminf
x

f x
−→

= −∞且 ( )
1

limsup
x

f x
−→

= ∞发生的

概率小于 1。再由定理 1，可知 

( )( )
1

lim 0
x

P f x
−→

= ∞ > . 

由此并结合引理 5，可得 

( )( )
1

lim 1
x

P f x
−→

= ∞ = ， 

即若 0d D d
∈

>∑ ，则 

( )
1

 lim . ..
x

f x a s
−→

= ∞  

类似可证若 0d D d
∈

<∑ ，则有 

( )
1

lim . ..
x

f x a s
−→

= −∞  

因此，定理 2 得证。 

4. 结论与讨论 

本文研究了系数取有限值且相互独立的随机幂级数在实数域中的行为。我们证明，当系数的数学期

望不为零时，级数在自变量趋近于收敛半径边界时，几乎必然发散到正无穷或负无穷。这一结论揭示了

随机幂级数在边界点处的确定性行为，并为进一步探讨均值为零情形下的边界性质奠定了基础。 
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