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摘  要 

可压缩Navier-Stokes/Allen-Cahn方程组是描述非混相两相流流动的重要数学模型之一。本文研究可压

缩等熵(或等温) Navier-Stokes/Allen-Cahn方程组初值问题的一维全局强解的存在唯一性，其中压强满

足Van der Waals状态方程，该状态方程关于密度是非单调的，物理上常用来描述流体的相变。本文通过

能量方法，在初值不含真空的情况下，证明了该方程组一维Cauchy问题全局强解的存在唯一性，这一结

论不需要对初值加以任何小性限制。结果表明，在任意有限时间段内，非混相两相流的密度、相场、速

度等物理量保持连续性，在可能的相变发生处，流体的密度可以振荡剧烈，但是不会出现间断，新的相

变产生之处，不同的相之间由扩散界面连接。 
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Abstract 
The compressible Navier-Stokes/Allen-Cahn equations system is one of the important mathemati-
cal models for describing immiscible two-phase flows. This paper studies the existence and unique-
ness of global strong solutions to the initial value problem for the 1-D compressible isentropic (or 
isothermal) Navier-Stokes/Allen-Cahn equations. The pressure satisfies the Van der Waals equation 
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of state, which is non-monotonic with respect to density and is commonly used in physics to de-
scribe fluid phase transitions. Using the energy method, we establish the existence and uniqueness 
of global strong solutions for the equations under the condition that the initial data contains no 
vacuum. This result holds without imposing any smallness restriction on the initial data. The results 
demonstrate that within any finite time interval, the physical quantities of the immiscible two-
phase flow—such as density, phase field, and velocity—remain continuous. While the density may 
exhibit intense oscillations at locations where phase transitions are possible, discontinuities do not 
arise. Furthermore, where new phases emerge, the distinct phases are connected by diffuse inter-
faces. 
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1. 引言 

非混相两相流在自然界中与工程应用中极为常见，在化工材料，航天航空等诸多领域有着广泛的应

用，随着生物、能源与环境保护工程的兴起与发展，对非混相两相流的研究成为了非常重要的课题。互

不相溶两相流问题涉及不同相之间的流动、质量传递、复杂的界面运动以及两相流相互作用，是一个涉

及流场和相场的耦合问题，其传递机制非常复杂。两相混合流体可能会发生相变，不同流体之间的交界

处会出现扩散、聚合或者破裂等拓扑结构变化的情况。19 世纪初，杨氏(Young)，拉普拉斯(Laplace)和高

斯(Gauss)将两种不同流体之间的界面考虑为一个厚度为零的表面，但这一方法不能较准确地刻画互不相

溶的两相流之间的扩散界面。在 1894 年，荷兰物理学家 Van der Waals [1]把互不相溶的两相流之间的界

面描述为一个过渡层，如图 1。基于此在 1958 年，Cahn-Hilliard 提出描述两相界面的扩散行为(如融合、

分裂)的 Cahn-Hilliard 方程；1979 年 Allen-Cahn 提出描述相变过程(如蒸发、凝固)的 Allen-Cahn 方程。随

后，Blesgen [2]通过耦合可压缩 Navier-Stokes 方程与修正 Allen-Cahn 方程建立了具有扩散界面的可压缩

两相流的 Navier-Stokes/Allen-Cahn (简称 NSAC)模型。 
 

 
Figure 1. diffuse interfaces 
图 1. 扩散界面 
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Navier-Stokes/Allen-Cahn 模型通常表示如下： 
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其中 ( ) 1 2, tρ ρ ρ ρ= = +x 表示混合流体的总密度， ( ), t=u u x 表示流速，且 1 1 2 2u u uρ ρ ρ= + ， iρ 、u i ( )1,2i =
分别表示第 i 种流体的密度和流速， ( ), tχ χ= x 表示相场(详情见注 1)，µ 表示化学势， ( ),f f ρ χ= 为势

能密度函数(详情见注 2)。常数 0ν > ， 0η ≥ 为黏性系数，常数 0ε > 为混合流体的扩散界面厚度。 
注 1：在可压缩不混溶两相流中取一个微元体，假设其体积为V ，质量为 1 2M M M= + ，其中 1M 、 

2M 分别表示不混溶两相流微元体中两类流体的质量。定义 ( )1,2i
i

M i
M

χ = = 为微元体中各组分的质量浓 

度， 1 2χ χ χ= − 。从物理意义上显然可知， χ 的取值范围应在−1 到 1 之间。所谓不混溶两相流的扩散界

面，就是指满足 1χ < 的区域，因此我们可以通过 χ 的取值来追踪扩散界面的运动轨迹。 
注 2：势能密度 ( ),f f ρ χ= 满足 Ginzburg-Landau 双阱势模型： 

( ) ( )228 1, 3 ln 1 ,
3 3 4

f θ ρρ χ ρ χ
ρ

= − + + −
−

 

其中表示 0θ > 临界温度。 
对于满足理想气体状态方程的两相不混溶流动问题，压强 p是密度 ρ 的增函数，即满足理想气体状

态方程 ( )1p C γρ γ= ≥ ，对于满足该条件的方程(1)，Feireisl-Petzeltová-Rocca-Schimperna [3]基于 Lions [4]
提出的框架，证明了等熵情形下 6γ > 时有限能量弱解的全局存在性。Chen-Wen-Zhu [5]将该结果改进至

2γ > 。Ding-Li-Luo [6]进一步在初始密度不含真空的有界区域中，得到了一维强解的全局存在性。Chen-
Guo [7]将 Ding-Li-Luo [6]的结论推广至允许初始真空的情形。另外 Chen-Hong-Shi [8] [9]、Chen-Li-Tang 
[10]和 Zhao [11]研究了三维情况下小初值扰动时强解的全局存在唯一性。 

然而在高压和低温条件下，气体的行为偏离了理想气体的假设，特别是在气体接近液化时，分子间

的吸引力和分子自身的体积变得不容忽视，气体会发生相变。对于存在相变的系统，压强 p 通常关于密

度 ρ 具有非单调性(称为非理想流体状态方程)，为了弥补这种情况的不足，我们考虑 Van der Waals 气体

状态方程(参考[1] [5] [12] [13]及其中的参考文献)： 

 ( )2 ,a
v

p v b Rθ + − = 
 

 (2) 

其中 p表示压强，v表示体积，θ 表示温度，R 是气体常数，a 和 b 是表示分子内聚力效应和分子有限尺

寸的常数。为方便研究，使得其数学表达不随流体种类变化而变化，以 cp 、 cv 和 cθ 表示临界点处的状态 

参数值，并定义无量纲分量
c

pp
p

= 、
c

vv
v

= 、
c

θθ
θ

= ，则方程(2)的无量纲形式为： 

 2
3 1 8 .

3 3
p v

v
θ  + − =  

  
 (3) 

由方程(3)可直接证明：当 1θ > 时，p是 v的单调递减函数；而当 0 1θ< < 时，存在某个体积区间使得

p随 v增大而增大，相变发生在 ( )p v 呈上升趋势的区域附近，如图 2 所示。 
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Figure 2. p-v at different temperatures 
图 2. 不同温度 p-v 图 

 
对于非理想气体的研究，Hsieh 与 Wang [13]通过引入人工粘性项的伪谱方法，数值求解了基于方程

(3)的等熵可压缩 Navier-Stokes 方程，研究了相变过程对初始密度选择的依赖性。He-Liu-Shi [5]在一维情

形下，研究了 van der Waals 流体解的长时间渐近行为。Mei-Liu-Wong [14] [15]在 Navier-Stokes 系统中引

入附加人工粘性项并设定 ( ) 3 1p ρ ρ ρ− −= − ，证明了一维周期解的存在性、唯一性、正则性及一致有界性。

Hoff 与-Khodia [12]则针对含小初始扰动的一维全空间可压缩 van der Waals 流体系统(1)，研究了特定稳

态弱解的动态稳定性。 

从物理角度而言，在方程(3)中，我们可以发现当 v趋于
1
3
时，或系统温度趋于绝对零度，或系统压 

强 p 急剧发散至无穷大，而基于热力学第三定律可知，绝对零度是无法达到的，实际的物理过程必然表

现为压强发散。但在真实物理世界中，物质被压缩到分子本身大小后，就无法再被压缩了；当物质被压

缩到非常致密时，就会表现出微观粒子的特殊性质，以及原子核之间的强力作用。为了方便数学上的研

究以及与真实的物理现象的自洽，有如下修正的 Van der Waals 气体状态方程： 

 ( )
2

3 8 1, ,
3 1 3

1, ,
3

v

v
v vvp

θ δ

δ

− + > + −= 
+∞ ≤ +


 (4) 

其中
1v
ρ

= ，任意小的常数 0δ > ，θ 为临界温度，我们有以下关于压强 p的性质： 

(1) ( ) 0vp v →+∞→ ； 

(2) 若 1θ ≥ ， ( )p v 为单调减函数。当 0 1θ< < ，存在两点
1
3

δ α β+ < < ，使得 ( )p v 在
1 ,
3

δ α +  
，

[ ),β +∞ 单调递减， ( )p v 在 ( ),α β 单调递增；进一步地，存在
1
3

δ γ α+ < < ，使得 ( ) ( )p pγ β= ，当

1
3

vδ γ+ < < 时 ( ) ( )p p vγ < ， ( )p v 在
1 ,
3

δ γ +  
上单调递减；存在ζ β> ，使得 ( ) ( )p pζ α= ，当 vζ < 时，

( ) ( )p p vζ < ， ( )p v 在 [ ),ζ +∞ 上单调递减。如图 3。 
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Figure 3. p-v of Van der Waals equations 
图 3. Van der Waals 方程 p-v 图 
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本文的目的是讨论满足方程(4)的等熵 Navier-Stokes/Allen-Cahn 方程组(1)的强解的全局存在唯一性。

该问题的难点在于给出密度的上下界估计以及克服压强 p 的非单调性带来的困难。为了简单起见，我们

首先考虑方程的一维情形： 
则拉格朗日坐标系下一维等熵 Navier-Stokes/Allen-Cahn 方程组可表述为： 

 
( )( )

( )

2

2
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t x

x x
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x x
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− =
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   + = −       

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   = − −    

 (5) 

满足初值条件： 

 ( )( ) ( )( ) ( )0 0 0, , ,0 , , ,0, 1 , ,xv u x v u x v xχ χ →±∞= → ± ∈  (6) 

另外，⋅ 表示范数，定义为： ( )( )
1

2 2

0
d

L
g g x x= ∫ ， ( )0lH l ≥ 表示定义在上的 2L 函数 g 其导数 j

x g∂ ，

( )1, ,j l=  也是 2L 函数，其范数定义为

1
22

0

l
j
xl

j
g g

=

 
= ∂ 
 
∑ 。 

2. 主要定理 

定理 1：对任意小的常数 0δ > ，假设压强 p满足方程(4)，若式(6)中 v 满足： 
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1
3

vδ γ+ < < 或 vζ < , 

且 

( )( ) ( ) ( )1 2 2
0 0 0 0, , , 1 ,

x
v v u H Lχ χ− ∈ − ∈   

0 0
1inf , 1 1,
3x

v δ χ
∈

> + − ≤ ≤


 

则Navier-Stokes/Allen-Cahn方程组(5)~(6)的Cauchy问题存在唯一的全局强解 ( ), ,v u χ ，使得对任意 0T > ，

存在常数 1C ，使得： 

( ) ( )( ) ( )( )1 2 2, , 0, ; , 1 0, ; ,xv v u L T H L T L∞ ∞χ χ− ∈ − ∈   

( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 1 2 20, ; , 0, ; , 0, ; ,x
x x
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v L T L L T H L T L
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χχ  ∈ ∈ ∈ 

 
    

且 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ]1
1 , , , 1,1 , , 0, ,
3

v x t C x t x t Tδ χ+ < ≤ ∈ − ∈ ×  

其中 1 0C > ，且与 ,T ε 有关。 

3. 主要定理的证明 

先定义解空间：即对 0c∀ > ， 0C > ， 0T > 有 
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3.1. 局部强解的存在性唯一性 

命题 1： 0c∀ > ， 0C > ，初值 ( )0 0 0, ,v u χ 满足条件
[ ]

( )0, 0,

1inf ,
3x t T

v x t c δ
∈ ∈

> > +


， 

( )0 0 0 0 11
, 1 xv v u Mχ χ− + − + ≤ ， 01 1χ− ≤ ≤ ，存在一个小时间 ( )* * 0T T C= > ，使得问题(5)~(6)存在唯

一解 ( ), ,v u χ ，满足 ( ) ( )*
1 1 ,2

2 2 3

, , 0,m C
v u X T

δ
χ  + + 

 

 ∈   。 

证明： 
利用类似文献[16]的迭代方法可以证明方程(5)~(6)的局部解的存在性。 

3.2. 先验估计 

命题 2.在定理 1 的假设下，若方程(5)~(6)有一个解 ( ), ,v u χ ，对 0T > ，有 ( ) [ ]( )1 ,
3

, , 0,v u X T
δ

χ
+ +∞

∈ ，

则： 

[ ]
( )( ) ( ) ( ) ( )( )22 2 2 22

11 00,
sup , , 1 d

T
x x x x

t T
v v u v u Cχ χ τ τ χ τ τ

∈
− + − + + + ≤∫ , 
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其中 0C > ，且与 ,T ε 有关。更进一步地，存在 1 0C > ，使得： ( ) [ ] ( ) [ ]1
1 , , 1,1 , , 0,
3

v x t C x t Tδ χ+ < ≤ ∈ − ∀ ∈ × 。 

首先，由 p的性质(1)~(3)可知，我们可以选取 v ，满足
1
3

v γ< < ，定义： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )d d ,
v v

v v
v p v p s s p v v v p s sΦ = − = − −∫ ∫  (7) 

直接计算可得 

( ) ( ) ( ) ,v p v p v=′Φ −  

且 

( ) ( ) ,vv p v′Φ = −′′  

易知： ( ) ( ) 0v vΦ = ′Φ = ，则 

( ) ( )( ) ( )( )2 21 ,
2 vv p v v v o v v′Φ = − − + −  

结合(7)可得 

( ) 0, ,v v vΦ > ∀ ≠  

有关命题 2 的证明，将由接下来的引理给出。 
引理 1. 对任意的 0T > ，都有 

 ( )
( )222 2

2 2
0

11 d d d .
2 2 4
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+∞ +∞
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∫ ∫ ∫   (8) 

证明：将(5)2乘以u ，(5)3乘以 µ ，相加后关于 x 在 ( ),−∞ +∞ 积分，并通过分部积分得到 
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结合(7)与(9)得 
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再对(10)关于 t 在 [ ]0,T 上积分得 
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ε

+∞ +∞

−∞ −∞∈

 −   + +Φ + + + ≤      
∫ ∫ ∫  

式中 ( ) ( )222 2
00 0

0 0
0

1
d

2 2 4
xuE v x

v
χχε

ε
+∞

−∞

 − = + +Φ +  
 

∫ ，引理 1 得证。 

引理 2. 对任意的 0T > ，都有 

.L Cχ ∞ ≤  

证明：设 
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[ ), 1 , 0, 1, 2,n n n nΩ = + = ± ±   

由式(8)可得 

( )4 2 4
0 0

1d 2 d d 2 ,
2n n n

x x E x Eχ χ χ
Ω Ω Ω

≤ + ≤ + +∫ ∫ ∫  

于是有 

( )4
0d 2 2 ,

n
x Eχ

Ω
≤ +∫  

因此可得到 

( ) ( ) ( )
1 1
44 4

0, d d 4 2 ,
n n

x t x x Eχ χ
Ω Ω

≤ ≤ +∫ ∫  

利用上式得到 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1
22 4

0, , , d , d 4 2 ,
n n n

xx t x t y t y y t y C Eχ χ χ χ χ
Ω Ω Ω

≤ − + ≤ + +∫ ∫ ∫  

引理 2 得证。 
引理 3. 在压强假设(4)下，对任意的 0T > ，都有 

[ ]
2

0,
sup .x

t T
Lv C

∈
≤  

证明：由(5)1可得 

 ( )ln ,x t x
xt

x x t

u v vv
v v v

     = = =     
     

 (11) 

则(5)2可写为 

 ( )
2

2 ,
2

x x
v x t

t x

v p v v u
v v

χε    − = +   
  

′


 (12) 

将(12)乘以 xv
v
，再关于 x 在 ( ),−∞ +∞ 积分得到 

 ( )
2 2 2 2 2

4 3
1 d d d ,
2

x x x x x x x xx x
v

t

v v v u v vu x p v x x
v v v v v v

εχ εχ χ+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

      ′− + − − + =            
∫ ∫ ∫  (13) 

将(13)乘以
1
2
，与(8)相加得到 

 
( )

( )

( )

222 2
2

2 2 2 2
2

4 3

11 1 1 d
2 2 4 2 4

1 1 d d ,
2 2 2 2

x x x

t

x x x x x xx x
v

v vu u v y
v v v

v u v vv p v x x
v v v v

χεχ
ε

εχ εχ χµ

+∞

−∞

+∞ +∞

−∞ −∞

  −   − + +Φ + +        

 
′+ − + + = 

 

∫

∫ ∫

 (14) 

接下来我们处理 ( )
21

2
x

v
vp v
v

′− 项。 

由(14)，并结合 Young 不等式可得： 
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( )
( )

( )

222 2
2

2 2 2 2
2

4 2

2

3 4

2 2 2 2

4 2 3

11 1 1 d
2 2 4 2 4

121 d d
2 2 3 1

3d d
2

3d d
4

x x x

t

x x x x

x xx x x

x x xx x

v vu u v y
v v v

u v vv x x
v v v v

v vx x
v v
v vx x

vv v v

χεχ
ε

εχ θµ

εχ χ

εχ εχ

+∞

−∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞ −

  −   − + +Φ + +        

 
+ + + + 

− 

= +

≤ + +

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ,
+∞

∞∫

 

由
2

2
2

1 1 1
2 2 2 4

x xv vu u
v v

κ
κ

− ≤ + ⋅ ⋅ 知得，有适合的 0κ > 使得： 

( )
( )

( )

222 2
2

1 2

2 2 2 2
2

4 2

2 2

2 2

1
d

2 4

121 d d
2 2 3 1

d

x x

t

x x x x

xx x

vu v y
v v

u v vv x x
v v v v

vC x
v v

χεχλ λ
ε

εχ θµ

εχ

+∞

−∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

  −   + +Φ + +        

 
+ + + + 

− 

≤ +

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

其中 1 0λ > ， 2 0λ > 。 
由(5)4可知 

( )
2

21 1 ,x

xv
χε χ χ µ

ε
  = − − 
 

 

则 

( ) ( )
22

22 2 2 2 2
2

1 1 11 1 ,
x

x

v v
χε χ χ µ χ χ νµ

ε ε
 = − − ≤ − +  

 
 
 

 

则 
2

0
d ,

T x

x

x C
v
χ+∞

−∞

  ≤ 
 ∫ ∫  

进一步，由 Young 不等式与引理 1 有 

( )
22

11
22 22

, d d 2 d

12 d d

2

,

x xy y yx x x

xy

x x

x

x t y x
v v v v v v

x x
v v v

χ χ χχ χ χ

χ χ

+∞

−∞ −∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

       = ≤       
       

   ≤ 

=

 
  


 



  

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

1
2 22

sup d ,x x

x x

C x
v v
χ χ+∞

−∞∈

    ≤          
∫


 

由(5)4得 
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( )

( )

( )

( )

2 2
2

2

2 222 2 2
2 2 2

222 2
2 2

2
22 2

2

2

1 1d 1 d

13 1 d

13 1 d sup d

13 1 d d

xx x x

x x

x x

x

x

x

vx x
v v

vC x
v v

vC x C x
v v

C x C
v

χ χε µ χ χ
ε

χνµ χ ε
ε ε

χνµ χ ε
ε ε

χνµ χ ε
ε ε

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞

−∞

+∞ +∞

−∞ −∞∈

+∞

−∞

   = − + − +   
   

 
≤ + − 

 

 ≤ + − + 
 

  ≤ + − +

+

 
 


 



   

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫






1
22

2 d ,xvx x
v

+∞ +∞

−∞ −∞

 
  
 
∫ ∫

 

将上式关于 t 在 [ ]0,T 上积分，再结合引理 1 与 Gronwall 不等式可知： 

( )
( )

( )

222 2
2

1 2

2 2 2 2 2
2

2 4 20

1
d

2 4

121 d d ,
2 43 1

x x

T x x x x xx

vu v x
v v

u v vv x t C
v v vv v

χεχλ λ
ε

θ εχ χµ

+∞

−∞

+∞

−∞

 −  + +Φ + +    
 

 
 + + + + + ≤
 − 

∫

∫ ∫

 

引理 3 得证。 
引理 4. 压强假设(4)下，任意的 0T > ，都有 

[ ]( ) 10, .L Tv C∞ ×
≤

 

证明：考虑 

( ) ( )1 d ,
v

v
f v s s

s
= Φ∫  [17] 

易得，当 x →±∞时，v v→ ，当 v v→ 时， ( ) 0f v → ，则有当 x →±∞时， ( ) 0f v → 。结合引理 1 可得 

( ) ( ) ( )( )
1

12 2
2d d ,

v v x xv vff v x v x v C
x v v

+∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

 ∂  = = Φ ≤ Φ ≤   ∂   
∫ ∫ ∫ ∫  

反证： x →∞，可知 

( )1 d ,
v

s s
s

∞
Φ →∞∫  

即 ( )f v →∞，与 ( )f v C≤ 矛盾。 
引理 4 得证。 
引理 5. 对任意的 0T > ， 

[ ]

2
2 2

00,
sup d d d .

T x
xx xt

t T xx

x x t C
v
χχ χ

+∞ +∞

−∞ −∞∈

  + + ≤     
∫ ∫ ∫  

证明：(5)3以及(5)4，可得 

 ( ) ( )3 3
2

1 1 ,t x xx x x

x

v
v v v v
χ χ χ χχ χ ε χ χ ε ε

ε
 = − − + = − − + − 
 

 (15) 

结合引理 1~引理 4 得到： 
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2
0

d d ,
T

t x t Cχ
+∞

−∞
≤∫ ∫  

将(15)式对 x 求导，且由 

2 2 2 ,t xt t x x t x x x

x t

v v u
v v vv v v
χ χ χ χ χ χ   = − = − +   

   
 

得 

 ( )3
2 2

1 ,x x t x x x
x

t xx

v u
v v v v
χ χ χ χε χ χ

ε
   − = − − + −   
   

 (16) 

将(16)乘以 x

tv
χ 

 
 

，再关于 x 在 ( ),−∞ +∞ 积分，并结合引理 1~引理 4 与 Sobolev 嵌入定理得： 

( )

( )

2 2

3
2 2

2222 2 2 2 2
2

2

d d

1 d d d

13 1 d d d
3

1

d
2 d

x x

x t

x t x x t x x
x

t t t

x x
x t x x

t

t L

x x
v v

v ux x x
v v vv v

C x v x u x
vv

C

t
χ χ

χ χ χ χ χχ χ
ε

χ χχ χ χ
ε

ε

χ
ε

∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

+∞ +∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

   +   
   

     = − − + −     
     

   ≤ − + + +   
  

≤ +

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
2 2

2 2

2
2

2
2 2 2

1d d
3

11 d d
3

1 11 d d d
3

x x
x x

L t

w
x x

t xt x
x t

w
x x

t xt x
x t

v x u x
v v

C x u x
v v

C x x u x
v v

χ χ

χ χχ χ
ε

χ χχ ελ χ
ε ε

∞

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

+∞ +∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

   + +       
    ≤ + + +         
    ≤ + + + +         

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
2 2

2 21 11 d d d ,
2

x x
t x

x t

C x u x x
v v
χ χχ

ε ε
+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

    ≤ + + +         
∫ ∫ ∫

 

再由 Gronwall 不等式得 

[ ]

2 2

00,
sup d d d ,

Tx x

t T x t

x x t C
v v
χ χ+∞ +∞

−∞ −∞∈

   + ≤   
   ∫ ∫ ∫  

2 d ,xx x Cχ
+∞

−∞
≤∫  

则有： 

( ) ( )2 2 2 2 2
0

d d ,
T

t xx xt t xxx x Cχ χ χ χ χ
+∞ +∞

−∞ −∞
+ + + + ≤∫ ∫ ∫  

引理 5 得证。 
引理 6. 对任意的 0T > ，都有 

[ ]
( )2 2 2

00,
sup d d d .

T
x t xx

t T
u x u u x t C

+∞ +∞

−∞ −∞∈
+ + ≤∫ ∫ ∫  

证明：(5)2乘以 xxu ，再关于 x 在 ( ),−∞ +∞ 积分， 
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( )

2
2

2

2 2

1 2 3

1 d d d
2 d

d d d
2

,

xx
x

x x x
xx v x xx xx

x

uu x x
t v

u vu p v v x u x u x
v v

I I I

χε

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

+

 
′= + +  

 
= + +

∫ ∫

∫ ∫ ∫  

结合引理 1~引理 5，有 

2 2
1 d d ,xx x

CI u x v xλ
λ

+∞ +∞

−∞ −∞
≤ +∫ ∫  

与 

2 2 2
2

22

22
3

d d

d

2 d ,

xx x x

xx x xx x

xx x

CI u x v u x

Cu x u u v

Cu x u

λ
λ

λ
λ

λ
λ

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞

−∞

+∞

−∞

≤ +

≤ +

≤ +

∫ ∫

∫

∫

 

以及 

( )

2

3 2 3

2 2 2

d d

d d ,

x xx x x
xx

xx xx x

vI x u x
v v

Cu x v x

χ χ χε

εελ χ
λ

+∞

−∞

+∞ +∞

−∞ −∞

 
= − 

 

≤ + +

∫

∫ ∫
 

因此我们有 

( ]
( ) ( )2 2

00,
sup d ,

T
x xx

t T
u t u Cτ τ

∈
+ ≤∫  

引理 6 得证。 

4. 结束语 

本文讨论了满足非理想状态方程的一维 Navier-Stokes/Allen-Cahn 方程组的 Cauchy 问题强解的全局

存在唯一性。该结果无需初值具备小性条件，在任意有限时间段内，密度、相场、速度等物理量始终保

持连续，且密度在相变区可存在振荡但不会出现间断，在新的相变产生之处，不同的相之间由扩散界面

连接从而确保了解的整体正则性。 
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