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摘  要 

设A是一类特定的非遗传代数， ( )C2  是投射A-模的态射范畴。本文证明了 ( )C2  存在Hall多项式，给

出其退化Hall李代数的乘法公式，由此实现了Heisenberg李代数的第n个中心扩张的商。 
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Abstract 

In this paper, we establish the existence of Hall polynomials for ( )C2   when   is the full sub-
category of projective A-modules, where A is a certain nonhereditary algebra. We then derive mul-
tiplication formulas for the degenerate Hall Lie algebra, which is spanned by the isomor-
phismclasses of indecomposable objects in ( )C2  . 
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1. 引言 

1972 年 Gabriel 提出了箭图和表示的概念，建立了 Dynkin 型箭图的不可分解表示的维数向量与半单

李代数的正根的一一对应[1]。Kac 进一步利用代数几何和不变量理论的技术将 Gabriel 的工作推广到任意

型箭图[2] [3]。 
随后，1990 年，Ringel 定义了一类有限域上有限维代数 A 的结合代数 ( )A ，称之为 Ringel-Hall 代

数，证明了当 A 是表示有限型的遗传代数时， ( )A 实现了相应量子包络代数的正部分，提供了一种通

过 Hall 代数方法实现李代数的构造[4]。 
近年来，Bridgeland 在 2013 年引入投射 A-模的 2-周期复形的态射范畴 ( )

2
C


 ，定义了一类 Hall 代
数，从而实现了整个量子群[5]。进而，Chen 等在 A 是有限表示型时实现了单李代数[6]。最近 Chen 等利

用投射 A-模的态射范畴实现了 Heisenberg 李代数的中心扩张[7]。受上述文献启发，本文研究 A 是非遗传

代数时，态射范畴的 Hall 李代数的结构变化。 
我们的目标是研究导出等价的李代数之间的关系。本文中，给定一个含 q 个元素的有限域 k。设 Q

是箭图 
11 21 2 n nαα α −→ → → , 

记 1 2 2 3 2 1, , , n nA kQ α α α α α α− −=  ，  = A-模范畴。这还是一个整体维数为 n 的 gentle 代数，它是关于

2 项复形的 Hall 代数研究中的一个有意义的例子。本文克服了对 A 的投射态射范畴 ( )2C  的一次扩张群

的刻画，证明了 Hall 代数 ( )( )2C  存在 Hall 多项式。主要使用了模范畴的同调性质，特别是 Auslander-
Reiten 理论。 

记号 ⊂  ， ⊂ 分别表示由的投射对象及内射对象构成的满子范畴。 ( )Ind  表示 的不可

分解投射对象集， iS 表示 A-模对应顶点 i 的单模， iP ， iI 分别表示 iS 的投射盖和内射包。符号 Xa 表示

中对象 X 的自同构群 ( )Aut X 的基数。 

2. 态射范畴与 Hall 代数 

设范畴 ( )2C  中的对象是中的态射 1 0
fM M− → 。 1 0

fM M− → 到 1 0
fN N− → 的态射 ( ),µ ν ，满

足 g fµ ν= ，则称 ( )2C  是的态射范畴。 ( )2C  中对象是 1 0:f P P− → ，其中 1 0,P P− ∈，是 ( )2C  的

满子范畴。类似地，可以定义范畴 ( )2C  。 
本文考虑 ( )2C  中的三类对象： 

1
PK P P= →  

0PZ P= →  

Mf
M M MT Q P= →  

其中 P∈， M ∈， 0M Mf
M MQ P Mπ→ → → 是 M 的极小投射表现。 

引理 2.1 [8] ( )2C  中全体不可分解对象为 

, , , , 1, ,
i i i iP P P SK Z T T i n=  . 
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注记 2.2 文献[9]-[13]已经研究了态射范畴的 AR-理论。设 iH 是 ( )Ch  到的上同调函子。文献[8]
中证明， 0H 将 ( )2C  中的几乎可裂正合对(conflation)映射到的几乎可裂序列。设 A 是 Artin 代数，

( )nC  表示 的复形范畴，即包含全体复形 ( ),i i
X i

X X d
∈

=


，当 { }1, ,i n∉  时， 0iX = 。在文献[14]中证

明了 ( )nC  存在几乎可裂正合对。特别地，可以得到 ( )2C  的几乎可裂正合对。 
命题 2.3 ( )2C  的几乎可裂正合对形如 

1 2 1 1S P P PT Z K Z⊕  , 

( )
1 1 2

, 1, , 1
i i i i iS P P P ST T K Z T i n
+ + +

⊕ ⊕ = −  , 

( )
1
, 1, , 1

i i iP S PT T Z i n
+

= −  , 

1 1n n n nP P P ST K T T
− −

⊕  . 

并且每个几乎可裂正合对中的态射都是典范态射。 
定义 2.4 (整) Ringel-Hall 代数 ( )  是以中对象同构类为基的自由阿贝尔群，其乘法定义为 

[ ] [ ] [ ]
[ ]

Z
XY

Z
X F ZY =⋅ ∑ , 

称 Z
XYF 为 Hall 数。 
由 Riedtmann-Peng 公式[15] [16]，设 , ,X Y Z 是中对象，则 

( )
( )

1Ext ,

Hom ,
ZZZ

XY
X Y

X Y a
F

X Y a a
= 



, 

其中 ( )1Ext , ZX Y 表示 ( )1Ext ,X Y 中形如 0 0Y Z X→ → → → 的短正合列的等价类构成的集合。 

3. ( )C2  的 Hall 数 

本节首先给出了 ( )2C  的某些关键同调性质，并使用 Riedtmann-Peng 公式计算得到了 ( )2C  的 Hall
数。后文用 X ⋅ 表示 ( )2C  中对象 ( )1 0X X− → 。 

引理 3.1 [[8]命题 5.3~5.4]设 ( )2,X Y C⋅ ⋅ ∈  ，则 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

1 0 0Ext , Hom , Hom ,C CD X Y H Y H X Y Xτ τ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅≅ ≅  , 

其中对偶函子 ( )Hom , radkD k k= − ，F 是由 ( ) AD A ⊗ -诱导的使 ( )2C  和 ( )2C  等价的函子， ( )·
2X Cτ ∈ 

使得，若 ( )( )1H F X− ⋅ 非零，那么 ( ) ( )( )0 1H X H F Xτ ⋅ − ⋅= ，否则 0Xτ ⋅ = 。 
引理 3.2 设 IndP∈ ，单 A-模 iS ，则 

( ) ( ) ( )
2 2Hom , Hom ,

iP S iC Z T P S +=  ; 

( ) ( ) ( )
2

Hom , Hom ,
iS P iC T T S P=  ; 

, , ,
P P P S iiK P Z P T P T Sa a a a a a a a= = = = . 

证明：对任意态射 ( ) ( ) ( )2
,0 Hom ,

iP SCg Z T∈  ，由核的泛性质，存在 ( )2Hom ,g il P S +∈  使得
iS gf l g= ，

从而定义映射 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2: Hom , Hom , , ,0 ,

iP S i gC Z T P S g lϕ +→   

可以直接验证ϕ 是同构。类似地，可以证明(2)。 
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由[[8]命题 3.1]， , ,
P P PTK P Z P Pa a a a a a= = = 。下面证明

S iiT Sa a= 。由同调代数的比较引理，得到满态

射 

( ) ( ) ( )
2

: Hom , Hom ,
i iS S i iC T T S Sφ   , 

设 ( ) ( ) ( ) ( )21 0 1 0, , , Hom ,
i iS SCf f f g g g T T− −= = ∈  ，若 0 0i iS Sf gπ π= ，那么由核的泛性质知存在 

( )1Hom , 0i ih P S +∈ = ，使得 0 0 0f g− = ，即 0 0f g= 。类似地，可以得到 1 1f g− −= 。因此φ 是同构。 
引理 3.3 设 ( )2IndX C⋅ ∈  ，单 A -模 iS ，则 

( ) ( )1 12
1 2

1Ext ,
i i iP P Pi i i

S S SC K Z T
T T a

+ +
+ +⊕ ⊕

= ; 

( ) ( )12
1

1Ext ,
i i iP Pi i

S P SC K T
T T a

+
+ ⊕

= ; 

( ) ( ) · 1 12

1Ext , 1, if or
i i iS S PC L

T X X T T
+ +

⋅ ⋅= ≅/ . 

证明：由引理 2.1 和引理 3.1 知 

( ) ( ) ( ) ( )( )2

1 0 0Ext , Hom ,
i iS SC T X D H X H Tτ⋅ ⋅≅  , 

由[[8]命题 5.5]和命题 2.3 知， ( )0
1iS iH T Sτ += 。若 ( )( )0

1Hom , 0iH X S⋅
+ = ，那么 ( ) ( )2

1Ext , 0
iSC T X ⋅ = 。否

则 ( )( )0
1Hom , 0iH X S⋅
+ ≠ ，从而 ( )0

1iH X S⋅
+= 或者 ( )0

1iH X P⋅
+= 。因此，只需考虑以下两种情形。 

情形 1. 
1

·
iSX T
+

= 。这种情形下不难看出 

( ) ( ) { }1 1 12
Hom , | Aut 0

i i iS S SC T T f f T f
+ + +

= ∈ =或   , 

由引理 3.1，只需讨论 ·L 的两种情况。 
(i) 如果

1

·
i iS SL T T

+
= ⊕ ，那么 ( ) ( ) ·2

1Ext , 1
iSC L

T X ⋅ = 。 
(ii) 如果

1 2

·
i i iP P PL K Z T
+ +

= ⊕ ⊕ ，那么 ( ) ( ) · 12

1Ext ,
i iS SC L

T X a
+

⋅ = 。 
情形 2. 

1

·
iPX T
+

= 。类似地，可以得到 
(i) 如果

1

·
i iS PL T T

+
= ⊕ ，那么 ( ) ( ) ·2

1Ext , 1
iSC L

T X ⋅ = 。 
(ii) 如果

1

·
i iP PL K T
+

= ⊕ ，那么 ( ) ( ) ·2

1Ext ,
i iS SC L

T X a⋅ = 。 
引理 3.4 [17]设 , , ,X Y M N ∈，则 

( ) ·Hom , N
X Y

M L LM NL
L

X Y a F F=∑ , 

其中 ( ) { }Hom , : | ker  and cokerM NX Y f X Y f M f N= → ≅ ≅ 。 
引理 3.5 设 ( )·

2L C∈  ， , Indi jP P ∈ ，单 A -模 iS ，则 

( ) ( ) ( )·2

1Ext , Hom ,
j iP S U j iC VL

Z T P S=  , ( ) ( ) ( )·2

1Ext , Hom ,
j iP U j iC VL

pZ T P P′ ′
=  , 

其中 ( )1
2iU H L S− ⋅

+= ， ( )0V H L⋅= 以及 ( )1U H L− ⋅′ = ， ( )0V H L⋅′ = 。 
证明：只需证明第一个等式。第二个等式类似可证。由引理 3.1 以及 1 1 1, j jS I P I += = 知 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1
1Ext , Hom , Hom , , 2, ,

j iP S i j j iC Z T D S P P S j n−≅ ≅ =   , 

( ) ( ) ( ) ( )
12

1
1 1Ext , Hom , Hom , , 1

iP S i iC Z T D S S P S j≅ ≅ =  . 

取正合对 ·
i jS PT L Z  的零同调，由蛇引理知，存在态射 1: j iP Sδ + → 使得下述序列正合。 
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( ) ( )1 0
20 0i j iS H L P S H L

δ
− ⋅ ⋅

+→ → → → → → , 

那么由[18]，可以得到 

( ) ( ) ( )·2

1Ext , Hom
j iP S U j iC VL

Z T P S=  , 

其中 ( )1
2iU H L S− ⋅

+= ， ( )0V H L⋅= 。类似地，可以证明 1j = 时也成立。 
引理 3.6 设 ( )2, IndX Y C⋅ ⋅ ∈  ，单 A-模 iS ，则 

1 21 2 1

1 1
,P P P P Pi i ii i i i i

S S S P i ii i i i
i

K Z T K TP P P
T T T T P P

S

a a a
F F a a

a
+ ++ + +

+ +

⊕ ⊕ ⊕= = , 

( )( ) ( )·

· 1 1

0Hom , ,Si
i iSi

T X
i S PT X

F H X S X T X T
+ +

⊕ ⋅ ⋅ ⋅= ≅ ≅/ / , 

( )
· ·

' '
2

,
Hom ,

j i

j i
P S P Pj i j i

j i j i

P S
M MU VM

P PL LM L L
Z T Z T M MU V M

MP S P Pj i

a F F a a
F F a F F

a a a aP S
⋅ ⋅

+

= =
∑

∑


. 

证明：只需证明第一个等式，其余等式类似可证。由 Reidtmann-Peng 公式知 

( )
( )

1
1 2 1 21 2

1
11

Ext ,

Hom ,

i i P P P P P Pi i iP P P i i ii i i
S Si i

S Si ii i

S S K Z T K Z TK Z T
T T

T TS S

T T a
F

a aT T

+
+ + + ++ +

+

++

⊕ ⊕ ⊕ ⊕⊕ ⊕ = , 

因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2
Hom , Hom , Hom , Hom , Hom , Hom , 1

i i i i i i i i i i i iP P P P P P P P P P P PK Z K T Z K Z T T K T Z
+ + + + + + + +

=  

所以由引理 3.2，引理 3.3 可知 

( )
( )

( )

1
1 2 1 21 2

1
11

1 1 2

1

1 2

1

Ext ,

Hom ,

Hom ,

.

i i P P P P P Pi i iP P P i i ii i i
S Si i

S Si ii i

P P Pii

i i

i

i

i

i i

i

S S K Z T K Z TK Z T
T T

T TS S

K Z T

i i

S

S S

P P P

S

a a

T

aa
a a

a

T a
F

a aT

a

S S

a

T

a

+
+ + + +

+

+

+

+ +

+

++

+

+

+

⊕ ⊕ ⊕ ⊕⊕ ⊕

+

=

=

=  

4. ( )A 的结构 

本节首先说明了 ( )2C  中 Hall 多项式存在，并且计算了 ( )2C  中不可分解对象的 Hall 多项式，刻画

了 Ringel-Hall 李代数的结构。本节中有关 Hall 多项式的内容参考文献[4] [19]。 
引理 4.1 下述三个命题等价。 
(1) 对任意 ( )2, ,X Y Z C⋅ ⋅ ⋅ ∈  ，Hall 多项式 Z

X Y
ϕ

⋅

⋅ ⋅ 存在； 
(2) 若 ( )2IndX C⋅ ∈  ， ( )2,Y Z C⋅ ⋅ ∈  ，Hall 多项式 Z

X Y
ϕ

⋅

⋅ ⋅ 存在； 
(3) 若 ( )2, IndX Y C⋅ ⋅ ∈  ， ( )2Z C⋅ ∈  ，Hall 多项式 Z

X Y
ϕ

⋅

⋅ ⋅ 存在。 
证明：文献[20]中已证(1)、(2)等价，类似可证(2) 、(3)等价。 
命题 4.2 ( )2C  存在 Hall 多项式。 
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证明：由引理 4.1 知，只需对不可分解对象 X ⋅ 和Y ⋅ 以及任意 Z ⋅，证明 Hall 多项式 Z
X Y

ϕ
⋅

⋅ ⋅ 存在。本文

讨论 ,
i jS ST Y TX ⋅ ⋅= = 的情形，其余情形类似可证。 

由引理 3.3 知，此时
1 2i i iP P PK ZZ T
+ +

⋅ ⊕ ⊕= ，又由引理 3.6 知 1 2
1

1 2P P Pii i
S Si i

i i i

i

K Z T P P

S
T

P
TF

a a a
a

+ ++ +

+

⊕ ⊕
= ，因为 

( ) ( ) ( )Hom , , Hom , , Hom , ,i j i j i j i i
i j i j i j i i i

P P P S S P S S
P P j i PS j i S P j i S S SF P P F S P F P S F a⊕ ⊕ ⊕ ⊕= = = =   , 

所以 
1 2

1 21 2
1

1 2
1 2

i i i
P P P i i iii i

S S i ii i
i i

i i i
i i i

P P P PP P
K Z T P P P P P P

T T S S
S S

F F F
F

F

+ ++ +
+++

+

+++

⊕ ⊕⊕
⊕ ⊕

⊕=  

故 ( )2C  存在 Hall 多项式存在当且仅当存在 Hall 多项式。的 Auslander-Reiten 箭图是直向的，从而

由[4]知存在 Hall 多项式。 
因此可以定义(退化) Ringel-Hall 代数 ( )( )1 2C  ，其乘法为 

( )( )· 1Z
X Y

Z

X Y q Zϕ
⋅

⋅ ⋅
⋅

⋅ ⋅ ⋅= ∑ , 

从而有交换乘法 

( )( ) ( )( )( )1 1,
Y X

Z Z
X Y

Z

X Y q q Zϕ ϕ
⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅

⋅ ⋅ ⋅  = −  ∑ . 

设表示由 ( )2C  中不可分解对象同构类为基的 -向量空间，下面确立了 ( )( )2C=   的乘法公

式。 
命题 4.3 设 ( )2IndX C⋅ ∈  ， , Indi jP P ∈ 以及单 A-模 ,i jS S ，则 

, 0, , 0, , 0, , 0, , 0, , 0
i i j i j i j i j i jP P P P P P S S S S PK X Z Z T T Z T T T T T⋅         = = = = = =   

 
        . 

证明：由引理 3.6 和命题 4.2 计算可得 0
S Si j

L
T Tϕ
⋅

= ，于是 , 0
i jS ST T 

 = 。类似地，可以验证另外几种情

况也成立。 
命题 4.4 设 IndP∈ ，那么在中有 

1 1

, ,

, , ,

,

1

2,

0

, ,

,
i

i i

P

P P S

i

i

K P

Z T

P i n

P P i nT
− −


  =

=

 =

=




=





若

若 且

且

否则

 

证明：考虑正合对 

( )i
i

f
P i PT M P P Z⋅ = →  , 

Hall 数 0
P Pi

M
Z TF

⋅
≠ 当且仅当

iP PM T Z⋅ ≅ ⊕/ ，i.e.， 0if ≠ 。这等价于 iP P= 或者 1iP P−= 。于是处理以下三种情

形。 
情形 1. iP P= 。该种情形下可得 ( )0 Endi if P≠ ∈  ，因此 ( )Auti if P∈  从而有

iPM K⋅ ≅ 。由引理 3.4
知 

( ) ( ) ( )
2

1
0 0 00

Ext , Hom , i i
i i iPi

P P
P P i i G G G PC K G

Z T P P a F F a= = =∑ , 

直接计算可得 
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( ) ( )
( ) ( )

2

2

1Ext ,
1

Hom ,

i i iPiPi
P Pi i

i i i i

P P PC KK
Z T

P P P PC

Z C a
F

Z C a a
= =





. 

因此， 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )[ , ] 1 1 1 .Pi
i i P P P P P P i ii i i i i i

KM M
P P Z T T Z Z C P P

M

Z T q q M q K Kϕ ϕ ϕ
⋅ ⋅

⋅

⋅= − = =∑  

情形 2. 1iP P−= 。该种情形类似可得
1iSM T
−

⋅ ≅ 。由引理 3.4 知 

( ) ( ) ( ) 1
1 1 1 12 11

1
1Ext , Hom , i i

i i i i iiSi

P P
P P S i i G GS S GC ST G

Z T P P a F F −
− + + −−−

−= =∑ , 

通过计算可得 

( ) ( )

( ) ( )

111
1 1

1 1

11

1 1

1

1

1 1
1 1

1 1
1 1

Ext , Ext ,

Ext , Ext ,

i ii ii i
i i

i i

i ii i

i
i i i i

i i

i

i P i PP PP P
G GS S G G

GG G S G S

i i i i P PP P
S

S S S S

P P

S

G S a S G a
a F F a

a a a a

S S S S a a
a

a a a a

a a
a

−−−
+ −

+ −

−−

+ −

−

+

+ −

+ −

=

=

=

∑∑
 

 
 

于是 11

1
1

S ii
P Pi i

i

T S
Z T

S

a
F

a
−−

−
+

= ，因此 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )
1

, 1 1 1Si
i i P P P P P P i ii i i i i i

TM M
P P Z T T Z Z C S S

M

Z T q q M q T Tϕ ϕ ϕ
−

⋅ ⋅

⋅

⋅= − = =  ∑ . 

情形 3. 否则， 0if = ，于是
iP PM Z C⋅ = ⊕ ，因此 , 0

iP PZ C  =  。 
接下来，将本文的 Hall 李代数与文献[7]中由 B-模范畴的投射模的态射范畴产生的 Heisenberg 李代

数的中心扩张进行比较，其中 B 是下述箭图的路代数 

1 2 3 n→ → → → . 

回顾[7]知，满足下列生成关系 

, 0, , 0, , 0, , 0, ,
i j i j i j i j i j iS S P P P S P P S P ij PC C Z Z K C K Z C Z Kδ         

        = == = = , 

的 Lie 子代数 ( )( )1 2,
i iB S P BC Z C= ⊆   是 Heisenberg 李代数的第 n 个中心扩张。 

定义映射 

: B Aϕ →  , 

将 B 中的基元映成 A 中的基元 

( ), , , , 0
i i i i i i i i iP P P P P P S S IK K Z Z C T C T C i n≠     . 

定理 4.5 映射ϕ 是一个满态射。 
证明：由命题 4.3，命题 4.4 和[[7] Theorem 5.10]可以直接验证ϕ 保持李括号，而ϕ 满射是显然的，

从而得证。 
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5. 结论与讨论 

本文发现了导出等价的两个模范畴的 Hall 李代数不一定同构，并建立了这两个 Hall 李代数之间的满

同态。本文尚未处理一般的非遗传代数的情形，期望对一般的情形仍有上述结论成立。 
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