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摘  要 

数学概念定义中蕴含的必要条件在应用中常被忽视，限制了学生思维的拓展。本文从《高等数学》中几

个基本概念的定义出发，分析其所蕴含的必要条件，结合典型例题讨论其在处理问题时的应用。通过形

式统一、结构转化等策略，揭示了必要条件在简化证明、拓展思路方面的作用。本文的研究有助于深化

对数学定义的理解，提升数学问题的解决效率。 
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Abstract 
The necessary conditions contained within mathematical definition are frequently overlooked in 
application, which limits the expansion of students’ thinking. This paper starts from definition of 
several basic concepts in Advanced Mathematics, analyzes the necessary conditions Contained in 
this definition, and discusses their applications in solving problems through typical examples. By 
employing strategies such as formal unification and structural transformation, the role of necessary 
conditions in simplifying proofs and broadening the perspective is revealed. The research of this 
paper helps to deepen the understanding of mathematical definition and improve the efficiency of 
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1. 引言 

定义是对概念的精确、严格的描述，它使用逻辑语言和符号来界定概念的本质特征和边界。在数学

中，一个概念往往被定义为一组条件的等价描述。从逻辑结构上讲，数学定义通常是一个等价命题，也

就是说，定义中的条件既是概念成立的充分条件，也是其必要条件。引入逻辑符号，分别将概念、条件

记为 P、Q，那么定义则可表示为 P Q⇔ ，这个符号蕴含两个方向的推论：首先 P Q⇒ ，这表示 Q 是 P
的必要条件。反之Q P⇒ ，则说明 Q 是 P 的充分条件。深入理解定义的逻辑结构，对解题方法研究至关

重要。已有不少学者强调“回归定义”在解题中的重要性[1]，文献[2]也给出了概念思维在高等数学课程

学习中的具体应用。但多数研究集中于定义充分性的使用，对于定义中蕴含的必要性提得较少，或者在

处理问题时直接运用，这不利于学生归纳总结，作进一步的拓展思考。文献[3]从可导的充分性和必要性

阐述了导数概念的应用，对相关的两类题目展开讨论。受此启发，本文从几个数学定义蕴含的必要条件

的角度(即 P Q⇒ 这一逻辑方向)，讨论其在若干问题中的应用价值。 

2. 数列极限定义蕴含的必要条件的应用 

定义 1 [4]设{ }nx 为一数列，若存在常数 a，对于任意给定的正数 ε ，总存在正整数 N，使得当 n N>

时，有 nx a ε− < ，则称常数 a 是数列{ }nx 的极限，记为 lim
n nx a
→∞

= 。 

从必要性分析，已知 lim
n nx a
→∞

= ，则可以根据需要取某正数，此时控制自变量足够大程度的正整数 N

总是客观存在的。 
例 1 设数列{ }nx 有界，又 0lim

n ny
→∞

= ，证明 0lim nn nx y
→∞

= 。 

对于该问题，可以根据“无穷小与有界函数的乘积仍为无穷小”来证明，我们用定义，体会证明中

概念充分性与必要性的切换。 
分析 抽象数列极限问题的证明回归定义。要证明极限是 0，用定义的充分性，即：任意给定正数 ε ,

要找正整数 N，如何找？是要使 0n n n nx y x y ε− = < 。对抽象数列，一般难以从 n nx y ε< 中反解出 ( )n N ε> ，

这时，一般对 0n n n nx y x y− = 放大处理，结合条件：{ }nx 有界，即存在正数 M，有 ,nx M n< ∀ 。于是要 
使 0n n n nx y x y ε− = < ，只要 nM y ε< ，即 ny Mε< ，结合条件 0lim

n ny
→∞

= ，利用极限定义蕴含的必要性：

对给定的 Mε ，上述的正整数 N 客观存在。 
证 因为{ }nx 有界，即存在正数 M，有 ,nx M n< ∀ 。 
任意给定正数 ε ，因为 0lim

n ny
→∞

= ，由极限定义的必要性，对给定的 Mε ，存在 N N+∈ ，当 n N> 时，

ny Mε< 。 

因此 0n n nx y M y ε− < < ，由数列极限定义(充分性)， 0lim nn nx y
→∞

= 。 
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3. 函数可导蕴含的必要条件的应用 
定义 2 [4]设函数 ( )y f x= 在点 0x 的某个邻域内有定义，当自变量在 0x 处取得增量 x∆  (点 0x x+ ∆ 仍

在该邻域内)时，相应地，因变量取得增量 ( ) ( )0 0y f x x f x∆ = + ∆ − ，如果
0

lim
x

y
x∆ →

∆
∆

存在，则称函数 ( )y f x=

在点 0x 处可导，并称这个极限为函数 ( )y f x= 在点 0x 处的导数，记为 ( )0f x′ ，即 

( ) ( ) ( )0 0
0 0 0

lim lim
x x

f x x f xyf x
x x∆ → ∆ →

+ ∆ −∆′ = =
∆ ∆

 

从必要性分析，若 ( )0f x′ 存在，则
( ) ( )0 0

0
lim
x

f x x f x
x∆ →

+ ∆ −
∆

存在，且其值为 ( )0f x′ 。即借助函数可导

蕴含的必要条件可求极限问题。分析该极限的特点：“
0
0
”型，并且是含函数增量的“

0
0
”型。这给我

们以启示，在处理具有相关特点的极限时，可以“形式统一”凑成导数的形式。 

例 2 [5]设 ( )f x 在 1x = 处可导， ( )1 1f ′ = ，求
( ) ( )

101

1
lim

1x

f x f
x→

−
−

。 

解“
0
0
”型极限问题，且含有函数增量，可统一形式凑成函数在一点处导数定义形式。 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )( )
( )

10 5 4 3 21 1

5 4 3 21

1 1 1lim lim
11 1 1

11 lim
1 1

1 11 .
10 10

x x

x

f x f f x f
xx x x x x x

f
x x x x x

f

→ →

→

− −
= ⋅

−− + + + + +

′=
+ + + + +

′= =

 

例 3 设函数 ( )y f x= 由方程 ( )1ex yy x −− = 确定，则
1lim 1

n
n f

n→∞

   − =    
        。 

解 因为 ( )1 0f= ，则

( )1 0
1lim 1 lim 1n n

f f
nn f

n
n

→∞ →∞

  −     − =    
。由隐函数存在定理 ( )1ex yy x −− = 在 ( )0,1 的

某邻域内确定具有连续导数的函数 ( )y f x= ，且 ( )0 1f ′ = 存在，故 

( )
( )

1 0
1lim 1 lim 0 11n n

f f
nn f f

n
n

→∞ →∞

  −      ′− = = =    
。 

4. 函数可积蕴含的必要条件的应用 

(1) 对定积分定义。从必要性分析，若函数 ( )f x 在区间 [ ],a b 可积，因为 ( ) ( )
0 1

d lim
nb

i ia
i

f x x f x
λ

ξ
→ =

= ∆∑∫

与对 [ ],a b 分法和点 iξ 的选取无关，故可选特殊的分割，如 n 等分，此时 i
b ax a i

n
−

= + ( )0,1,2, ,i n=  ，

i
b ax

n
−

∆ = ( )1,2, ,i n=  。特殊的 iξ ，如每一小区间段上取 i i
b ax a i

n
ξ −
= = + ，则 

( ) ( )
0 1 1

lim lim d
n n b

i i ani i

b a b af x f a i f x x
n nλ

ξ
→ →∞= =

− − ∆ = + = 
 

∑ ∑ ∫  
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因此对于 n 项和数列求极限，一种方法是利用定积分定义计算。 

例 4 [6]求极限
1

1limsin
2 1 cos

2

n

n i in
n

→∞ = π
⋅

+

π ∑ 。 

解 凑成定积分中和式极限形式
1

1 1lim sin
2 1 cos

2

n

n i
n in n

n
→∞ =

π
π

⋅
+

∑ ，分别考虑 lim sin
2n

n
n→∞

π
，

1

1 1lim
1 cos

2

n

n i i n
n

→∞ = + π∑ 。 

对 lim sin
2n

n
n→∞

π
： lim sin lim

2 2 2n n
n n

n n→∞ →∞
=

π
=

π π
。 

对
1

1 1lim
1 cos

2

n

n i i n
n

→∞ = + π∑ ，记
2i
i
n

ξ =
π
，则 ( ) 1

1 cosi
i

f ξ
ξ

=
+

，因此被积函数为 ( ) 1
1 cos

f x
x

=
+

。再确定积分

上下限 1 0
2n

ξ =
π
→ ( )n →∞ ，

2 2 2n
n

n
ξ =

π π
→

π
= ( )n →∞ ，因此积分下限 0a = ，上限

2
b = π

，此时
2ix

n
∆ =

π
，

故形式统一将
1

1 1lim
1 cos

2

n

n i i n
n

→∞ = + π∑ 凑成 ( ) 2
0

1 1

2 1 2 2 1 2lim lim d
2 1 cos1 cos

2

n n

i in ni i
f x xi n x

n

ξ
→∞

π

→∞= =

π
π

= ∆ = =
+ π +π π π∑ ∑ ∫ 。 

综上，
1 1

1 1 1 2limsin lim sin 1
2 2 21 cos 1 cos

2 2

n n

n ni i
ni in n n

n n
→∞ →∞= =

π π π
π

⋅ = ⋅ = ⋅ =
+ + π π∑ ∑ 。 

例 5 2010 年全国硕士研究生招生考试数学(一)第一题(4) 
( )( )2 2

1 1
lim

n n

n i j

n
n i n j→∞ = =

=
+ +

∑∑ (   )。 

(A) 
( )( )

1

20 0

1d d
1 1

x
x y

x y+ +∫ ∫   (B) 
( )( )

1

0 0

1d d
1 1

x
x y

x y+ +∫ ∫  

(C) 
( )( )

1 1

0 0

1d d
1 1

x y
x y+ +∫ ∫    (D) 

( )( )
1 1

20 0

1d d
1 1

x y
x y+ +∫ ∫  

解析：与上例类似凑成特殊的和式极限形式。 

( )( )

( )( )

2 2 22 2
1 1 1 1 1 1

1 1

2 20 0
1 1

1 1

20 0

1 1 1 1 1lim lim lim
1 1

1 1 1 1 1 1lim lim d d
1 11 1

1d d .
1 1

n n n n n n

n n ni j i j i j

n n

n ni j

n n
in i n nn jn i n j j
n n

x yin n x yj
n n

x y
x y

→∞ →∞ →∞= = = = = =

→∞ →∞= =

= =
+ ++ +  + +  

 

= =
+ + + +  

 

=
+ +

∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∫ ∫

∫ ∫

 

(2) 对二重积分，类似地，从必要性分析，也可以求解特殊和式的极限。若函数 ( ),f x y 在 [ ] [ ], ,a b c d×

上可积，因为 ( ) ( )
0 1

, d lim ,
n

i i iD
i

f x y f
λ

σ ξ µ σ
→ =

= ∆∑∫∫ 与对 [ ] [ ], ,a b c d× 的分法和点 ( ),i iξ µ 的选取无关，故可选

特殊的分割：过 [ ],a b 和 [ ],c d 的 n 等分点，分别作平行于坐标轴的直线，此网格线将 [ ] [ ], ,a b c d× 分为 2n

等份，此时
( )( )

2i
b a d c

n
σ

− −
∆ = ， ( )21,2, ,i n=  。特殊的选取 ( ),i iξ µ ： i

b aa i
n

ξ −
= + ， j

d cc j
n

η −
= + ，

( ), 1,2, ,i j n=  。则 ( ) ( )( ) ( )20 1 1 1
lim , lim , , d

n n n

i i i Dni i j

b a d cb a d cf f a i c j f x y
n n nλ

ξ µ σ σ
→ →∞= = =

− −− − ∆ = + + = 
 

∑ ∑∑ ∫∫ 。 
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即对于双重和式求极限，一种方法是尝试构造二重积分。 

仍对例 5 分析：
( )( )2 2

1 1
lim

n n

n i j

n
n i n j→∞ = = + +

∑∑ 为双重和式求极限，“形式统一”： 

( )( ) 222 2
1 1 1 1

1 1lim lim
1 1

n n n n

n ni j i j

n
nn i n j i j

n n

→∞ →∞= = = =

=
 + +    + +         

∑∑ ∑∑ 。 

取 i
i
n

ξ = ， j
j
n

η = ， ( ), 1,2, ,i j n=  ，此时被积函数为 ( )
( )( )2

1,
1 1

f x y
x y

=
+ +

，积分区域 D 为

[ ] [ ]0,1 0,1× ，故 

( )( )

( )( )

( )( )

222 2
1 1 1 1

2

1 1

20 0

1 1lim lim
1 1

1 d
1 1

1d d .
1 1

n n n n

n ni j i j

D

n
nn i n j i j

n n

x y

x y
x y

σ

→∞ →∞= = = =

=
 + +    + +         

=
+ +

=
+ +

∑∑ ∑∑

∫∫

∫ ∫

 

在平时的学习过程中，学生要多加总结，善于运用定义蕴含的必要条件，逆向思维，为处理问题找

到突破口。 
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