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摘  要 

运用Leray-Schauder原理讨论无穷区间上带有平均曲率算子的拟线性问题。 
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Abstract 
In this paper, by using the Leray-Schauder theory, we are concerned with the solvability of  
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where [ ) ( ): 0, 1,1f ∞ × × − →   is continuous, ( ) ( )
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1. 引言 

对于线性二阶常微分方程的可解性的研究首先是由 Il’in 和 Moiseev 开始的。1992 年，Gupta 运用

Leray-Schauder 延拓定理在至多线性增长条件下研究了非线性二阶常微分方程三点边值问题，见文[1] [2]，
此后出现了很多对于非线性二阶常微分方程的各种不同边值问题的可解性研究的重要结果。 

1831 年，法国数学家、物理学家索菲·热尔曼最先引入平均曲率的概念。平均曲率是微分几何中一

个弯曲测量标准，局部地描述了一个曲面嵌入周围空间的曲率。随着平均曲率的提出，其应用广泛涉足

于工程技术、物理、数学、计算机、地理等各类应用学科。而无穷区间上非线性边值问题也是一个经典

的数学问题，最早是由 R. E. Kider 给出，它涉及许多重要的数学概念和方法，如变分法、临界点理论、

特征值法等。由此引起了越来越多的专家学者的关注，并取得了许多重要的成果，参见文[3]-[5]。近年来，

随着经济学、力学、天体力学以及交叉学科的不断发展，Minkowski 空间中带有平均曲率算子的拟线性问

题引起了学者们的广泛关注，并取得了系统而深刻的成果，参见文[6] [7]。针对这类微分方程问题的研究

主要采用分歧理论、压缩映射、原理 Leray-Schander 拓扑度理论、锥不动点定理、临界点理论、上下解方

法、Leray-Schauder 延拓定理以及非线性抉择原理等方法。 
1995 年，Gupta 在文[8]中，运用 Leray-Schauder 延拓定理研究了如下二阶非线性常微分方程 m 点边

值问题 
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的可解性，类似问题参见文[9]-[11]。 
2019 年，Dai 运用分歧理论在文[11]中，证明了无穷区间上平均曲率方程问题 
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的径向解存在性，不存在性和多重性。 
2023 年，Chu 在文[12]运用 Schauder 不动点定理研究了半无限区间上二阶非线性微分方程 
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解的存在性、唯一性和稳定性。 
受以上文献的启发，本文主要运用 Leray-Schauder 延拓定理研究在无穷区间上带有平均曲率算子的

拟线性问题 
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的可解性。其中边界条件 ( )lim e 0t

t
u t

→∞
′ = 主要源于无穷区间微分方程的研究需求，兼常见于扩散、衰减等 

动力学系统，通过指数权重 et 对远期变化率 ( )u t′ 施加强约束，确保物理量的变化在长期演化中足够平缓，

体现系统的长期稳定性。 
本文总假定： 
(H1) 函数 [ ) ( ): 0, 1,1f ∞ × × − → 连续。 
(H2) ( )lime , , 0t

t
f t u v
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= ，关于 ,u v 一致成立。 

(H3) 存在非负函数 , ,p q r ，使得 ( ) ( ) ( ) [ )1, , 0,tp t tq t tr t L∈ ∞ ，且对于 [ )0,t∈ ∞ ， ( )u t ∈，以及 ( )1,1v∈ −
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本文的主要结果如下： 
定理 1 假定(H1)~(H3)成立。则问题(1)在 [ )1 0,C ∞ 中至少存在一个解。 

2. 预备知识 

设 
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′= + ，则由文献[8]可知， X 在 X⋅ 下构成 Banach 空间。 

引理 1 假定(H1)-(H2)成立。则问题(1)的解等价于下列积分方程 
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再对(4)式从 t 到∞进行积分并结合 ( )lim 0
t

u t
→∞

= ，即可得到(3)。 

另一方面，设 u X∈ 为满足(3)的解，通过对(3)式左右两边求导可得 
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右侧第一项为有限值，第二项积分收敛，故整个积分有界。 
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引理 2 定义算子T ， 
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t s
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则算子 :T X X→ 且T 为紧算子。 
证明 首先由引理 1 可知 :T X X→ 。下证 ( )T B 是 X 中的相对紧集。设 B 是 X 中任意的有界子集，

则对于任意的 [ ), 0,u B t∈ ∈ ∞ ，存在 0 0M > 使得 

( ) 0u t M< .                                      (7) 

对于 ( )Tu t ，由于 ( )1 s sϕ− ≤ ，由(H3)及(7)式可得 
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另一方面，由于(H2)及(5)式得 
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由(8)~(9)式可得 ( ) X
T u < ∞。即证 ( )T B 一致有界。 
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则有 T 连续。 
又由(9)可知，存在一个 1 0M > ，使得 [ ] ( ) 1Tu t M′ ≤ 。借助 Lagrange 中值定理，可得 
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因此由(10)~(11)可得当 1 2 0t t− → 时， 
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( )nT u 在 B 中等度连续。由(8)~(9)也可得 ( )nT u 在 B 中一致有界。 
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则 ( ){ }nT u 在 B 上是等度收敛的。 
综上，由 Arzela-Ascoli 定理可知， ( ){ }nT u 在 X 中是相对紧的，T 将 X 中的有界子集映为 X 中的相

对紧集。因此 T 是一个紧算子。 

3. 主要结果的证明 

本文所使用的工具为文[8]中 Leray-Schauder 延拓定理，下面我们将利用 Leray-Schauder 延拓定理来

证明算子 T 存在不动点，从而证明了问题(1)解的存在性。 
定理 1 的证明 由引理 1 可知，(1)的解等价于其对应算子方程存在不动点。 
为了证明 T 存在不动点，只需要证明同论族问题 
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由于 ( ) 1u t′ < 故存在不依赖于 [ ]0,1λ∈ 的常数 c使得 

( ) ( )
0 0

sup sup 1.X
t t

u u t u t c
≥ ≥

′= + ≤ + . 

所以，同伦族方程的所有可能解在 [ )1 0,C ∞ 中有一个不依赖于 [ ]0,1λ∈ 的先验界。 
因此，由 Leray-Schauder 原理可知，(1)在 [ )1 0,C ∞ 上至少存在一个解u 。 
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